Digitized  by  Google 


M*' 

Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


RECHERCHES 


ARITHMÉTIQUES. 


Digitized  by  Google 


1 


I 


•  î: 

•  •  •  I     a  m 


1"  T  ;  7  1 


Digitized  by  Google 


RECHERCHES 

ARITHMÉTIQUES, 


Par  M.  Ch.- Fa.  GAUSS  (d«  fifunswick)^ 


TndnUei  ptr  A.-C-M.  POULLËT^DËUâLB, 


FiofetMor  de  Matbématiqnet  au  Ljcée  d'Orléani* 


A  PARIS, 

Chez  CoURCiER,  Imprimeur  -  Libraire  pour  les 
Mathématiques^  qaai  des  AugustinS|  U9  ôj, 

1807. 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Je  n'ai  eu  d'antre  but,  en  traduisant  cet  Ouvragée,  que 
de  contribuer  à  répandre  les  excellentes  Recherches  de 
M.  Gauss,  sur  la  Théorie  des  nombres.  Je  m'absliciidraî 
d'en  £ure  ici  l'éloge  ;  déjà  sa  place  a  été  assignée  par  le 
jugement  des  plus  illustres  Géomètres ^  et  il  y  aurait  de 
la  présomption  de  ma  part  à  joindre  ma  voix  &  la  leur. 

Je  ne  me  suis  permis  aucune  altératicm  du  texte^  parceque 
j'ai  TouTu  donner  an  Public  l'ouvrage  de  M.  Gavss,  et 
non  me  Fapproprier.  C'est  par  cette  mison^  et  d'après 

des  conseils  que  j'aurais  dû  respecter,  quand  même  ils 
auraient  été  contraires  à  mon  opinion,  que  j'ai  conservé 
rigoureusement  les  dénominations  et  la  notation,  qui 
peuvent  étonner  an  premier  abord.  Mon  intention  était 
même  de  ne  mettre  aoeune  note;  le  très-petit  nombre  de 
celles  que  Pon  rencontrera  signées  du  traducteur,  fait  voir 
avec  qneUe  réserve  j'ai  cru  devoir  user  de  cette  faculté  ; 
leur  nature  indique  assez  le  motif  qui  m'a  déterminé,  et 
le  lecteur  jugera  si  c'est  avec  raison. 

Il  nf aurait  été  possible  de  remplacer  quelques-unes  dea 
démonstrations  que  Tauteur  a  supprimées,  dans  Tintention 
d'abréger;  mais  par-là  je  aérais  tombé  dans  l'inconvénient 
qnHl  a  voulu  éviter*  Enfin,  conduit  natureDement  par 
mon  travafl  même,  à  quelques  considérations  nouvelles , 
j'avais  été  tenté  de  les  placer  à  la  fin  des  Recherches 
aritluaétiques^  mais  j'ai  préféré  attendre  que  le  temps  et 


la  méditation  me  missent  dans  le  cas  de  les  présenter  aux 
Géomètres  d'une  manière  plus  complète  et  plus  digne  de 
.Isnn  regards.  •   -  .      •    .     •  • 

Je  prie  le  lecteur  de  corriger  d^ayance>  diaprés  VEmUa, 
les  iantes  dimpression  qui  n'ont  pu  mander  de  se  glisser 
dans  un  ouvrage  de  ce  genre.  '  .. 
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A  MONSIEUR  LAPLACE, 

  •  i 

€ftancelier  do  Sénat-GoBsenratenr  ;  Grand- Ojffîcier' 
*  de  îa  liëgîon  d'Honneur  ;  Membre  de  l'Institut^  et 
du  Bureau  des  Longitudes;  des  Sociétés  Royales 
de  Londres  et  de  Gottingae;  des  Âcadëjnies  des 
'  Sdéncés  de  Danemarck y  de  Suéde ,  d'Espagne, 
d'ItaEe»,  etc.  r 


»  il 
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!  ç  ;  i.u  : 

•       •  •  ■  • 


■  • 


Lb  mérite  de  l'Ouvrage  dont  j'ai  l'honneur  de  tous 
offrir  la  traduction,  et  ïintéiét  que  tous  aTea  daigné 
accorder  à  mon  eiçoreprise,  sont  les  seuls  titres  qui 
^  rendent  digne  de  vous  être  présentée  ;  mais  quoique 
|e  sente  combien  cet  intérêt  doit  influer  sur  l'accnea 
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qne  mon  travail  pourra  recevoir ,  ce  n'est  pas  pour 
m'appujer  de  votre  illustre  nom  que  j'ai  désiré  vous 
en  faire  hommage.  Cet  hommage  était  dù  à  Thomme' 
(de  génie  qui  y  pénétré  d'un  noble  amour  pour  la 
science,  non  content  d*en  reculer  chaque  jour  les 
limites ,  accueille  tous  les  travaux  utiles  »  encourage 
les  talens,  applaudit  à  leurs  efforts  et  n'aspire  qu'à 

répandre  le  £evi  qiû.  Tanime»  C'est  à  celui  qai  aime 
la  science  pour  elle-même ,  que  doirent  s'adresser  ceux 

qui  les  cultirent  ;  et  si  i*on  recherche  avec  orgueil  à 
mériter  sou  approbation ,  on  s'estime  heureux  d'être 
en  ^elque  sorte,  auprès  de  lui,  l'interprète  de  la 
reconnaissance  et  de  Tadmiration  publique.  Tel  est , 
MoKsiBUR,  le  double  motif  qui  m'a  iait  ambitionner 
l'honneiu"  que  je  reçois  aujourd'hui  ;  mais  je  sens  aussi 
toute  l'étendue  des  engagemens  qui  en  résultent  pour 
moi  :  en  consacrant  ma  vie  entière  à  cette  science 
sublime ,  mon  seul  désir  es(  de  prouver  un  jour  que 
je  n'étais  pas  tout-^-fait  indigne  d'une  aussi  granc|o 
faveur. 

Je  suis  avec  le  plus  profond  respect  ^ 
UO^SIEVR, 

Votre  trèf-lmiiible 
.  ^      ■  rOVXXET-bEI4dUL 

ÉPITRE 
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ilPITRE  DÉDIGATOIRE  DE  L'AUTEUR. 

•  ,  •       '  '    '  • 

A  SON  ALTESSE  SÉRÉNISSIME,  . 

MONSEIGNEUR  CHARL£S-GUILLAUM£-S£RDINAND, 

DUC  DÉ  BRUNSmCK  ET  DÉ  LUjrâBt^UjRG." 

m 

•  *  * 

I 

■  '  •    .  ' 

•    •  •   

•  •  •      • .  _ 

.        •     .  '  .  'i.ol 
•  •  *'• 

•  LoasQtm  la  leconùdMeo  mlîiii^  le  devoir  sacré  dé 

tons  offiir  oei  Onvtage  ^  toiiBiiMtteB  le  cbmHe  à  nw  félicîtfé^^ 

ail  me  permettant  de  plaoer-  à  ]k'%ête'  vôûre  'nbm  illustré 

et  respectable;  En  effets  vinrcs  Slftsiiinssïiîc^,  ièassé-je  ptt 

me  dévouer  tout  entier  aux  sciences  mathématiques,  vert 

lesquelles  une  ardeur  irrésistible  m'a  toujours  emporté,  si 

Totre  faveur  ne  m'en  eût  ouvert  l'entrée ,  si  yos  ^ûenfiûts 

continuels  n'eussent  iucessamment  soutenu  mes  trmuz. 

Par  vos  seules  bontés^  libre  des  soms  étran^ers^  et  maiti^ 

de  eoBSoerer  mou  temps  à  Pétude»  j'ai  pu  entreprendre  les 

reeherclies  dont  cet  Ouvrage  renferme  une  partie,  et  m'y 

livrer  pendant  plusieurs  années.  Lorsque  j'ai  désiré  de  le 

mettre  au  jour,  votre  munificence  a  écarté  tous  les  obstacles 

qui  en  retardaient  la  publication*  Il  m'est  plus  £kcile  do 

conserrar  au  fond  de  mon  ccsur  et  d'admirer  en  silenee» 

h 
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quQ  de  célébrer  dignement  cet  intérêt  si  granci  et  ai  jgénéreux 

que  yonriirve^bieù  Vôttitt  âo6Gfrée^  li  tdês  efibrtst  non-sen- 
Içmeiit  j6  me  $enâ  au^-dcssous  d'une  tôliô  eatreprise ,  maif 
je  peas^  qu£  perspnne  n'ignore  quelle  est  l'étendue  de  yotre 
libéralité  à  r  égard  de  ceux  qui  semblent  portés  yers  l'étude 
des  sciences  y  et  que  yotre  pro^tion  est  également  accordée 
A  celles  qui  paraissent  les  plus  abstraites  et  d'une  application 
moins  directe  aux  usages  ordinaires  de  la  yie^  parceque  dans 
la  profondeur  de  votre  sagesse ,  habile  à  profiter  de  tout  ce 
qui  tend  au  bonheur  et  à  la  prospérité  de  la  société ,  vous 
avez  senti  la  liaison  intime  et  nécessaire  qui  unit  entre  elki 
toutes  les  sciences. 

Si  cet  Ouvrage,  prince  SÉrénissime,  témoignage  de 
ip^  r^çonnaissance  pour  vom  ^.et  d^  ixavaux  que  )'ai  consa- 
cré^ à  la.]^nobte4M.soienses^MyoiuaeiÉ]ble^ 
^e-ll(*^veuf  .dont  yop^tq^^ifles  si  llm^'leiiips  enyironaéi 
^  iéUcite^  df^  n^eyçiîr  pa^  perdu  i;aa  peiàe  et  dVyoir  mé» 
^^cet  honneur ^  cfluir  de  tous  quVMSihitirtMsuit  k  plus^  * 

....      •    .  ■  .  . 


•  '*  "Devoir*  MtaÊMtl»' 

î  .  1  "..*'•  ■  "  trè>-dévoué  serviteur^ 

»     ■        .  -       â  ■  ■  *  ■ 
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I^RÉFAGË  DE  L'AUTEUR. 


Xi  E  S  Recherches  contenues  dans  cet  Ouvragci  «ppartienneni 

à  cette  partie  des  Mathématiques  ou  Ton  considèrç  partîcu- 
hèrement  les  nombres  entiers,  quelquefois  les  fractions^ 
mais  où  Ton  exclut  toujours  les  nombres  irrationnels.  L' Ana- 
lyse indéterminée  y  ou  de  JD iopàaiife ,  qui  appreud  à  distin- 
guer, parmi  les  solutions  d'un  problème  indéterminé,  celles 
qui  sont  entières;,  ou  du  moins  ratioiinellcs  etje  plus  SQUvent 
positives,  ne  constitue  pas  cette  doctrine,  mais  elle  en  est 
une  partie  très-distincte  j  elle  a  avec  elle  à-peu-près  le  mômô 
rapport  que  TAlgèbre,  c'est-à-dire,  Tart  de  réduire  ou  de 
résoudre  les  équations,  avec  l'Analyse  universelle.  En  effet, 
de  même  que  Ton  rapporte  à  l'Analyse  toutes  les  recherches 
que  l'on  peut  faire  sur  les  affections  générales  des  quantités^ 
la  considération  des  nombres  entiers  et  des  fractions,  quan(jl 
ces  dernières  s'exprimeat  au  moyen  de  nombres  entiers, 
constituent  proprement  l'objet  de  ï A^iithmétique ;  mais  on 
ne  donne  ordinairement  sous  ce  nom  que  l'art  de  former 
les  nombres  et  de  les  calculer,  c'est-à-dire,  l'art  de  repré- 
senter les  nombres  par  des  signes  convenables  (par  exemple, 
suivant  le  système  décimal),  et  d'e;técuter  les  opérations 
arithmétiques,  en  y  ajoutant  quelques  points,  dont  les  uns 
ji'appar tiennent  pas  à  l'Aritlimétique ,  comme  la  théorie 
des  logarithmes  et  les  autres  ue  sont  pas  particuliers  aux 
nombres  entiers,  et  ont  lieu  pour  toutes  les  quantités.  On 
voit  par  là  que  Ton  doit  distinguer  deux  parties  dans  TArith- 
roëtique,  et  que  les  considérations  dont  nous  venons  de 
jm)ss{  9»  rai^optçot  à  jt'^^iUunéti^ue  élémeatairej  taadis 
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que  les  recherches  générales  sur  les  affeclions  particulières 
aux  nombres  entiers  sont  r&yçRdiq^ées  pat  Vj^nlhméUqué 
ircuisccndanie.    "  '         '  ► .    .    .  ^ 

Ce  qWEuclide  a  présenté  dans  le  Lwre  VII de  ses  Élé- 
mens ,  avec  l'élégance  et  la  rigueur  ordinaires  aux  anciens, 
(appartient  à  l'Arithmétique  transcendante,  mais  se  borne 
aux  premiers  élémens.  Le  célèbre  Ouvrage  de  Diophante, 
qui  est  consacré  tout  entier  aux  problèmes  indéterminés , 
contient  un  grand  nombre  de  questions  qui,  par  leur  diffi- 
culté et  la  subtilité  des  artiQces,  donnent  une  grande  idée 
du  génie  et  de  la  pénétration  de  l'auteur,  surtout  quand 
on  considère  le  peu  de  ressources  qu'il  pouvait  employer; 
mais  comme  ces  problèmes  demandent  plutôt  de  l'adresse 
et  des  procédés  ingénieux  que  des  principes  difficiles,  et 
qu'on  o  utre  ils  sont  trop  particuliers  et  conduisent  rare- 
ment à  des  ■  conclusions  générales,  cet  Ouvrage  semble 
plutôt  avoir  fait  époqtie  dans  l'histoire  des  Mathématique  s  , 
parcequ'il  fixe  les  premiers  vestiges  de  l'Algèbre,  qu'avou- 
enrichi  l'Arithmétique  transcendante  par  de  nouvelles  dé- 
couvertes. La  Science  est  bien  plus  redevable  aux  modernes, 
parmi  lesquels  peu  d'hommes  à  la  vérité,  mais  tous  dignes 
d'une  gloire  immortelle,  FERMAT,  EuLER,  Lagrange, 
Legendre  (et  un  petit  nombre  d'autres),  ont  ouvert 
Pentrée  de  cette  science  divine,  et  ont  découvert  la  mine 
inépuisable  de  richesses  qu'elle  renferme.  Je  n'entre  pas 
ici  dans  l'énumération  des  découvertes  de  ces  géomètres,  # 
d'autant  qu'on  peut  les  connaître  par  la  Préface  des  Addi- 
tions dont  Lagrauge  a  enrichi  V Algèbre  d^Euler,  et  par 
celle  de  l'Ouvrage  de  Legendre,  dont  nous  parlerons 
bientôt.  D'ailleurs  nous  rendrons  hommage  à  ces  différentes 
découvertes^  lorsque  l'occasipi^  s'en  présentera  dans,  nâ® 
Recherches.  '  ! 

Mon  but  en  publiant  cet  Ouvralgé,  lùànoncé  depuis  cinq 
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PRÉFACE.'  xlij 
luis»  a  été  de  faire  connaître  les  recherches  dont  je  m'étais 
OGCopé  avant  cette  époque ,  et  celles  que  j'ai  faites  depuis* 
BAan  afin  que  Ton  ne  s'étonne  pas  de  voir  ici  la  Science 
prÎM  presque  dès  son  principe^  et  que  je  sois  revenu  sur, 
te  recherches  fiâtes  déjà  par  plusieurs  autres^  j'ai  cra 
qu'il  n'était  pas  inutile  d'avertir  que,  lorsqu'en  1795»  j'ai 
eommencé  à  m'appliquer  à  ce  genre  de  considérations  ,  je 
n'avait  abioliiment  ancane  idée  de  tout  ce  qui  avait  été 
làit  sur  ce  sujet ,  mèime  par  les  moderoM^  et  que  j'étair 
privé  de  tous  les  secours  que  j'ajoraîs  pu  tirer  de  leurs 
travaux.  Occupé  dans  ce  temps  d'une  autre  matière ,  je 
tombai  par  hasard  sur  une  vérité  importante  de  TArith- 
métique  (c'était^  si  je  ne  me  trompe ,  le  t||^rème  du 
n^.iod)  ;  comme  elle  me  sembla  très-belle  par  eUe-même^ 
et  que  je  la  soupçoniutta  liée  à  d'autres  plus  importantes^ 
j'employai  toute  la  contention  .d'esprit  dont  j'étais  suscep^ 
tible,.  à  découvrir  les  principes  sur  lesquels  ;eUe  s'aj^u^t, 
et  à  en  trouver  une  démonstration  rigoureuse;  le  succès 
eyant  réj^ndn  à  mes  vœux,  je  me  sentis  •  tellement  en- 
trai par  Tattrait  4^  cas  questions^  qu'il  me  fut  impos* 
sible  de  les  abandonaer^  et  comme  une  vérité  me  conduisait 
une  autre^  la  plus  grande  paMie  des  quatre  premières 
Seetîotts  était  déjà  terminée  avant  que  j'eusse  rien  vu  des 
travaux  des  antres  Kécmiètres  sur  ce  sujet.  M'étant  ensuite 
trouvé  à  m6me  de  lire  les.oimjsges  de  ces  hommes  de 
-génie^>  je  ne  tardai  'pu.  à  reconn4tre  quç  j'avaif  empipyé 
û  plus  gmnde  partie  de  nies  méditatious  à  des  choses  fidtes 
depuis  louf^-temps;  mus  animé  dViae  nonvelle  ardeur,  je 
m'éiforçai,  en  smvent  leurs  p^s,  de  cultiver  phis  avsnt  le 
-champ  de  l'Arithmétique,  et  telle  a  été  Torigme  des  Secr 
tions/V 9  VI  et  Vil.  Quelque'  temps  après,  je  demandai  des 
conseils  sur  le  projet  que  j'avais  de  publier  le  fruit  de  mes 
veilles^  et  d'après,  le  désir  de  plusieurs- personnes,  je  me 
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laissai  d'autant  plus  facilement  persuader  de  ne néil  i«p|»i<  • 
mer  de  mes  premières  recherches,  qu'à  cette  époque  il 
n'existait  aucun  ouvrage  dans  lequel  on  pût  trouver  lee 
travaux  des  autres  géomètres,  ëpars  dans  les  Mémoiiet  det 
Académies;  que  d'ailleurs  elles  renfermaient  im  grand 
nombre  de  choses  nouvelles,  et  d'autres  présentées  d'une 
manière  qui  m'appartenait;  qu'enfin  toutes  oes  rechei-ches 
étaient  tellement  liées  entre  elles,  et  avec  celles  qui  leur 
étaient  postérieures,  qu'il  aurait  été  très>diffiale.(f expliquer 
les  choses  nouvelles  sans  reprendre,  les  antrei  -dès  leur 
principe. 

Dans  cet  intervalle ,  il  a  paru  nn  excelieni  bunpge  d'nit 
homme  qu||^vait  déjà  rendu  de  très -grands  services  à 
^Arithméti^ie  transcendante  (Essai  sur  la  TMoriB.dot 
nombres,  Legendre,  m%  yi),  dans  lequel  il  a  non^senle^ 
ment  rassemblé  ^  mis  en  ordre  tout  ce  qui  a  paru  jnsqiA 
présent  sur  cette  scienee^  mais  ajouté  berâeoop  de'dioees 
tionveUes  qui  lui  sont  propres.  Comme  eet  onfnge  in'est 
parvenu  trop  tard,  et  lorsque  la  plus  gitnde  partie  de  mes 
Recherche*  était  imprimée  >  je  n'ai  pu.  en  fiire  mention 
dans  les  endroits  où  l'analogie  des  witiècet  m^'en  aurait 
donné  Foccanon*  Les  Additions  roaleriilent  sflukaauent 
quelques  observations  quH  m'a  paru  néeessaitie  d^  pfacer^ 
et  f  espère  que  son  indulgence  et  sa  firandiiae  les  lut  feront 
interpréter  avee  bien veinanee.  •  ' 

Pendant  nmpression»  que  HifBheeÊ  '-obstacles  ont  plu- 
sieurs fois  interrempiiey  -et  qui  s'est  prolongée  pendant 
quâtre  années  èiitîèrtny  son-settlement  -j'ai  continué  les  re» 
âiercheft  entreprises  auparaTuit)  et  dont  je  m'étais  éééàé 
à  retardier  la  publication^  dans  la  erainte  qné  Tonvrage  ne 
devint  trop  volnmineux,  mais  j'en  ai  entrepris  de  noii- 
yelles.  PhÂienr»  points  que  }e  n'ai  fidt,  par  la  même  raison» 
que  toucher  l^reiiient(par  exemple^  aux  n**  37  ;  89  et  soi- 
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PRÉFACE.  Tjrf 
^ans,  et  en  d'aufres  endroits),  ont  été  repris  ensuite,  et 
m'ont  donné  lieu  de  faire  des  recherches  plus  générales  y 
qui  me  semblent  mériter  d'être  commues.  (  T^<yyez  encore 
ce  qui  est  dit  dans  les  Additions,  par  rapport  au  n^  3o6.) 
£nfin,  comme  le  volume  devenait  plus  considérable  que  je 
ne  m'y  étais  attendu ,  siirtout  à  cause  de  la  Sed&on  Yf  été 
forcé  de  retrancher  beaucoup  de  choses  qne  je  me  propoMÎt 
d'jr  fuse  entrer,  et  particulièrement  la  Section  VIII  toute 
entière ,  qui  traite  en  général  des  congruences  algébriques 
de  tous  les  degrés,  et  qui  se  trouve  souvent  citée.  Tout  cd^ 
foronerâ  fiusilement  un  Tblume  ^gal  à  oelui-ci,  qne  je  pq^ 
blierai  lorsque  .îes  .cîrGanstances  me  le  permettran^ 
'  Si,  dans  plofîeBrs  questions  difficiles,  j'ai  emplo^tedé** 
modStratiotiâ  synthétique^,  et  supprimé  l'analyse  qui 
ayait  conduit,  je  sois  déterminé  |N£r  le  désir  d^^sbtfgeri 
«tquel  je  devais  me  conformer  atitaat  quH  était  posriUIei . 

La  théorie  de  la  division  du  cercle,*  ou  des  polj^gosief 
i^gttliers  ,  qui  compose  la  •Section  VU^  n'appaclîaÉt  pas  par 
e/2s-772^me  à  l'  Arithmétique,  mais  «es  pfinc^eê  ne  peuwiè 
être  puisés  qup  dans  l^t&inétiqnè  trarisnendante,  'Ce 
sultat  |)ourra  sembler  aux  géomètres^  aussi  inattendu  que 
les  vérités  nouvelles  çui  en  dérivent,  et  qu'ils  vemmt,  j'ei 
père,  avec  pïsAsir. 

Telles  sont  les  choses  dont  f  ai  cru  devoir  prévenir  k  leo- 
teur.  Qiwt.à  l!Quvi'i^  hu-niêméi  il  ne. m'appartient  pas 
dé  le  'fÊ^\  ce  que  je  désir»  surtonti  c'est-  qu'y  plaise  ft  eeuià 
qui  a^intéressent  aux  progrès  des  sciences,  soit  en  ne  laissant 
plus  rien  k  donrer .suc  quelques  points  qui  mauquaient  jufr 
fû*à  présent,- soit  en  finjant  la  route  pour  d'autres  déçoit* 
yertei.  
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ARITHMÉTIQUES. 


SECTION  PREMIERE. 


De*  Nombres  congrus  en  général* 

■  •  -  •    •  ' 

t.  §1  on  nombre  a  divke  la  différence  des  nombres  b  et  ô,  Beto 
•ont  dits  congrus  suivant  a,  sinon  incongrus,  a  s'appellera  le  mo^ 
dale  i  ofaaomi  def  aombim  beto^  résidus  do  i'antw.diuM  le  pcemler 
cpSj  et  non  r^M&tf  dans  le  second.  .  ^/  - 

Lee  nombres  peuirent  être  poiitifi  on  n%Mift«  mab  entet. 
Qoânt  ari  inodule  il  idoU  éfidemment  être  pris  nNpinaunt^  e^eit-à<* 
t^/saw  anam  iigne. .  - 

Ainti— 9et-f«i6  wat  congrus  par  rappoiCan qiodnla  5>  — <7 
est  n^i^  de  i5  fier  rapport  an  module  ly  «  et  non  rdiindi  par 
nppoft  an  module  S. 

-  An  reafa  o  étant  diviiible  par  leni les  nonbuef»  ilê'enMit 
peut  regarder  tout  nombre  comnie  eoo|pni  ttree  Ini-même  per  rapr 
]pqrt  4  nn' inodule  queloonqnê» 

,  a.  Tout  lai  réiidni  d'un  aombn  donné aiuiTaiit  la  modale  mî 
sont  compris  dans  la  formule  a^km$  k  étant  un  entier,  iadé- 
tenainé.  I^t  pin»  fiuilat  des  piopoaitioBS  que  neiit  alloM  «i!peier 

A 
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penrenf  tant  peine  le  démontrer  por-li;  mais  diaeiiii  en  lentira  la 
vérité  an  premier  aspect. 

Nom  désigneront  cforinafantla  congrueneede  dea  nmnbree  par 
ce  lignes,  en  y  joignant,  lonqull  sera  néoessiire,  le  module 
renfermé  entre  parenlbèsee;  ainsi  — i6s9(mod.5}>  — 7[Si5 
(mod.ii)n. 

S**^KfoRiitt.  Sdieiit  m  lumèrM  kntkrê  iueeutift  a»  «4-i  » 
a-f^^  '  • .  •  a-f-m-^i  etunatOrelk,  wtdt9 premUn 9tm congru 
avec  A ,  suiifoni  le  module  m^etU  n*jr  en  aura  qi^un» 

En  e£&t,  ti        est  entier,  on  anra  a^A',  8*il  estfiraetionnalre; 

soit  k  le  nombre  entier,  immédiatement  plus  grand  ou  plus  petit, 
suivant  que  sera  positif  ou  négatif,  en  ne  £ûMnt  point  d'at- 
tention, au  signe,  A'{'km  tondaeranécessakement  éoin  a  et  a^m^ 
ce  sera  donc  te  nombre  cherché.  Or  il  est  évident  que  les  quotiens 

^'^\ir^*  ^*       compris  oitre ifc— «i  et  *Hh»  »  ^*>nc  on 
seul  d'entr'enx  pent  être  entier. 

4-  Il  suit  de  là  que  chaque  nombre  aura  un  résidu,  tant  dans  la 
luiteo,  t,  a,. .  .(/n — i),  que  tlans  celle-ci o, — », — a,. . . — (wi— i)j 

nons  les  appellerons  résidus  minima  ;  et  il  est  clair  qu'à  moins  qu& 
a  ne  soit  êésidu ,  il  y  ea-aaratônîeurt  deux,  l'un  positif,  l'antre  aé«* 

gatif.  S'ils  sont  inégaux,  l'un  d'eux  sera  <     s'ils  sont  égaux,  cba- 

*  "m* 

em  ûlmtm^  mm  «TOir  ^gttd  m        d'oii  il  tiiit  ^'«i  aeaJim 

quelconque  a  un  résidu  qnt  ne  surpasse  pas*  ta  oibitlé  dki  modale  y 
^qae^MÙe'appeHeiiMiêfféaida  mw/ww—  iaJiaofti>  ' 

Par  exemple     i3  suivant  le  module  5 ,  a  pour  résidu  nûnittiuTti 

(*)  Nous  avons  adopté  ce  signe  à  cause  de  la  grande  analogie  qui  existe  entre 
l'égalité  et  la  congruence.  C'est  pour  la  même  raison  que  Legendre ,  dans  de» 
mftBAiita  qaë  éi»iit«HroMiMjnv«it  oecMiAndvtitjbr,  a  employé  lb^«igtièinSaiM» 
légalité ,  pour  ^èti^pit^cm^n^^  v0tn;«iaBspsMiM«Mi«ni,fO«t^ 
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pQ^Uif  a  j  fjpàiSiA  en  même  temps  minimum  àhiolu ,  el  —5  pour  té  ■■ 
aida  miiumum  n^tif  -H  S,  snirant  le  module  7»  eit  Ini-mêine  loii 
tétîdu  m/AÂninn  potitif  ;  —  a  est  le  résida  miasmimt  négfttjf  et 
ea  mdnie  temps  le  minimum  absolu* 

5.  Des  notioiit  que  noni  Tenoni  d'étaUir»  nons  tiferom  d'abofd 
les  oonséqnénoes  sniTiirtes  : 

Les  nombres  qui  sont  congrus  mùfanl  Mm  module  eompoié^  Ifi 
sont  également  suivant  un  quelconque  dg  sst  ditfiseurs. 

Si  plusieurs  nombres  sont  congrus  à  un  même  suivant  le  même 
module  y  Us  seront  congrus  entre  eux  Çuit^ours  suùfont  le  ménue 

moiiule  ). 

On  doit  supposer  la  même  identité  de  module  dans  ce  qui  suit. 

Les  nombres  congrus  ont  les  mêmes  résidus  minima;  les  nom' 
ires  incongrus  les  ont  différens. 

6.  Si  les  nombres  A,  B,  C,  etc.i  a,  b,  c^etc,  sont  congrus 
chacun  à  chacun ,  c'est-à-dire ,  */  A  =  a,  B  =  b,  etc,  on  aura. . . 

A  -f-  B  -f-  C  -f  etc.  =  a  +  b  H-  c  -f-  etc. 

Si  ^  =  a,  on  a  aussi  ^  — £=a—* i^a  - 

7.  5/ A  =  a>  on  a  aussi  kAsluu  ' 

Si  k  est  positif,  ce  n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'artlde  pi^é« 
dent,  en  posant  A  =  JS  =  C,  etc.,  a=ss5sc,eto. 

Si  k  est  négatif,  —  A  Sera  positif;  doiifi*^ibf  5^  Aa,  et  par- 
tant A^—ihi,  '  *^ 

Si  Aîsa,  3&b,  ABsoB',  car  AS^  Ab^ba. 

8.  Si  les  nombres  A,B,Ct  ele.»  a,  b,  e,  etc.  sont  congrus  cha- 
cun  à  chacun ,  les  produits  ABC,  etc.,  et  ubo,  etc.  seront  congrus. 

Par  l'article  précédent,  <<^Sii^$par  lamémeraison^O^tfto, 
et  ainsi  de  suite. 

En  prenant  tons  les  nombiet  A^B,  C,  etc. ,  égaux  entr'enx^ 
ainsi  que  les  correspondans  a,b,c,  etc. ,  on  déduit  ce  théorème  : 
Si  A^a.  et  que  k  soit  entier  positif,  on  A*sa*. 

9.  Soit  X  une  fonction  de  l'indéterminée  x ,  de  cette  forme. . . . 
Ax^-f  Bx»-f  Cx%  f/c..  A,  B,  C,  étant  des  nombres  entiers 
quelconçi4es ,  a,  b,  c,  .ctç,  des  nombres  entiers  positifs.  Si  l'on 

À  * 
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dtmnâ  à  1  dei  vaUur*  cotigruês,  êuitfant  un  ùtrttàm  inodale,  l»f 

vaieun  réfuUaniâs  pour  X>  l»  ëtnmiamti, 

'  Soient  /et  ^  les  valeiin  congcnet  dè  x\  par  les  articles  précédent 
/•  =    et  Ag*  ~      ;  de  même  Bp  5  ^g*,  etc.  ;  donc 

-i- ^»  +  C/' +  etc.  = -4^ -H      4- +  etc. 

Au  reste  oo  consent  aisément  que  ce  théorbne  pent  s'étendre  à  des 
f<mctîoBS  de  plortenn  indéterminées* 

10.  Si  donc  on  substitue  &  ]a  place  de  x  fous  les  nomlms  entiers 
Gooséeutift,  et  que  l'on  éherclie  les  résidus  ndiùma  des  Valeurs  de 
ila  fermeront  une  suite  dans  laquelle,  aprfcs  un  intervalle  de  in  termes 
(m étant  le  module)  y  les  mêmes  termes  se  représenteront;  c*est-à-> 
dire  que  cette  suite  sera  fermée  d'une  période  de  m  termes  répétée, 
indéfiniment* 

Soit  parexemple  :  Xsat**— 8xH-6et  7n=s5»pourx=o,  i,  a,  5,efc. 
les  valeurs  de  X  donnent  pour  résidus  minima  positifs  :  i ,  4^  ^>  4« 
5,  1,4»  etc.,  où  les  cinq  pjemiers  i,  4>  4»  5  se  répèlent  in- 
définiment-, et  si  l'on  continue  la  série  en  sens  contraire,  c'est-à- 
dire  ,  si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  négatives  ,  la  même  période 
reparait  en  sens  inverse  j  d'où  il  suit  que  la  série  ne  renferme  pas 
d'autres  termes  que  ceux  qui  composent  la  période. 

1 1 ,  Donc  dans  cet  exemple ,  X  ne  peut  devenir  =  o ,  ni  =  a  , 
(oiod.  5) ,  et  encore  moins  =  o  ou  =  a  ,  d'où  il  suit  que  les  équations 
a;^_8x  +  6=o  et  a;' — 8x4-4=0  n'ont  point  de  racines  entières, 
et  parconséquent  point  de  racines  rationnelles*  On  voit  en  général 
que  lorsque  X  est  de  la  ferme  9c^'\»AM^*'{'Bar^'-^t!ic,-^N\ 
A,B,C,  etc.  étant  entiers  >  et  1»  entier  positif  «  l'équation  Xssto, 
(forme  à  bquelle  tente  équation  algébrique  pent  se  ramener)  n'aura 
aucune  racine  raUonnelle ,  s*il  arrive  que  pour  un  certain  module 
la  congruence  Xsonesoit  pa»  «atisfaite;  mais  ce  caractère  qui 
se  présente  ici  de  lui-même  ,  sera  développé  davantage  dans  la 
section  VIII.  On  peut  au  moins  se  former  par  cette  esquisse- une 
idée  de  l'utilité  de  nos  recherches. 

li.  Plusieurs  des  théorèmes  que  l'on  a  couttime  d'eiqposer  dans 
les  traités  d'aiitbméUque  ^  s'appoieat  sur  ceux  qua  nous  aTon»  pré* 
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tentjii  par  «nm^,  U  r%le  pour  reconnaitce  li  nu  aombfo  est  «li- 
vitible  par  9,  11,  ou  tout  autre  nombre.  Suivant  le  module  ^ 
toutes  les  puissances  de  10  sont  congrues  à  l'unité;  donc  si  le 
nombre  est  de  Ja  forme  rt-f-ioZ>-4- » 00c -f- 1000 r/-f- etc.,  il  aura, 
suivant  lemodule  9,  le  merac  résidu  minimum  que  a-f-ft-f-c-f-etc. 
Il  est  cPair  d'après  cela ,  que  si  l'on  ajoute  les  figures  du  nombre  > 
sans  avoir  égard  au  rang  qu'elles  occupent ,  la  sonune  que  l'on  ob- 
tiendra^ et  le  nombre  proposé  anroot  les  nêoes  résidus  nsMna)  si 
donc  ce  dernier  est  divisible  par  9,  la  soaune  des  diiffies  leaem 
•assi>  et  senlenient  dans  ce  cas.  Il  en  est  de  même  du  diviseur  S. 
Comme  suivant  le  modale  11,  ioo^+i>  on  aura  généralement 
io**=i,  io'*'*''  =  io= — 1,  etle  nombre  de  la  forme  a-f-io^-f-iooc 
4- etc. ,  aura  le  même  résidu  minimum  que  a  —  b-\-c —  etc.;  d'où 
dérive  sur>Ie-champ  la  règle  connue.  On  déduira  facilement  du 
même  principe  toutes  les  règles  semblables. 

Ce  qui  précède  donne  encore  la  raison  des  règles  que  l'on  prescrit 
Ordinairement  pour  la  vérification  des  opérations  arithmétiques  ; 
savoir,  lorsque  de  nombres  donnés  on  doit  en  déduire  d'autres  par 
addition  ,  soustraction  ,  multiplication  ou  élévation  aux  puis- 
mnoea»  On.n*a  qu'à  substitner  dans  les  opérations,  à  la  place 
des  nombies  donnés»  lesn  Màaê  rnUdma^  •nirantm.aodnfe 
quelconqoe  ((ndiaaisement  9  00 1 1 ,  parceqoe  dans  le  syafime  dé- 
cimal, comme  nont  Tenons  de  le  voir,  on  trouve  facilement  Ice 
résidus  relatifs  à  ces  modules  )  ;  les  nombres  résnltans  devront  être 
congrus  à  ceux  qu'on  déduirait. des  nombres  donnés^  sinon  il  / 
aurait  un  vice  dans  le  calcul.  *    '     .  * 

Mais  il  serait  superflu  de  nom  anêter  plus  long-tem^  tiv  cet  ré!» 
sultats  uès-connus  j  «inir  que  sur  oêm  du  mÊine  eenie* 
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SE CT  ION  SECONDE. 

JD^  ^  Congirumcfis  du  premier  d^gté. 


i3.  Thïorèiib.  Le  produit  de  deuy:  pombrçs  positifs  plus  pe- 
tits qu*.^nnàmlnr*Jfr1Sllderdatla4,  ne  peiaé^redivUijMEr  ce  nombre 
premier,  ,  :  '  *  • 

Soit  p  le  nombre  premier  et  a  <  ;^  et  >  o  j  je  dis  qu'on  ne  pourra 
itrouver  jMicuB  aoqibie  positif  6 ,  plus  petit  que  p  ,  ^ui  rende 

'  '  •      .  .      •  •     'a^=o  (module /r), 

*          i  .  ■  ■       ê  -  •    »  ■  •  t 

•  En  effi»t ,  sllpeue  y  m  avoir,  8upp«ionai|iM  anoiwif  Jginowbm 
3,  c,  ete,  tous  plus  petits  ^ue  p^,  emoite  ;qiir(iii  ail  o^so» 
«esta,  flta»  (■Mid.j»)»  foit  3  k,  fhw  clo  toM,  desort» 
•^*oan*e»  puitae  suppoMe  119  ploa  petfi^M  6»  on  aura  érideiiip 
flKitt6>i^<eVJii'S=:i>  on  aucait  ^s&sa <^  et  partant  ocm  dir 
Tiaible  par  p,Ovp  comme  nombre  premier  ne  peut  être  divisé  par  b, 
mais  tombera  entre  deux  multiples  de  h  y  mb  et  (  m-f-  ï  )  Soit 
p — mb^b' ,  b'  sera  positif  et  <  b.  Or  nous  avons  supposé  ab^Q 
i  mQ4./)j  on  aura  donc  mab=o-f  et  retranc^iant  de  apmOp 
éâ.^ma(pr~mb)  s^a^^o;^  donc  6' devrait  être  mîa  an  rang 
des  nombres  h,  e,  d,  ete.^  ei  serait  plus  petit'què  le  plus'  peOfc  de 
tons»  oe  qui  est  eontce  la  snppositioa» 

14.  Si  aucun  des  deux  nombres  a.  et  h  n'est  diifisible  par  un 
nombre  premier  p ,  le  prodiât  ah  ne  ie  sera  pas  non  plus. 

Soient  et  et  ;S  les  résidus  mînima  positif:*  des  nombres  aetb ,  sui- 
vant le  module  p ,  aucun  d'eux  ne  sera  nul  par  hypothèse.  Or  si 
Ton  avait  ab~o,  comme  ab^a.^t  on  aurait  «/3so,  ce  qui  serait 
contraire  au  théorème  précédent. 
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La  démonstration  de  ce  théorème  a  déjà  été  donnée  parEuclide, 
El.  vu ,  Sa.  Nous  n'avons  pas  cependant  voulu  l'omettre,  tant  parce- 
que  plusieurs  auteurs  modernes  ont  présenté  des  raisonnemens  vagues 
au  lieu  de  démonstration  >  ou  bien  ont  négligé  co  théorfane  j  que 
dan»lebafcde&ifeiairàzMmff#  par  e«  cm  Irfel-tiniplo,  lltepritde 
la  méthode  que  nous  applfqiaaROBS  par  la  tolte  à  àm  poinie  hkn 

i5k  Slmemtâùê  mmàrsê  a^b'/e^  d»  eiû»  n'eaf  «BtfiêibU  par 
ienomèneprmàtr^pJêprodtÊHiàmi,  été»  ngitMmpa$nam  fhu. 

Soi^ant  iWlale  piépéjeat,  ah  nM  pas  dirisiUe  par  dane  il. 
en  ett  de  mftme  ile  ttddi  et  a&a^  de-t^* 

•TBdoftàn.  Vm nombrû  ûompoêé  ne  ftmtxëejétcmin  qué 
ttum  ftfiifa  wMWiWnr»  ai faemmra  fnmien,  ■ 

n  est  évident  par  kt  éJéaMat^  que  l'on  peut  foujourt-  déciiiH 
poser  na  ikMnbre  qtielcooqne  en  facteurs  premiers  ;  mais  on 
suppose  k  tort  tacitement  que  cette  décomposition  ne  ^oit  pot* 
sible  que  d'une  manièreu  Imaginons  qu'un  nombre  composé  a 

etc.,  àf  h,  été.' étant  des  nombres  preraieri 
indgaui,  soit  encore  décomposable  d'une  autre  manière  en  fac- 
teurs premiers.  Il  est  d'abord  manifeste  que  dans  ce  second 
sjrstème  de  facteurs  il  ne  peut  entrer  d'autres  nombres  premiers 
que  a,byCy  etc. ,  puisque  quelqu' autre  que  ce  fut  ne  pourrait  di-^ 
Tiieir  A,  q(ul  est  composé  despremïérs.T)è  lôême  aacnn  des  nombres 
premiers  a,  b,  c,  etc.  ne  peut  y  manquer  >  car  aans'cëlà  il  ne  divise- 
fldt  pas  jâ^tk*  t5};  la  différence  ne  peut  donc  porter  que  sur  lei 
ezposans.  ,Or  toit  un  nombre  premier  p,  qui  ait  dans  l'un  des  sys- 
tèmes  l'exposant  w»,  et  dans  l'aiitre  l'exposant  n,  m  étant  >  /i  :  di- 
visons de  part  et  d'autre  par  p* .  p  restera  dans  l'on  afiècté  de  l'ex* 

posant  m^n ,  et  disparaîtra  de  l'antie,  dflac ^  p0wrfel*ie  déeeai- 

poser  de  dem  manières,  dans  l'une  desquelles /yn^atremit  pas,  tan» 
dis  >|n*fl<esl|Baiiildwl!aiittB  #  «e  <|ni  ast'tenice  on  tpa  mua  crooa 
d&noalipé*      ,,,,  ^  n  ;  »    .  "  •  ' .  I.  '*  *  f."  ■*  r  • 

17*  Si  dodcrle  nolnbDeJd^nstri(^t^Mkiitde^9;  Cgl^été,,  fl  eVn« 
?nlt  qne  les  oohibres  ByC,  D\  jpekimt'  av0ir  de  facteurs 

premiers  différens  de  ceux  de  ^«  et  que  èbècsasà,  de  oes^MfavM  doit 
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se  trouver  autant  de  fois  dans  les  nombres  B,  C ,  D ,  etci  pris  en- 
semble, que  dans  On- déduit  de  là  le  caractère  pour  reconnaître 
ti  le  nombce  B  divise  on  non  un  autre  nombra  B  le  divisera  8*ii 
np  eontient  aucun  fiioteor  pnnier'  étranger  &  A",  ni'  «ucube  puis-- 
tance  pins  giandé  d'un  des  factenn  premiart  de  Si  une*  de  cet* 
conditions  manque ,  B  ne  divisera  p«s\^.  ^  :  : . 
A  l'aide  du  calcul  des  combinaisons  »  on  Tena  4^if^tnflnf  que  si . .  »• 

jiaBta*  (P"  etc,  a,h,c,  etc.  étant conuM  oMeMaS'  des nom- 
bvBS  pvniin  différens ,  le  nombre  des  diviseurs  diffétens  do  jif  es 
y.cnwpriinint  i  el^ ,  est  (  »^ i  )         )  Ç > H- 1  )  etc>  • 

s8.  Sidone^assa*  ^  etc,  K:skk*tm^.  ete*>  et  si  ixm 
ksfactenrsa,  b,  c,  etc.  diffèrentdes factenn ï^l,  »i^eto.>Jf  et 
K  n'auront  d*atttte  diviseur  compumque   on  bien  ssvont  pieaiiert 

eotr'euK. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  entre  plusieurs  nombres  donnés 

•  A.,  B,  C,  etc.  se  trouve  de  la  manière  suivante  :  On  décomposa 
IjBS  nombres  en  Acteurs  premiers ,  et  l'on  prend  ceux  qui  sont,  com- 
muns à  tous  les  nombns  A,B,  Ç,  etc.  (  s'il  n'^  en  avait'  pas..de 
tels,  les  nombres  donnés  n'auraient  pas  de  commun  diviseur  }  }  àhn 
qn  remarque  quels  sont  les  eiposans  de  ces  facteurs,  dans  cbacnn 
des  nombres^,  B ,  C,  etc.-,  on  donne  à  chaque  facteur  le  plu» pe», 
tit  des  exposans  qu'il  a  dans  A,  B ,  C ,  etc.,  et  l'on  compose  un  pro- 
duit des  puissances  qui  eu  r^^i^te^t^  ce  sera  le  plus  graad  cqmniiuiv 
diviseur  cherché. 

Si  l'on  cherchait  au  contraire  le  plus  petit  nemb^e  divisible  à«la« 
fois,  par  les  nombres^,  B,  <7,  etc.,  on  prendrait,  tmis  les  noinbrei| 
premiers  ^lii  diviseraient  quelqu'un  des  nombres  A  g  Bp  Cffito» 
et  on  donnerait  à  chacun  d>nx  le  pl^s  kaiot.  eipôsant  q^il.  i^t  dans 
Ibs  nombres  A,B,  C ,  etc»  tjB  j^oduit  de  toutes  oês  ^nîsspwt 

serait  le  noÉnbre  cbercM.'    '  '  • " 

,         .  Çoient,  par  exenaple. 

Pour  trouver  le  plus  grand  diviseur  commua  >  on  a  le^  facteurs 
premiers  a  et    qdl  doivent  être  affectés  des  exposa&ls  5  et  3 ,  d'où  il. 
vient    .  3*3p73.  Quant  au  pluSLpstit  nombie  divisibie  paT.^^»^ 
aseraaS3/.5^7;ic6p4Ô^^       V  .  . 

•  ^  .    ^  Nom 
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•  Koni  6iiieiio!it  les  démonstrations  k  ca^se  de  leur  fiusilité  ;  d'aiU 

leurs  on  sait  par  les  ëlémens  comment  on  résout  ces  problêmes, 
quand  les  nombres  A,B,  C,  etc.  ne  $ont  point  donnés  tout  dé- 
composés en  facteurs. 

19.  5^'  /es  nombres  a,  b,c^  etc.  soni  premiers  a^ec  k,  leur 
produit  l*esl  aussi. 

£n  effet,  puisqu'aucun  des  nombres  a,  c>  etc.  n'a  de  fao*' 
teon  [weiiiiert  commoiu  avec  k,et  que  le  produit  de  oes  nomlxes 
ne  peut  avoir  de  focteara  premiers  qui  n'appartieonoit  à  quelqu'un 
d'entr'raxyoe  produit  n'aura  nou  plut  aucun  focteurprendor  commun 
avec  k. 

Si  les  nombres  a,  b ,  c  ,  etc.  sont  premiers  enir^eux ,  et  que  k 
soit  divisible  par  chacun  d'eux ,  il  le  sera  aussi  par  leur  produit, 

C'estune  suite  des  n'**  17  et  18.  Soit  enefTet  p  un  di?itenr  premier 
quelconque  du  produit  a  be  etc.  et  qu'il  ait  l'exposant  ir  j  quelqu'un 

des  nombres  apb,e,  etc.  tara  divisible  par  p^,  parconséquentit* 

qui  est  divisible  par  ce  nombre  «  le  sera  aussi  par  p^  :  il  en  sera  de 
même  des  autres  diviseuis  du  produit. 

Donc»  M  deux  nombres  m,n  wnt  congrus  suivant  plusieurs 
modules  A,h,c,  etc.  premiers  enif*etix,  ils  le  seront  aussi  sui^ 
i^ant  leur  produit.  En  effet,  puisque  m— n  est  divisible  par  eha« 
cun  des  nombres  a,  à,  c,  etc.,  il  le  sera  aussi  par  leur  produit. 

Enfin  ,  si  a  est  premier  apec  h  ,  et  que  ak  soit  divisible  par  b  , 
k  sera  aussi  divisible  par  b.  En  effet,  puisque  ak  est  divisible  par 

a  et  par  6  ,  ii  le  sera  par  leur  pioduit  j  donc  ^  ==^  sera  un  entier. 

âo.  Quand Asss  c  ç/r.  (  a  j  b ,  c  ,  etc.  e'tant  des  nombres 
premiersin^aux),estunepuissance  parfaite ,  par  exemple,  quand 
Aï=kS  tous. les  exppsàns  *t,.0^y,  ptc,  sont  divisibles  par 

£a  effet,,  le  nombzjp  k  n'est  pas  divisible  par  d'antres  nombres 
premiers  que  a,  b,.c,  etc  >  soit  «'  l'exposant  de  a  dans  k,  dans  ce 

sera  »«' j  donc  n*'s^«  et  ^  est  «m  entier.  On  démontrera  de  même 

«'  T  '  ®*°*  ^^^^       nombres  entiers.     '  \      ,  '  . 

a>*  Quand^th,  e,etc,  sont  premiers  &ttr*ettx,  et  çue  /eproduit 

B  - 
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abc  elc,  est  une  puissance  parfaiu  k"  ,  ohaquê  nombre  a,  b>  e » 
etc.  est  une  puissance  semblab/e» 

Soit  a  =  l^m^j^  etc. ,  /,  m,pt  etc.  étant  des  nombres  premiers  dif» 
fiSrens^donC  aucun  par  hjrpothèM  ne  divise  les  nombres  b^c,  etc.^ 

puitqùeleprodoita^c  etc.  est  divisible  par etc. f  on  te  eoa* 
Taincra,  comiiie  dans  l'article  précédent,  qne  ^#|»»1r,  ete«  tout 

AvkiMetpar  »,  et  partânt  que  v^aetteatier*  Il  ea  lera  de  mflno 
^ooÊ  hf'ûf  elo« 

Après  cet  notions  nécessaires  rar  tes  nombres  premiers ,  nont 
allons  nous  occuper  de  ce  qui  peut  nom  eonduive  plot  directe- 
ment  à  notre  but, 

aa*  Sile»  nombre»  a  el  b  tUvisibiea  par  k  joitf  eongpw  ^uttMuUie 

module  m  premier  av$c  ic ,  ^     ^  sont  congrus  siuvant  le  m£mê 

module. 

£n  effet  a— ^est  évidemment  divisible  par  A:,  et, suivant l'hjT* 
pothète,  par  m  ;  doné  sera  divisible  pu  »  (  19) ,  c'eit-Miro  » 
que         (mod.  Ifs). 

Mais  si,  tontes  choses  d'ailleurs  égales,  m  et  k  oaftuidivi* 
leur  oonuBon  e,  on  anm  |s  ^ ^mod.^^;  car  ^  et sont  pcemien 
entr'cux  j  mais  a — b  est  divisible  par  k  et  par  m  ;  donc  est  di- 
visible par^et  par  j,  et  par  conséquent  par-^>  c'ett^'^ire  <pie*j^^ 
est  divisible  par ^ ,  ou  que  | = |  ^mod. 

a5.  Si  a  est  premier  apec  m,  que  e  et  î  soient  des  nombres  in^ 
congrus  suivant  le  module  m,  ne  et  af  seront  aussi  incongrus. 

Cette  proposition  est  l'inverse  de  celle  du  n®  précédent. 

Il  est  évident  d'après  cela,  que  si  l'on  multiplie  a  partons  les 
nombres  entiers,  depuis  0  jusqu'à  i^—i ,  et  qu'on  cherche  les  restes 
minima  des  produits,  suivant  le  module  m,,  ils  sefont  tous  inégaux  > 
mais  le  nombre  de  ces  résidus  est  m,  et  comme  aucun  d'eux 
■*est>Jif,i]ssetroaTOQBttootd«ntlatéilo  depoifofnsqu'àjis. 
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94.  L'exprMskni  as-i-b,  a  et  &  étant  des  nombrat  doonéf  et  « 

VB  nombre  indéterminé  <m  ▼ariable ,  peut  derenir  eongrae  k  vit 

norriDre  donné  quelconque  ,  suivant  le  module  m  ,  premier  avec  a. 
Soit  c  le  nombre  auquel  l'expression  ax-\-b  doit  être  congrue  ,  et  e 
le  résidu  minimum  positif  de  c —  b.  Par  le  n"  précédent  ou  trouvera 
nécessairement  une  valeur  de  <  w,  telle  que  le  résidu  minimum 
du  produit  ax,  suivant  le  module  m»  soit  tft  STomnoBi  p  oette 
leur,  on  aura  éf^sê^sC— 3$  donc  aif-^bmci{^noA» m). 

35.  Noos  appeloiM  oongruenoê  l'eiprewien  de  dans  qwafilda 
congrues  «  à  l'initardfliéqaatîoiitj  tl  elle  renfisrme  uie  Isoonnae, 
la  foudre,  <^eft  troiiTer  pour  eette  inconnue  une  Talenr  qnl  ta^ 
tisfasse  à  la  congmenee,  c'est-à-dire  Jji  racine  de  cette  congruence. 
On  conçoit  par  là  ce  que  c'est  qu'une  congruence  résoluble ,  et  une 
congruence  irrésoluhle.  On  voit  enfin  que  nous  emploi  erons  les 
mêmes  dlstiac tiens  qui  ont  lieu  dans  les  équations.  Nous  verrons 
plus  bas  des  exemples  de  congruences  transcendantes*  Quant  au^ 
coogruences  algébriques ,  elles  se  diriseot  selon  H  plus  haute  pni^ 
sanoe  defiocQuaite  $  en  ooog^oences  du  premier,  du  secônd  degr^ 
Me.  On  peut  même  proposer  plnsiears  congruences  qui  reniTerqient 
plusieurs  încommes^  et  de  réiimination  desquelles  nous  traiterons. 

36.  La  congruence  du  pr0nûar  degré  ax^^b^AM  résout  ton- 
jours  par  le  n"  34  >  quand  le  module  est  premier  avec  a  ;  et  si  v  est 
la  valeur  convenable  de  x,  ou  la  racine  de  la  congruence,  il  est 
évident  que  tous  les  nombres  congrus  k  v  ,  suivant  le  modale  de  la 
congruence,  seront  aussi  des  racines  (n°  9^.  Il  n'est  pas  moins  évi- 
dent que  toutes  les  racines  doivent  être  congrues  à  p  :  en  effet,  si  t 
est  me  autre  radne,on  aura<iP+^=<'^+^}  donc  aif^at,  et  par» 
tant  vmt.  On  pentoondare  deUquejaooiigrneoce  x^if  {iQad.m)  » 
doone  la  x^Mvtàpu  complet»  de  la  coiigniaoee  sx-^bm^^m 

Conmaa  lee  vésoliillons  de  la  congrneoce  par  les  valeurs  dexcon- 
geneskif,  se  présentent  d'elles-mêmes,  et  que  sous  cët  aspect  les 
nombres  congrus  doivent  être  considérés  comme  éqnivalens,  nous 
regarderons  ces  solutions  comme  une  seule  et  même.  C'est  pourquoi 
nous  dirons  que  la  congruence  ax  -\-  b  ~  c ,  qui  n'en  admet  pas 
^HmtreSy  ne  peut  être  résolue  que  d'une  seule  manière  ou  u'^ 

qu'une  seule  racine*  Ainsi 9  par  eiemple ,  la  congruence  »... 

^+5s  iS  (  inod.  II),  n'admet  pas  d'anfiet  raielnes  que  celles  qui 

Ba 
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8ont  =  5  (  mod.  ii  ).  La  même  chose  n'a  pas  lieu  dans  les  con- 
gruences  des  degrés  supérieurs,  et  daos  celles  du  premier  degré  où 
le  coefHcient  de  l'inconnue  n*est  pas  premier  avec  le  modale. 

ay.  Il  nous  reste  à  donner  quelques  détails  sur  la  manière  de  ré- 
soudre ces  congruences.  Observons  d'abord  que  la  congruence  

-j-t^u,  dans  laquelle  le  moduleest  supposé  premier  ayeca ,  dé- 
pend de  oelle-ci,  <m;=±i.  En  effet ,  si  x=r  tatis&it  à  ceUe^i^ 
dpsdsr  {n— f  )  satisfera  à  la  premiire;  mais  en  désignant  le  mo- 
dale par  b,  la  congroence  ax=db  i  équivaut  à  Véquation  indéter- 
minée aorssZ'^zb  X  ,  dont  la  solution  est  connue  ;  aoisi  noos  nont 
contenterons  de  donner  ici  l'idgoritbme  du  calcnl. 

si  les  quantités  A,B,  C,  etc.  dépendent  de  et,  jS,  etc.  de 
mani&re  qu'on  ait^m,  BssjB^+i  >  C^yB-{-A,  D=<fC+B, 
etc.  jnouslesreprésenterons  pour  abréger, par  >^=[a]  ,i5=  [et, 
6'=[a, /S,>],Z)=[a,  iS,  ^, etc  (*).  Soit  maintenant  l'équa- 
tion (ix=bydt:i ,  où  a  et  b  sont  positifs.  Suj^osons  ,  ce  qui  e^t 
permis ,  que  a  n'est  pas  <  ù.  Alors  en  opérant  comme  le  USt 
ordinairement  pour  la  lechercbe  du  plus  grand  diTisenr  common^ 
on  finroiera  par  la  division  les  équation» 
*  ...  ••• 

asstab'-f^,  bsss^c-^d,  cssyd-^ef  etc. 

dans  lesqudjeu  « ,  /3 ,  >  ,  «le. ,  sont  entiers  et  positifi  :  et 
If,  c,  d,  etc,  yont  en  dimlBnmit  continuellement  J««qn^  œ  qu'on 


.  (♦)  On  peut  emâàkn  eetl«  nlation  de  quantités  dune  manière  plus  géné- 
rale ,  ainsi  que  nous  pourrons  le  faire  dans  une  autre  occasion.  Nous  ajouterons 

^ienlement  ici  deux  proposition»  qui  trouvent  leur  appUcaticm  dàna  i«  cpiestion  >rf- 
itate,  «Toir: 

où  l'on  prendra  le  signe  supérieur  JonÇ» le »on»bred«»^lumtilét.f  ,tf,  >. .  .A, 
'sera  paÛTf  tt  le  ÛfSPit  inférieur  dans  le  cas  contraire. 

a».  On  peut  renverser  l'ordre  des  quantités  *,  C ,  y ,  etc.^  déporte  que  ....... .  » 

[*, C, /*3  =  C//, A,       f,*3-  ....-M 

Nous  supprimons  ici  les  déoaoïutrations  qmi  n'offreut  aocuae  difficnM»  ^  .  '    •  > 
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parvienne  à  7ra=/A«+i  ;  ce  qui  doit  toujours  àrriver.  H  en. 
résultera  (Z=[vi,)X.  ,  /3,  *];  Z»=[7i, /*. . .  .j^,  j8]  j  et  si  l'on'. 
|»renda;=[u,. .  .y,     ,  .  .y,  fi,  a],  onauraMrss^jr-f-i, . 

quand  Je  nombre  des  lettres  tÊ.,^,y*»  n  est  pair,  éb  axzssfy'^  t  ^ 
quand  il  est  impair. 

a8.  Euler  est  le  premier  qui  ait  donné  la  résolution  de  ces  équa- 
tions (  Comment,  de  Peiersb.  T.  VIT  y  p.  46).  La  méthode  qu'il 
a  employée  consiste  à  substituer  d'autres  inconnues  à  la  place  de  .r' 
et  de  y  f  elle  est  d'ailleurs  assez  connue.  Tnigrange   a  trailé  Ic^ 
problême  d'une  manière  un  peu  difforeute.  11  observe  qiie  si  l'ou^ 

séduit  la  fraction  j  en  fraction  continue 


•       ■         .           .  .      '  •  •.  •  :• 

■  ■  « 

1 

>+.etc.                            •    .  •     .  . 

+ *                                                     •      •  ♦  « 


et  qu'aprè8ayoireâacésft4«rnière  partie  ^«  on  la  ramène  k  o'pélrao^ 


tioa  ocdinairer^»  on  au^à  dxssdf^'i,AÀ.çeMe  ki  dem  wriftiuiltn 

conduisrat  au  mèmë  algorithme.  Les'  lecheiches  de  Lagronge  se> 
tnenrat  ^m)tmUlU>irc  de^  t  Académie  de  "Beriin  ,  €mnée  1767, 
pag.  175,  et avee  d'antres»  dans heAddUim^tà'PAlgèhred^JMer* 
'  'Lt-otmgtmiBnèe  ax-^i—u ,  dauS'laqnMe  fé  module-n'est  pt^ 
premier  avec  a ,  se  ramène  facilement  An  cas  pnSoMent.  Soit'm  le! 
module  et  le  plus  grand  diviseur  commun  entre  à  et  m  ;  il  est' 
clair  d'abord  que  toute  valeur  de  a:  qui  satisfera  à  la  congmence  ,• 
smvant  le  module  m  >  y  satisfera  aussi  suivant  le  module  J  (  n"  5  ), 
Mais  puisque  divise  a ,  on  a  toujours  ax  —  o  (  mod.  «T  )  ;  donc  on 
doit  avoir  t=u  (  mod*  /  ) ,  ou  i-^u  divisible  par  <r ,  pour  que  la- 
congraiBiiQe.aoit  résoln)»Ic^        1  . 

'  Posons  dono  asàj'e,  masJf,  t^U^J'ii  4  et / setod^pw-^ 
miers  entr'eux,  et  la  eoogmeaoe  proposée  i'ex^^k^o(mQA,Jf), 
équivaudra  à  celle-ci,  <rx-f-*so  (mbd./);  c'esl-à-dire,qae tonte 
valeur  de  j:  qui  satisfera  à  la  seconde ,  satisfera  aussi  à  la  première, 
eivice  versâ.  En  effet,  ex-\-k  sera  divisible  par/,  quand  «r<?ji>f-<rÂr  ie 
serA  par  cT/;  et  réciproq|uement<MaisAou8;ayQoS£ésolu  laeoogcuenco 
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ex-'\4c=o  (  mod.  /)  •,  il  suit  de  là  que  si  v  est  une  dci  Taleiiri  de 
la  coagruence  x=tf  (  moà»/)  ,  donne  ]a.réM>lutioa  complète  de  la 
proposéo»  ... 

!(o.  Quand  le  module  est  composé ,  il  est  toujours  avautagem 
d'emplojer  la  méthode  snivante  : 

Soit  le  vaodalç  =  mn ,  et  la  congruence  proposée  aa:~b.  Eësol* 
▼ons  d'abord  |à  congruerice  sniTaot  U  inodule  m ,  et  anpposoot. 

qu'elle  soit  satisfaite  si        ^>  ^mod.  -y^  ;  <f  étant  le  plus  grand 

commun  diviseur  des  nombres  m  et  a.  Or  il  est  évident  que  toute 
valeur  de  x  qui  satisfera  à  la  congruence  ax^h  mod.  vin  ) ,  sa- 
tisfera aussi  à  la  congruence  ax=b{mod.  m),  et  que  partant  elle  sera 

comprise  dans  la  formule  «'-f-j-^»  ^  désignant  un  nombre  indéter- 
miné. La  léciproque  de  cette  |wopoiitienn*eit  pas  Tiaieja:"  doit  donc 
être  détemUné  de  manière  &  rendra  l'-f-y  ^9  nuine  delà  congruence 

axm^b  (  mod,  mn  ),  oa  a^a  donc  -y-  +  c*/  ~  ^  (  mod.  mn  ) 
«n|afB^ Cmod.}i).  Ilsiiit^  là  ipie  U sésalntk»  d'oM «00*^: 

gpieBce  quelconque  du  prenier  ésgiép  mirant  le  Modale peofr 
se  fWMf**^  à  celle  de  deia  eoB^neocte  ,  toivant  les  mednles  metiu 
On  voit  facilement  que  si  n  eat  lui  «même  le  produit  de  deux 
fiicteurs,  la  solution  de  U  congruence,  suivant  le  module  n ,  dé- 
pend de  la  solution  de  deux  congruences  dont  ces  facteurs  sont  les 
modules;  et  généralement,  que  la  résolution  d'une  congruence  sui- 
vant un  module  composé  quelconque  ,  dépend  de  la  résolution 
d'antr4»s  congruences 4  dont  les  modules  sont  ies  fiM^tnrt  d»  pre- 
mier. Cm  moditlef  piswreBt  être  eboisif  da  puurièi»  à  êln  des  nom* 
bfles  pieimen#  ii-4tt  W  troOTB  pb»  cooiiiiode. 

Soit  par  exemple  la  congruence  igx—i(  mod.  i4*)î  si  on  la  ré» 
teuidfabeidtnimtfe  medal»d,onanraa;^t  (aMd.a);eB&iéant 

4;8Bsi4*ay»  il  ▼ididra  SSy 35  —  («wd. x4d )  oui^s^g 
(mm). 70).  Si  l'on  résout  celle-ci  encore  suIvabI  le  module  a,  00 
ftWfa*'si(n»d.a),etenposantar'c=5i-f-a.x',  00  aura  ZSjf^-^aB 
(mod. 70)  ou  i^'œ— i4(mod.35).  Cette<jongruence  résolue  suivant 
leinflils^â»  donne  a^SB4(°ux^  5);  prenaai|4;^q3:44'^*'  il  vient 
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^5jt»^i— y  ( mod.  35)oui^'^— •i8(mod.7),  qui  donne  J;*s4 
(  mod.  7  ),  d'où  x'=:2-^'jx".  Or  en  remontant  k  14  Tftlenr  de 
on  tronvie  x^Sg'^i^Jc"^  donc  ;k  sSq. 

Si.  De  la  même  dumière  que  la  racine  de  l'équationouraB^, 

t'eiprime  par     sons  désignerons  par  >  la  racine  d'une  coograenee 

éuesià,  en  j}oignanlle  module  pour  la  spécifier.  Ainsi  ^  (mod.  12) 
xepiésentn  na  Bomiivaqveleonqne  ^ilesta  ti  (  mod.  ta  ),  etqvi, 
par  analogie ,  pent s'exprimer  par  ^  C  ""'à,  la  ). 

lisait  de  là  généralement  que  le  ^mbole  ^  (  mod.  c  )  ne  signifie 

rien  de  réel ,  ou  si  Ton  aime  mieoZj  est  une  exfwession  imaginaire  » 
ai  a  et  c  ont  un  divisenr  commun  qui  ne  divise  pas  b  ;  mais  ,  ce  cas 

meepié ,  l'eiptesdon  i  (  mod.  ^  )  a  toofoon  daa  valeun  léelles  ^  el 

en  a  mêoM mie  infinité  :  ellea  aeront  fontes  coograea  aatrant  c,ûo 

est  premier  avec  a  et  suivant  ^  quand  /  est  le  plus  grand  commun 

diviseur  de  a  et  de  c. 

Ces  expressions  se  calculent  presque  de  même  que  les  fractions 
ordinaires  ,  et  voiai  quelques  propriétés  qui  se  déduisent  facilement 
de  ce  qu'on  a  va. 

1%  Si  asa,  ^=j3suiTaotle  module  o,  iesexpresaions^(mod.c}^ 

a 

I  (  mod.  0  )  aant  éqttiTâlmites. 

a*.  ^  (  mod.  aJ^  )  al  I  (  mod.  û  )  sont  éqniTalenfet. 

'  S%2j(C»mI*  ^)  ^  s  (mod.  c) ^  sont  éqnivalentei  quand  k  Ht 
premier  ayei^. 

Nonsponrrions  râp^jj^r  plusieurs  propoaitiont  lemUaUaa  $  maia 
eoBUie  ellea.  n*jbt  aunse  diÎBicnlté  ,  et  qa'ellesaont  iqn^Mppur  e$ 
qui  auiTra»  nous  paaseK^na  à  antre  obpse. 

Sa.  On  peut  fiu^ement^  au>BU»7ende  ce  qui  précède  >  trouver 
tmts  Jet  nombres  qui  ont  des  résUÛts  donnés,  suivant  des  modules 
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Quelconques  problème  qui  sera  d'un  fréquent  usage  dans  la  suite; 
Soient  d'abord  deux  modules,  A,B,  suivant  lesque-s  le  tiombre 
chercbé  z  doit  être  congru  aux  nombres  a  et  h.  Toutes  les  valeurs 
de  z  sont  nécessairement  renfermées  dans  la  formule  Ax-\-ay  où  x 
est  indéterminé ,  mais  tel  que  Ax  -f-  a  =  ^  (  mod.  B')t  desort e  quo 
di    est  le  pins  gran<i  dirisear  commnn  de  ^  et  de  i7  »  la  résolution 

complète  de  cette  congruence  prendra  cette  forme  x~v  ^mod.-j-^, 

A'  fi 

ou  G«  qui  levieot  an  même«  «ssir*(-  -j-fK  étant  nnnombre  entier 
indéterminé  j  donc  la  formule  ii4-'<^^+ — renferme  tontesiés  Ta- 


lents ûé  Zf  ce  qni  repient  k  z^a-^AifÇ^  mod.        S'il  7  avait 

un  troiâfcnie  module  suivant  lequd  le  nombre  cherché  d6f 
'être*^  c^  on  suivrait  la  même  marche  ,  après  avoir  réuni  les  deux 
.frçanièc^s  «MuiditioBS  en  nne  ienle»  Ainsi  soit  i  le  plus  grand  com* 

•VBgÊH.  «^Unseor  des  nonbm  -j-  et  C,  on  obtiendra  la  coÉgnsence. . 

é^X'^a  +  Av  —  o  (mod.  C)  ,  qui  sera^^^lue^^r  une  con- 
gFuence  de  la  forme  x^w  (mod.  j),  et  le^m  par  la  congruence 

jfS^é^^^a-^-Ap (mod.  ^^^) i  ou  procéderaitdémdmè,  quelqoë 

*  '  '    AB  ABC 
fi&t  le  nombre  des  modules^  Il  convient  d'observer  que  -f  et  --ir-; 

sontrespeetivemeot  les  pins  petits  nombres  divisibles  à-Ia-fois  pap 
^etiî,  ou  par  v^/,  i?  et  C,  et  l'on  en  conclut fiioilcment, quel  que 
soit  le  nombre  des  modules^, -S,  C,  etc.,  que  si  Ton  représente 
par  M  le  plus  petit  nombre  divisible  par  chacun  d'eux  ,  on  aura  la 
résolution  complète ,  en  prenant  z=r  (  mod.  M).  Au  reste,  si  l'une 
des  congiueuces  n'est  pas  résoluble ,  il  fauten  cppclure  que  Iç  pro- 
blème est  impossible  -,  mais  il  est 'évident  que  cela  ne  peut  arriver  si 
les  nombres  ^,  S,  C\  etc.  sont premien OQtr'eux. 

Soient  par  exemple  w^s5o4«  5==55;CŒi5/flç=si7,  4==— :4# 
V=33j  ici  les  deox  conditions  que  XS17  (  iriod.  5<i4),  et=T--^ 
(  mod.  35  )  ,  se  réduisent  &  une  seule  2's  5ai  (  mod.  aSao  )  >  qui , 
|oipte>  la  troisième  as3^  (mo«).  16.;,  dooiîera  en^  t^3o4i 
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55.  Quand  fous  le»  nombre»  C,  etc.  «ont  pretniers  entre 

eux,  leur  produit  est  le  pliis  petit  nombre  divisible  p«r  ebftcun  d'eux; 
«4  dans  ce  cas  Uett  Mà'haAqfiÊ  tmitei  l0ioiiB||^ilMleiii'jl^<l  (inod .  A^, 
zsi  (mbd.  3}p  tita^  «e  laiÉkiwort  à  OM  mkB»  (ittbd.-  R)  qui 
lenr  équiraudia  9  R  étantle  pmdnit  des  waianê  ApM^  C,  été.  : 
fl  nut  de  là  réciproquement  qu'une  seule  oeoditiaitf  xs^  (mod.  K) 
peot  être  décomposée  eo  plusieurs  zsr  (mod.^)  ,  z^r  (mod.  By^ 
z^r  (mod.  C),  etc.  si  A^B,  C,  etc.  sont  les  diflférenî  facteurs 
premiers  entr'eux  qiû  composent  R,  Cette  observation  nous  donné 
non- seulement  le  raojen  de  découvrir  l'impossibilité  lorsqa'elle- 
existe  ,  mais  encore  une  méthode  plus  commode  et  plus  élégante 
pour  «^éteriiiiner  les  radnes. 

45.  Soient  comme  ci-dessus  les  conditions  x  ^  a  (  mod.  ^  )  , 
zs^(Mod.  B^yX^c^taoà,  C),  etc.  On  résoudra  tous  les  modules  en  ' 
facteurs  premiers  entr'eux^  A  en  A'^j^  etc.  ;  B  en  BB'ff  etc.  \ 
de  manière  que  les  nombres      A^ ,  etc. ,      ^ ,  ete.  soient  pie- 
niieM'  on  piussinoeedb  nulnlMHf  ^WNMMi^  lÉ  Fnli  dés  ûôMÂîtet 
utf»  B|  éVele.  Ml  piemîei  lofr-lflinfi»  o«  fiàmtitié  d'an  rfoniin 
fkenuer ,  il  n'y  asiralt,  pour  hii,  âkicvtMrdéiQMIikMilidn  1  frire.  K\tftiî 
ce  qui  précède  fait  voir  que  l'on  pen% ,  âuk  doildtlions  données  « 
substituer  les  suivantes  z^a{  aaod.  A'  ),  t  =  a(  mod.  A"),  z=a 
(  mod.  yf),  etc.j  x^b(  mod.  B'  ) ,  t^b  (mod.        etc.,  efc; 
Or, à  moins  que  tous  \6%  nombres  A,  B,  C,  etc.  nefiJifeeftf  premiers 
i^ter;  par  eiempfo,  tkAt^^  pa«  premier  atec  B,  il  eàl  évi- 
diB6i|ueftMtfai|  dMMÙtypMlËieA  M|iBratlÉiClft6  Atiâreliidahif.<^ 
«tdeal^^ttafirqiifff  diiliy«^<slr^ili^<^\ui  de>d!^iiei^r#w^,>^<$tè.» 
^1  tronve  son  égal ,  noti  riwilfipte ,  a&ibti  sonttttkltiplef  ^ilil  le^ 
àM&tvat  ff,  ff  t  etc.  Soit  d'abord  A^W,  les  condhlbiis  z^d 
(  mod.  A'  ),  z  =  b  (  mod.  B'  ) ,  doivent  être  identiqà«S^  et'  l'on 
doit  avoir  a^b  (  mod.  A'  ou  mod.  B"  );  ainsi  l'une  on  l'autre 
de  ces  deuX' conditions  peut  être  fe jetée ^  mais  si  l'on  n'a  pas  d—b 
C  mod.  A')f  \%  piFoUéme  est  impossible.  Soit  ensuite  B'  un  mul- 
tiplt  de  A^p  la  ceadirton         (  mod.  A')  doift  ôlrécontenue  dans 
oelle-ei,xsd  (mod.  5") 9  00 bien  celle-ci,  «s^Cmod.^), 
'     q[ui  9é  déduit  de  la  dèriii&e»»  4bA  é&e  éqtiivalente  à  la  première  ; 
d'oà  il  suit  ^ue  la  oâkidftiofl  p^a  (  niod.  jf  y,  pènt  êtrtf  rejeté* 
M  eliNiÉ  iiiiÉtIim  fÊmV^mmréàltÊA  ^leprtMme  serâitini* 

C 
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possible»  <^aand  toutes  les  conditions  superflues  sont  ainsi  rejetées^ 
îl  est  évident  que  tous  les  modales  qui  restent  wmt  premierT 
entr'ei»  ;  on  est  sûr  alors.  4e  la  possibUité  dn  problème  >  cH  os* 
peut  procéder  d*Aprts  U  manière  ensei^piée  pins  hant. 

S5.  Sinontso|qMMoiiscommeann*Sa  z=i7(mod.5o4)yS— ^4 
(mod.  5$),s55(mod.-i6);  oes  conditions  pÏBnrent  se  décom- 
poser en  celles  qui  suirent  :  17  (  mod.  8  ) ,  =17  (  mod.  9  )  , 
Si7(aiod.7);zs-~4{°iod.5)/= — 4(^od.j);z=S^  (mod.  16). 
De  ces  conditionson  peut  rejeter  ,2=17  (raod. 8)  et  ^=17  (mod.  7), 
car  la  première  est  renfermée  dans  la  condition  2=65  (mod.  16), 
et  la  seconde. est  équivalente  àzs — 4  (°^od.  7  )  :  il  reste  ainsi 

(mod.  9)  J 

mod.  5)  (d.oàl'oatlre,«^5o4x  (mod.5o4o).  - 

mod.  7)1* 
mod.  16)  ) 

An  reste  il  est  clair  qu'il  sera  souvent  plus  commode  de  ramener 
à  une  seule  les  conditions  qui  restent  et  .qui  proviennent  de  la 
même,,  ce  qui  se  fera  sans  peine.  Par  exemple,  quand  on  a  rejeté 
qnelquês-nnes  des  conditions  2=ir  (mod.  ,  z=a  (mod.  ^'j  j^etc. 
celle  qui  se  composera  des  conditions  restantes  sera  z^a,  suivant 
le  module  formé  par  le  produit  de  tous  les  modules  qui  rettenh  ' 
Ainsi  dans  notre  exemple  djes.  conditions  «œ.— 4  ('"«^•'^^» 
x=— .4  (mod.  7);  on  tiro  sui^eH^hamp  la  condition  2S^4 
(mod.  55),  d'où  elles  dérivent-,  il  s'ensuit  qu'il  n*est  pas  indififérent, 
quant  àla  brièveté  du  calcul,  de'reieter  l'une  ou  l'autre  des  conditions 
ëquivaleites;  mais  il  n'entre  pas  dans  notre  plan  de  parler  de  ces 
détails  ni  d'autres  artifices  pratiques  que  l'usage  apprend  mieux  que 
les  préceptes. 

56.  Quand  tous  les  modules  j4,  B,  C,  etc.  sont  premiers  entr'eux, 
il  est  préférable  le  plus  souvent  d'emplojcr  la  méthode  snÎTante. 
On  déterminera  un  nombre  a  congru  à  l'unité  Sidrant  A,tAtO 
suivant  le  produit  des  autres  modules*,  o*estH.à-dire,  que  «sera  un» 

▼aleurquelconque  de  l'expression  j^^^C  mod.         multipliée  • 

par  BCD  etc.  (  n'Sa);  mais  il  vaut  mieux  prendre  la  plus  petite 
deccsvaleMTS.  Soitd6iii6|n^/3si  CmQd#^)*efc»o(mod.-^Ci?clc.)> 
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(mod.  C),  pt  —  o  (mod.  ABD  etc.).  Alors  si  l'on  clierche 
un  nombre  z  qui  soit  congru  aux  nombres  a,  b,  Cf  etc.  suivant  1m 

modules  A,B,  C ,  etc.  respectivement,  on  pourra  poser  

xs«a-f-iS  ^-f-j' c-f-elc.  (  mod.-^-fîCZ?  etc.)  j  en  effet  onaévi- 
deninwnt  «a^a  (  mo4. )  ^  et  ^  antiM  ternus  tqnt  E  o 
doôc z^a  ( iDod.  A  ).  La  démonafratioii  eit  la  Bême  pour  lèt 
antres  modules.  Cette  solution  est  préférable  à  la  fmmîèçe }  qwnd 
on  a  à  résoudre  plusieurs  problèmes  du  même  gann>  ponr^etqnelf 
les  valeurs  de^fB,  C,  etc.  sont  les  mêmes  j  car  alors  on  trouve  pour 
«t, /3,  etc.  des  valeurs  constantes.  Ceci  s'applique  au  problème  de 
chronologie  dans  lequel  on  cherche  le  quantième  de  l'année  pour  la- 
quelle l'indiction^  le  nombre  d'or  et  le  cycle  solaire  sont  donnes.  Ici 
AtssxS  ,Bz:^\^,  C7=:a8;  ainsi  comme  la  vatenr  de  l'expression 

'^g(  mod.  i5  ),  ou      (  mod.  i5  )  est  i3 ,  on  aura  azsôgiô ;  on 

trouvera  de  mémejS=430o,  ^=4^45.  Donc  le  nombre  cherché 
sera  le  résidu  minimum  du  nombre  6gi6  a  +  4^00  ^-f-4845  c,  a  re- 
présentant l'indiction,  b  le  nombre  d'or,  et  c  le  cjcle  solaire. 

37;  Nous  n'en  dirons  pas  davantage  sur  les  congruences  du  pre- 
mier degré^  qui  ne  renferment  qu'une  seule  inconnue^  il  nous  reste  à 
paUlkr  des  congrcwnces  qui  renferment  plusieurs  inconnues  j  mais^ 
comme  il  fondrait  donner  trop  d^eitçuion  Ace  chapitre,  ai  noua 
▼ouliooa  exposer  ohàqne  chose  en' toute 'rignenr,  et  notre  projet 
n'étant  pas  d'épuiser  ici  la  matière  1»  mais  Mrnlçnent  de  présenter 
ce  qui  est  le  plus  digne  d'attention;  nous  bornerons  notre  reobercbeà 
un  petit  nombre  d'observations^réservabt  réxjposition  complète  pour 
une  autre  occasion.  ?  •  - 

1*.  De  même  que  dans  les  équations  ,  on  voit  qu'il  faut  aVOÛ 
autant  de  congruences  qu'il  j  a  d'inconnues  à  déterminer* 

a.ai-f-^^-|-0x.-.-TTS/(inod.»i}...C-^)  - 

,3         •  dx^h'y'{^t!z,iK'Mf  

-fcv  * V^-f-^'/rfr^z,    1  =/"'. . . .  (^'j  .. 

'  •        etc.  '■  •■        ■  •        •  î' 

en  même  nombre  qnc  Ifleilïognmiet  x,^,    etc. .  . 

*■ 
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Q]f^à(&ffifPWipr9^  tes.oona^t^s  jf,     Iq',  «te.  de  manièce  quion  «itt 

«t  que  ces  nombrei  JoieoC  «ii6ei«  et  |i*«ieiit  «icnn  diviseur  com- 
j^uaÀ  to^t,  ceqai  MitoiijMiM  pawlUe  p«là  lliéoii» des  équf- 

Oa  ^étenninera  de  mime  p,  etc.  ^  Ct^P^.»»  f^^*f  4p 
muAhtû  qiA)ii  «it  ^ 

,  <;w  -f  -  a'u  -fr  a'ii*     elç.  ;=  0 ,  rw  «+-  ^''w'  H-  c'y'  *f>etc.  s=  o ,  etc» 

S%  Jl  est  évident  que  si  Voa  mul^pHe  les  çoi^gfmences  jfp  ^« 
Jr,  etc. ,  d'abord  par  0',  Ç',  etc. ,  ensuite  par  v,  v',  w%  etc»  etCt» 
«|>fate4M<a§«al«>  oBobdtttdralescon^nieooefttiiiT^n^s: 

etc. 

eoefiSciens  des  incommes,  c'esf-à-dire  quand 
90Dt  preo^ers  ftV!QC  le  modiileL.des  4Boiigrueacçs  ^  çqs  cpogfueficet 
peiitent  être  résolues  par'lés  méthodes  aéjà.fl^ggs^W,     U  aplut^ 
complète  du  problème  s'obtient  par  des  congruences  de  cette  forme 
9sp(mod.m),y^fimoà,m),  etc.  (-^).  Si  l'on  propose,  par 

(*)  n  ftnt  pktfirveT  qve  cette  conolueion  manque  de  dén»ûiMUi?tion  que  noua 
«pprimons  ici;  car  il  ne  suit  ngoureijsemeut  rien  futre  cl|qse,de  fotre  analyse,  ai 
c«  n*e«t  que  let  ««lïgwieMee'propoaées  aie  peuvent  TO»  iPWÔIbw' d'antraa  ta- 
knn  de  x»y,  •  ete.  mab  bod  paa  que  eenea-d  ntiaftNtnt -,  il  même  po&sibla 
qu'il  n'y  eût  andune  sohitioa.  Le  même  paralogpMie^st  préieotc  dans  la  /ototioft 
deaéqualioMliaéaiwpfcV' .-  .  r,,  ^'-  s'' «'^      *  ' 
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pxemifl^e,  1«8  ««igmcnces  x  rf-  3y  -i-  =  >  >  i^y*<h  5z«  7  , 
3x  H-  ay  nf-  ?  (  mod.  8  )  »  op  troiwa  J  9,  |'t?=  « ,  ^'^t-  l4> 
(donc  X(^;5»rr>$,  ?</|)=?-r.?6^  çloil9->-i5;K^a6,#t  p|ctfU9t 

5vSi  tons  les  coefSdens  X(bu),  «(c«  n«  soM  pas 

pieipko  jiijec^ç  i^i4et  iptef^^»  iy>>  ^  P^^  gn|tt4f  dil^ 
seursootiianuisdemetdeS(«^)yS(pv)>S(€C)*etc.  raspeotife» 

ment^  etti  est  éviiont  qu«  le  problème  est  imposable  ,  Jia^^^  ^« 

•te.  ne  .divisent  wasi  ï</lÇ 2  (/{  )  ,  e<c  respective» 

tncnl}  BMÎs^muid  ces  coAditi«Mié  auront  litn ,  le  profelém^  sera  ré* 

soin  eonpltomentpar  des  oong^nenoes  telles  qne  :rs;y  ^  mod  *  ; 

^  mod.       f  ^r^  mo^*        ©te.}  ou  si  l'on  aiçAf  n^e.ux^ 
on  aura  «  valeurs  différentes poi)r,«^  savoir  ipfPrh^»  •  •  • 

^-j-  fi  ytHemp  ppur^,  ^  Vfflemt»  POW ^«      gui  «atilMô* 

«eut  nm  eoBgR^paces*  Tontes  les aelnliaai^  U  ^a^eliçn»  s'il  j 
en  aquelqnes-naes^  demont  se  trouver  pamUeNes  ^  qpnti^iepaDi 
4*indiq¥^r^  pppa^  U-A'fISt  |)fts  A»  wwilWfflf  J«  ffiff»rt"SlPP» 

car  souy()at,to^tff  lep4!(«nbj4i^itAm  AfMa^ 

.quelquesr^ps  dont  |a  liaison  s'exprime  au  moyen  d'une  oiji  dp 
plusieurs. équations  de  condition.  Au  reâte  comme  la  solutio\;i  com- 
plète de  ce  problême  n'est  pas  nécessaire  pour  la  suite ,  nous  ne 
nous  étendrons  pas  davantage  ici  fur  ce  sujet ,  et  nous  uous  opa» 
tenterons  dTen  donner  une  ià&e  par  un  exemple. 

Soieiit  proposées  les  congruenc  es  3x-f-5>'-f-^c=4  >  ax-f-Sy-f-^-^^T  » 
î&Pjtfr/.Hr  5«s€i  (  nvîd.  ja  ) ,  on  aura  ici  ^  ==  i ,  ^'  ==,fT«  a ,  Ç'=  i  j 

•7f  nQxsgG  ;  4'«è  1^  l^e  xjùalee  valmui  da  •«  «  W9ir^ 

'«^A^  SfAv  «t;  i^aa  séila  diry,j)rsBiT  ;  qua^  dp  St«Nniir, 

,Xso,  5  »  6, 9^.nrad.  ta^i^  Or'pear'déooaifrirqudHes oomfasnaisoqs 
•des  vaicunide  ar  et'de  a  en!  peut  adfnettw ,  sntM^laons  A.laifllaoa  de 

-a:,  jK ,  z ,  2-4-5/,  1 1 ,  Su  ,  ce  qui  change  les  congroencefi  proposées 

^'i'QHi^^SQi  ia^-iSu&o  at  iâL4-iâ/-f)9Kfii»<i»odii^f 
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côngrnence»  qui  reviennent  à  ig-^Z£-^u=o ,  lo-f^aZ-f-aw^ô 
5_^5/_f_3«^o  (mod.  4)*  Chacune  d'elles  sera  évidemment  sa- 
tisfaitej  si  C  ■B^^*  4  )•  Conduont  de  là  que  les  Taleort 

de  :tBa«  5,  B,  xz  que  l'on  obtient  en  faisant  successivement 
1  sso.  If  3 >  doivent  être  combiné  respectivement  avec  les 
videurs  5,  6«  9,  0  de 2  ;  desorte  qu'il  j  a  qnatre  solutions. 

«sa,5,8,ii...  .^y^ii,!!,!!*!!*. . .    2=5,6,9,0  (mod.  12). 

A  ces  rechercbeâ  qui  remplissent  la  tâche  que  nous  nous  étions 
proposée  dans  ce  chapitre ,  nous  joindrons  quelques  propositions 
qui  se  rapportent  aux  mêmes  principes,  et  qui  seront  d'un  fréquegi 
usage  par  la  suite. 

38.  Problème.  Trouver  combien  il  y  a  de  nombres  plus  petit* 
qu'un  nombre  donné  A,  et  premiers  avge  lui?  Désignons,  pouc 
abréger ,  le  nombre  cherché  par  le  caractère  9  plac^  avant  le 
nombre  donnée  le  nombre  cherché  sera  fA, 

r.  Quand  A  est  premier,  II  est  évident  que  tous  les  nombres  « 
depuis  I  jusqu'à  ij  sont  premiers  avee^»  et  partant,  dans  ce 
■  cas,ônaf-<aB^— i. 
'  a*.  Quand  A  est  une  poiisanoe  d'un  nombre  premier  ^«  ^  par 
exemple  -,  tons  les  nombires  divisibles  par  p  ne  seront  pas  prandert 
avec^f  les  antres  le  seront;  c'est  pourquoi  de  p"—  i  nombres,  il 
ftnt  rejeter  ceux-ci  :  p,^p,^p...{  p^"'—  i)P'  1^  en  restera  donc 

_(^»——i)=3;r— ;r=|  (/»—0  ^^^^  

Çfr=p''-'.{p—i).  ' 

3».  Les  autres  cas  se  ramènent  facilement  à  ceux-ci,  au  moyen 

de  la  proposition  suivante  :  Si  on  décompose  A  en  facteurs  

M,  N,  P,  etc.  premiers  entr'eux,  on  aura  (pA=<pM.<fiii .<pP. ,  etc., 
qui  se  démontre  ainsi  qu'il  suit.  Soient  m,  m',  m',  etc.  les  nmhfacea 
premiers  avec  M  et  plus  petits  que  Toi.  Soient  de  même  t^,^f  etc., 
p,  p',  ff,  etc.',  dci  les  nombres  premleré  avec  N,  Pi'  etfc  respedi- 
.▼ement,  et  pins  petits  qa'euxîJl  est  évident  que  tous  les  nombres 
-premiers  avec- w4  le  seront  aussi  avec  les  facteurs  M,  N,  P ,  etc. , 
•m  réciproquement  (  n'  19  ),  et  que  tous  les  nombre»  qui  seront  con- 
grurà  l'un  quelconque  des  nombres  m,  m' ,  etc.  suivant  le  mo- 
.«jnle  ilf>,8erflnt_p|cmiw:s.>ayeo  M,  dp  m^aac  pour  Ht  .P^  I*, 
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question  est  donc  réduite  à  déterminer  combien  il  y  a  dé  nombres 
au  dessous  de  ^>  qui  soient  congrus  à  quelqu'un  dfli  nonbitet, 
m,  m' ,  etc.  luivant  le  modnle  Jf,  i  qaelqa*im  det  nombrat 
91,  fiff  etc.  tnhrant  le  module  etc.;  mais  (ii*Sa)  tout  lef 
nombres  qui  ont  des  résidus  donnél  «lisant  cbacun  des  modules 
M,  N,  P ,  etc.  doivent  être  congrus  suivant  leur  produit  A,  et 
patconséquent  il  ne  peut  y  en  avoir  qu'un  seul  congru  à  des  rési- 
dus donnés  suivant  les  modules  M,  N,  P,  etc. ,  et  qui  soit  plus 
petit  que  A.  Ainsi  le  nombre  cherché  sera  égal  au  nombre  des* 
combinaisons  des difiKieoi numbraiin, m',  m', etcavec Iw nombiep 
n,  Ht  ete*  et  les  nombres  jf ,  p',  etc^  etc.  Or  par  la  diéorie 
des  combinaisons»  ce  nombre  estç  {ii).f{N),^P),  etc. 

4**  On  Toit  facilement  commmit  on  peut  appliquer  cette  propo--. 
sition  an  cas  dont  il  s'agit.  On  décomposera  A  en  ftctencs  pre* 

miersj  c'est-&>dire  >  qu'on  le  réduira  à  la  forme  a  etc.  . 
a,à,e,  etc.  étant  des  nombres  premiecs  diffiSrenSi  Alors  on  aum 

qui  peutse  meftn  sotts  la  fi>nne  pins  él^anto 
Airf  sBrf^.  i  etc. 

m         9  C 

Exemple  :  Soit^=6o=2».3.5,  on  aura(p^=6o.2.f  .|.|=i6 
Ces  nombres  prerhiers  avec  6o ,  sont  :  i,  7,  11  ,i5,  17,  19,  a3, 

29,51,37,41,43,47,49,53,5g. 

La  première  solution  de  ce  problème  se  trouve  dans  le  Mémoire 
d'Euler  ,  intitulé  :  Theoremata  arithinetica  novâmethodo  dcmons" 
tnUa,  (Comment,  nov.  acc. Petrop.  VIII,  pag.  74).  La  démons- 
tration en  «  été  donnée  encore  dans  une  autre  dlMertatiqn  intitnlée  s 
Speeulathne^  droa  guoêdam  insigne»  propneUU»9  nt(a^iatfnna, 
(ActaPetrop.  YIII,p.  17).  .  ^  . 

S9.  Si  la  signification  dn  carœtèco  9  est  déterminée  de  manitoe 
à  ce  qne      exprime  combien  il  j  a  de  nombres  premiers  avec  A  , 

et  non  plus  grands  que  A;  alors  on  n'anra  plus  ^1=0,  maisssi} 
mais  dans  tous  les  autres  cas  il  n'y  aura  rien  de  changé.>Enadop* 
tant  cette  défiiûUoji  »  nous  aurons  le  théorème  suivant  : 
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j4  recherches 

Si  %t  a'»  a'/  sont  tous  Us  di»is€urs  du  h  »  Vimité  et  A  y 
compris,  onaunt  ^-f'fa'  -f  -  ^a'-H£9«ÉMA«  FilC«ieinple>  m,A^  3o, 
cfiiaM 

Démonstration»  Si  l'on  multiplie  tous  les  nombres  preaiiers 

meatitiAuiplitfgnuMlsqaeliiipat     de  niAiiietoaste9inMii6c«t 

INMBiStfa  avec  ^  par      etc«  v  o&,  aura     4^.^-4.  ^«fiele. , 

aotnbrcs  tous  non  plus  grands  que  A  %  mais 

I'.  Tous  ces  nombres  seront  inégaux  j  cax  il  est  évident  que  ceux 
qui  proviennent  du  média  di^îMarde^lont  tout  biéganx*  D'ailleurs 

«t  ée  doinlMea  /a  et    ^  kw  tolMt  HMj^oclIwaMiat  ^mter»} 

c'est-J^dire,  si  l'on  avait -^/lAsss^ir,  oa  Mea'HÇitat^Jfri  en  posant 

Af>iV,  (ce  qui  est  permis  ),  il  s'ensui%Tait ,  puisque  ilf  est  premier 
avec  \i.  et  qi;'ii  divise  qu'il  devrait  aussi  diviser  JH ,  ce  qui  eit 
absurde. 

3».  Entia  oei  nonifaiMt  on  Iraiiimi  tonieei»  qui  compoteMf  ta 
mite  t  «  9»  3. . .  Ea  efifet«  loét  <  vn  mmbre  qiMlooiii|iie  qui 
ne  •urpasw  pai  ^»  et  /  le-  plm  gBUd  conuftoa  diriaear  entie 

A^ttr^  sera,  le  diviseur  de  A  avec  lequel  j  sera  foemier.  Denc 
le  nombre  *  sa  tcoavera  parmi  ceus  qui  ont  été  pcodnilSi  par  W 
divitenr^: 

t»,Il  suit  delà  que  Wnanbie létal  es  eiti^j  dent  

40.  Sift.  esth  pkfsgfm^dMmp^dômmmdâ^nm^irg»... 
Mg  B»  €»  l>f  m*  mi^pm  mim^  ék»mSaer  les  naimèif 
a,  b.  G,  d,  eut,  dà  manière  qafon  aA  lA-Hl*BHf'oC+«lb.«B;s. 

CouMêÊùÊÊMma  èiMlMiaÊiÊ  A^^  cf  Mil  A 

le*  (lui  pué  diRrisenr  communw  Alors  la  coograence  As'^  X 
(miAB}mâtéÊMiB(ff9o)*  Soit  U  raeiiflrsâa»  etqiittl'on 

fitfie  .  on  aura  sLA-^fJSs^K 

S'U 
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•  y  a  un  troisième  nombre  C,  soit  K'  le  plus  grand  divisear 
Commua  de  A  et  de  C ,  il  sera  en  même  temps  celui  des  trois 
sombras  ji,  B,  C,       Oa  déterminera  les  nombres  k  et   de  ma-  ■ 

S'il  j  a  un  quatrième  nombre  ,  soit  X'  le  plus  grand  diviseur 
comiiniii  de\'  et(!e'<D«'il  ter»  en  mêiné  tdmpi  oelpi  des  quatre 
iiômbres  A,  B,     i>.  On  fera  it^X'^-ZZIsaX'»  et  pùtfnCon  aura 

On  ptocéderait-  de  b  même  manière  s'il  j  Bx^xt  plot  dé  tunnbras. 

.  Sikii  oiMilMes  jijf»  B,C ,  etc. n'avaient  pa«.de  divisejor  commun, 
il  ait  idiUr  qv'en  «mit  AA^hB'^cO^ Me» es  i. 

'  ■fy.iSi^e^un  nombre  premier ,  et  qu^on  eût  p  choses  parmi  les- 
fùgUgg  'Upêia  «V»  Érûiu>ér  unetrtaàfnaùi^  d'haies  entr'elles, 
pourm  ftm  iotiUê  ne  le  mdad pais  U  nomire  des  permuta 
thne  dg      ehofes  sera  dufiêiMe  pw  ^ 

'  Par  enmple ,  êinq  cbciés  ji,  B  peihraDt  ta  dJifaoïer  de 
^  manibcat  diiRbentei» 

•  '  »■..  1**'  ■  ' 

La  .dteop^raiimi  da  oe  Àéoi^  4e  dddiût  facilement  de  la 
Miéorie  coumedes  pematatiiNpt*  Bo  aft|,«ip|>osans  que,  parâii  cea. 
/Kcfaoses,  il  y  en  ait  a  égale«à^;  b  égales  à  B^céfjùU  à  Q»<àt^, 
dcsorfe  qu'on  ait a-+-^-f.c-f- etc.=r;7,  le» oomtirMiSlt,  b^  è^éto^, 
{lOttvaAt  aussi  désigner  l'imi^.     aOmbce  des  rrnwntnitml  Hm\ 

Wiible  par  le  dénominateor,  paltqàe  le  nonibte  des  peripntiitionf 
At  potier  -,  mais  il  est  divinUe  par  p ,  tandis  qne  le  ddoomina- 

tear,  quicst  composé  de  facteurs  plus  petite  que  «'ait  pas -divi- 
sible par  p  (  n*.  i5) }  doncle  iionibce  des  pepmatattôns  sme  diTi« 
rible  par  p,  "    "         "  '    «  •* 

Nous  espérons  cependant  qpe  la. ddmoiistKatioii  iipivaDjl9iie4(î. 
plaira  pas  à  quelques  lecteuit. 

'f*)Ea«Éitsi  X' Vêtait  pas  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ^  B  C  îl  v 
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<yi'«a  o»  qo»  «ffU*  ^itiq«âji»  flvnpÂbie  plafe^  dans  l?tiiiie«  «a«Moii|w^ 
une  dittuMlt  4ÊÊÊ'\''WÊl9i,  .waÊàê  ^  ^  reite' tqntet'  k»  «iiaM( 
dioMPi  à  pMliiL     atlI^^Ak»  :fi|iveiie  1»  aime  «r4t«  4cm>  alri»- 

cniie.  ides  permutations^  do*  niaaière  que  la  dcrDièrc  de  l'uq^  ^to 
troayjs j^acée jimmé^Ijil^^  dans  l'autre;, 

nous  l^s  ap[>c\\eroni  permutations  semb/aâ/es  (').  \in<i  yiJ^ÇP^ 
^iDK^BC,  AByl'Ah  et  A  BABA  seront  semblables,  ..^ 

Or  comme  chaque  permutation  est  composée  de p  choses,  il  est 
clair  qu'on  pourra  en  trouver^ —  i  ,  semblables  à  une  quelconque 
d'entcec^es,  si  I'ob met  sucaassiveineBt  à  la  seconde,  à  la  troi- 
alème  place,  etc. lah^iAuiÊÀ-^Cfaà-ààéufalk^  ki  premiève  ;  «lona  si  au- 
ciuuis-()^ce&  pei«iUa^iM^  w;4^fh)i^      Knt.yauliqiijsa^  il  ut 
évii^tq^kaoïBbi!^  toMltjkfPWI'lf ■Tfoni  W  ^  f  y 
nombre  des  paranlatîoBS-  dintobkibles  ,  et  WDtéi^fM(aija»ent  sena 
divisible  par  p.  Supposons  que  deux  permutations  sembiabici) 
PQ.,.  TV.  ..rZ  ,  V...  rZPQ  ...T  puissent  être  identiques  , 
cl  que  P  qui  occupe  la  première  place  dans  la  première,  occupe 
la  n -f-  1'*™*  dans  la  seconde  :  on  aura  d'ans  la  dernière  strie  le 
j>^i«fl»e  terme  éf^l  au  i",  le  «-|-^*«"  égal  an  etc., 
#oft«éMtfa  qiM'l»  m^J^^ttA  anMMiigpd'ni  prMiièr,  (Mr»' 
ccfliéiyiénile  Sw'^i^^  0I  géBéndettieii»  le  -49H-Mi>>F^  aîf'. 

{•o&'qa.iod'ili»^»!^^  f  il  fimt  imaginer  qn'bh  i|eprennè  r6tr- ' 
}mt  ^irl^  «onm^ncemeot ,  k'  ^rie  #^. . .  JPBlR<^.  ; . .  7,  à  ntrtiii»: 
q!iV>n  Dp  icetraQche  de  let  nuiUiple  de     qui  eà  appcodiflc 

le  plus  en  moins  ).  Cela  posé,  si  on  détermine  k  de  manière  que. 
kn=t.  (  mod.;;),  ce  qui  peut  toujours  se  faire  ,  puisque  p  est 
premier,  il  suivrade  laque  généralement  le        terme  serait  égal  jiu 
'n-f-x'^*, c'est-à-dire  qu'un  terme  quelconque  serait  égal  au  suii* 
▼înit;  ou  que  tous  les  iemM  Mnûcfit  éganx  entra' eiis^  ce  qui^t^ 
contre  Hijrpothèse.  •  .     * .  v 

49J  Si  ics  co0t^ém  M,  e,  ete»  ',  n  -,  a%  etc.  j  n'  i  dg, 
deux finolians  de  infirme  ->  •    '  •  I 

(*)Sir<».4criffwt  «n  eerefo  les  p^ppntaâ^^o  fnnblaJMfSw,^  pv#«»^;« 

dernière  cBose  touchât  â  U  première^  il  ^y  iuifiit  aacunediÇUiwçiQc.^vInhtlwiy 
parcequ'aucuae  p)ac»  m  pèiit'ft*«ppd«r  la  F«9#fftM  tjjtliijriè»-,  À  bo  u   .  . 
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éùiU  tous  raiionne!^,  mais  non  pas  tous  entiers  »  et,  çue  le  pro^ 
•dWf«>i>ir*<4-Ajr»'*^'4.i .  .-4^W,%»co^tfâsii#Â,  B;jC,  etc.,  N 
'ni  peuè>emi0h%4eM^ent8^f ■  ^^■  ■"'•vi  r.- .  - 


'  i,.  •  j  •    #  »...  f«f»| 


non^.fliii  pouycnt  jçt  «Beiiver;|Utraii  Ico  lumtfwp/^Jt^.tfr  f|tc,î 
a  »  etc.  j  et  clioisissoM  un  nombre  ]ireiiiier  p  qui'divite 
tin  on  phisienrs  des  dénoiniaateiKrs  de  ces  fractions.  Sufkpoaoat 
que  p  divise  le  dénominateur  d'nn  coefficient  fraclioi^ain 
de  (P),  il  est  clair  ^u*en  divisant  (Q)  par  ^,  on"  kura  aiini 

Hians  ^  au  moiiit  coeffident  fiaptlonnaife  llobit  le  dénoml- 
Bttenr  sera  divisible  par    ("  le  coefficient  du  premier  terme  - ,  par 

exemple}.  Or  on  voit  facilement  qu'on  pourra  toujours  trouver  un 
'iinne  •fradâennaire  de  (P)  dont  le  (iénoimnateur  contienne  p 
élevé  k  me  puiisanaç  plus  grande  que  dans  tqu«  l^s  tenues  qui 
pcéoMentf  et  mm  moindre  que  dao»  tout  eénx  qui  suivent.  Soit 
ce  tenue  et  <  l'espotaiit  de  p  dons  lé  dénominateur.  On  trou. 
Tera  un  tetne  pnetï  daot  ,  que  nous  supposerons  être  Tor^y 
.  l'expo^^nt  de  p  dans  le  dénominatenr ,  étant  t  j  on  aura  au  moiui 

/-f-r=:2.  Cela  posé,  le  terme  «^^^  du  produit  ddi.!p).j|acifO) 
aura  un  coefficient  fractionnaire  dont.. le  déaomin«9e«r 
rnera;?. élevé  à  la  puissance  /-i^T  — i.  '  ' 


En  eflfet ,  soient  'Qm^y^  faii^,.elc,le»iertwf  <|ui  procèdent 
^  ^  OP) i         ,  «emi'qtfi  4e  Mivelit.  Soient 

''^'''^^'^^^^^  f,,^ 
^ent  r^-^S  et  r.^' ,  ,  «to.i*eiix  qui  ie  siàTeut. 'Bâ^t 

^  Foduh  de  tF).P«      16  .«ifficieni  &  é^iÀi^n^t 

;•    -  \  -"^W-f W^- W+etc.    ''^      '       î  ' - 

-f-TG'+W^etc:         '  • 
Le  premieipteraieCT  leri  line  «tcibii  ^iii,  réduite  k  sa  plus 
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«impie  expression  ,  aura  son  dénominateur  divisible  par  p^^^.  SI  les 
autres  termes  sont  fractionnaires,  leurs  dénominateurs  ne  contiea- 

dront  que  des  puissances  de  ^  moindres  que  p  puisque  chacqp 
d'eux  eit  le  produit  de  deux  fibcteiiin  4  ,dqn^. Vh^.     oontifiil  .qu'ope 

.pniiM^  d(9^^.plf»  fm^'^'ff  9à.p  t  }tA  Vntaé  "mui  puimaiee 

non  plus  graiide  que  p^  on  j^yj£tùà,W ,  sera  cle  la  forme.... 

j,  et  le  reste  de  la  fofoye^^^^  ,  ^ ,  /,  et/'  étant  in^pen- 

dans'  cle     Done  la  Mmn^é  s«èa  ^^f^!'  ^ont  le  nvmératenr 

n'est  pas  divisible  par  p ,  et  dont  parconséquent  le  dénomina- 
teiu:  ne  peut  être  ramené  à  renfermer  ime  puissance  de  p  moindre 

qnè Donc  le  coefficient  du  terme         dans Jb  godait  da 

(/O  par  (Ç)  sera  ,  c*est4-dire  line  ftaoliia.dMit  it.d 

nateur  renferme  la  puissancé  /-f-r — i  de  p,  ."  . 

4S.  La  coagruençe  du  d^r^  m       .......  i  ,  ,  •  »  j 

.  dam  !fi  moàth.  fU  «n  nombre  pnmhr,  p  ,çi4  oe  diyhuupas  Ai  9 
'  ne  peut  pas  être  irétoluis^  de  pùte  de  m  manières ,  4^  ^'a  pas  p^s 
{iiè-mraéineèdèeotigrii^empantp.  ,'    /   *\  ..  ' 

' '  'Enclkt, supposons,  8*il estpo^blè» .4f itêfippgnaentitê 
de  diflUtens  d^^jrés  m,n,  etc.  «  qni' aient  pii]f«le  m  >  »  »  etc.  racines  ; 
loit  0»  le  pl«t: petit  de»  nombres  m,      eto.;  désorlè  <|iieVoiilea 

■let^oongruence»  d'un  degré  inférieur  &  m  s^accordent  aVec  noikr 
proposition.  Comme  elle  est  démontrée  pliis  haut  (n.°aÇ)  polir 

'  le  premier  degré^,  m  sera==a  ou>a.  Admettons  donc  que  la  con- 

,  gruence  yiz"-f'^j:'"~'-f-etç.-f.^x-f-JV^o,  ait  au  moins  m-+- 1 
racines  :r  =  a,  :c^^  ,  x—y,  etc.  j  et  supposons  que  tous  les 
nombres  a,  etc.,  sont  positifs  et  plus  petits  que  p ,  ce  qui 

est  pennis,  et  en  on^j]ii^  a,  joit,  le  p]jiif;|)eiit.  Faimit  dans  ti 
congruence  proposé  x^y^-a elle  dôviendra 
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AiBITHMÉTIQUES. 
Qr'U       érident  que  cette  congruence  sera  satisfaife  sl^'—o  ou 
^fi^oL,  on       — et,  elc,  racines  toutes  difFérenles,  et  en  nombre 
m+i;  mais  de  ce  que  y=o  est  une  racine  «  il  suit  que  A'  est 
idivisible  par      on  aura  donc  . 

(MNigmeneo  qui  sent  satisfaite  »  en  j  substituant  à  la  place  de  jr 
«ne  quelconque  des  m  valeurs:  j8  — et,  y  —  et,  etc.,  qui  sont 

toutes  >  o  et  <  ;7.  Parconséqiient ,  dans  ces  différens  cas,  

Ay"-'  -\-By^~^  +  etc.  +  M'  deviendra  =  o  (  n'  aa  )  -,  c'est-à-dire 
que  la  cougruence  ^/rr'-j-JS'jr-^-f-elc. -f-'M'  =  o  q«i  e»t  du 
degr^  m— ly  «vrait  m  racines^  ce  qui  ne  s*coeoide  pM  anfç 
notre  théoiêoie ,  quoique  nom  ajoas  tnppoté  que  tontes  les 
coognieiioet  d'an  degré  inCSrienr  à  j  «UiBfiiMot}  ce  qni  «t 
nlMarde. 

44.  Noos  avons  soppbié  Ici  que  le  module  p  ne  divisait  pas  le 
ooeffident  da  premier  ternie  \  mais  le  théorème  n*est  pas  restreint 
à  ce  seal  cas*  En  ^èt,  si  le  premier  coefficient,  et  même  quel- 
qnes^s  des  snivans  étaient  divisibles  par  ,  on  pourrait  les  né- 
gliger sans  erreur,  la  congruence  serait  réduite  à  un  degré  in- 
férieur^ et  le  coefficient  du  premier  terme  ne  serait  plus  divisible 
par  p t  h.  moins  que  tous  les  coefïiciens  ne  le  fussent,  auquel  cas 
la  congruence  deviendrait  identique  ,  et  l'inconnue  serait  ab- 
solument indéterminée. 

Lagrange  est  le  premier  qui  ait  proposé  et  démontré  ce  théo- 
rème (Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  ann.  1768,  p.  193). 
Il  se  trouve  aussi  dans  la  Dissertation  de  Legendre ,  intitulée 
^cherches  d'Analyse  indéterminée  (  Histoire  de  l'Académie  de 
Paris,  «785,  p.  466  ).  £uler  dans  les  Nouveaux  Commentaires 
A&idémiques*  Pétersb.  XVIII,  p.  ofi ,  b.  démontré  que  la  con- 
gruence a" — ISO  ne  pouvait  pas  avoir  plus  de  n  racines.  Quoique 
ce  ne  soit  qu'un  cas  partienlier ,  la  méthode  dont  ce  célèbre  Géo* 
mètre  s'est  seryi,pents*appliquer  fiunlement  à  toutes  les  congrueoces* 
Il  s'était  déjà  occupé  d'un  cas  plus  particulier  (  Comment*  Ac» 
Pétersb,  Y.  p.  6)}  mais  cette  méthode  ne  peut  s'employer  gén^ 
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rflldmeilf.  Dan»  la  section  VIII,  nous  démontrerons  ce  Ihéorême 
d'une  autre  manière*,  niait  quoique  toutes  ces  méthodes  puissent 
paraître  diflFérentes  au  prcnûer  aipect,  les  gens  instruits  qiû  vou- 
dront les  comparer,  s'assureront  aisément  qu'elle*  partent  toutes 
da  même  principe^  Aa  imto  où  Motèam  m  devant  être  conii- 
àM  ici  qne  comme  im  temms  p  tà  ifeïpdiitioB*  oomplèie  n'appar- 
iMittit  pas  à  cette  teetioiij  nous  ne  noat  anèteiciii  pas  è  parler 
dfi  apodalei  cumpos^ 


.      •         .;«„'»•  t  .    •  .....  n      ■       -     -t  • 

■  ).    I  ■ 

SECTION  TROISIÈME. 

4$.  T»^ORitMB«  AiJi»  tpmâ  progression. géomdtriquû,,,^ 
I  j     a'r^.,  outre  ie  premier  terme  i^Uy  ena eneoremamfre 
a'  congru  à  If  unité  nduoni  le  moduié  p  premier  atwi  a  « 
posam  t  /tant  < 

FiiiM|ii«  le  nodule  p  esfe  pienitr  mm  m,  ef  ptwwiqBtp»  otio 
tue.  poitMoea  qBtfeonqBe  <to  •«c  aittim.  tnw-A  la  jprogretiiew. 
.   peieHigo(M»è.;t)»  iBatoAaei»d?éaiieri  oeiigiiïè<piefci»W 
âcy  nombres  t«  a>  5«  4*  •  Coqioie.le  ncunbie  de  ces  de(« 

niers  est  p — i ,  Û  est  évident  qx»  ti  l'on  considère  plus  de  p-^x, 
termes  de  la  progression  ,  ils  ne  pomront  pts  aveir  tom  des  réaidut 
nùnima  différens.  Ainsi  parn^i  les  nombre»  r,  «*,     .  .  .a'~' ,  on 
trouvera  au  moins  deux  cocgrus.  Soit  donc  a"=a''  ctmy-n, 
"  em  aura. ,  en  divisent  poc  a?  (a"  xa)  ,  a""'^  i ,  où  wi— n</?et  >o. 

Exeinple.  Dans  la  progression  i ,  a,  4j  8 ,  etc.  le  premier  terme 
qui  est  congru  avec  l'unifé  suivant  le  module  i5,  se  trouve  êlre 
a"=4o96 ,  mais  suivant  le  module  ,  ou  a  dans  la  même  pro-" 
gressioa  ,  a"=2o493i  ;  de  même  5*=  i56a5=  i  (  mod.  7  )  j  ei 
ff'sSiaSs  I  (  mod,  1 1  ).  Ainsi  dans  quelques  cas  la  puissance  de 
mtmifpm  aweo  Piitt ,  est  plus  petife  que  a'~^  >  el«lùieë*àii(imi 
j|  fimt  noMBlir  îasfa*à  la  paiMMcë       i  eUe-même.  * 

4^.  Quand  la  progression  est  contintiée  au  delîi  du  terme  qui 
Ml  congru  à  runité ,  on  retrbuvera  les  mêmes  risîdus  qu*ùtf  'àl^ait 
^  partît  ^tt  coBMBinetimÉt^iAiiHty  Mit'Viâ  t<>'èA  mmm^^*màa , 
if^3Ba^|t:alei»7j#qitfào»:^Sn'^afVteiM  dôAtli 
léiida  minimum  aera  de  noiiYeau  mi»  ^^périùfiit'4i»  rléiiiai 
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recommencera.  On  aura  ainsi  une  période  de  /  résidus  qui  se  ré- 
pétera continuellement^  et  l'on  ne  pourra  trouTer  un  seul  résidu  qui 
ne  fime  partie  de  cette  période.  On  «ira  en  ^néral  ar^i  et 
flP^so"}  ce  qui  peut  le  préwBter  ainti  taiTant  àolie  aotations  il 

rsp  (  mod.  /  )  ,  on  aura  a'~a{  mod.  p  ). 

47.  Ce  théorème  fournit  le  moj'en  de  trouver  facilement  les 
résidusdes  puissances,  quelle  que  soit  la  grandeur  de  l'exposant  dont 
elles  sont  affectées ,  en  même  temps  qu'on  découvrira  la  puis« 
ttnce  congirae  -k  l'unité.  Si,  par  eiemple^  on  demande  le  reste  de  la 
di?iiioa de 5*"**  par  i5»  comme  S>si  (mod.i5}»  onalasSf  et 
ébnumd'ailleait  iooesi(iiiod*5}«QntronfiraS****gES(aMdi5). 

40*  Si  ett  la  plus  petite  polmoce  congrue  k  l'onité,  (e» 
tieepcant  «"as  1 ,  cas  que  nous  ne  eontidécoiis  pas  ) ,  let  /restes 
^oi  composent  la  péiiode  seront  tons  diffiSrens,  oonime  on  le  voit 
sans  difficulté  par  ta  démonstration  du  u*  45.  Alon  la  proposition 
da  a*  4*^  peut  être  renrersée.  Savoir ,  si  t^ssé^  {mod.  p),  on 
aura  mmn{wod»i)  :  car  ê^m  ttn  étaient  inoeogras  suivant #^ 

lencs  véiidns  nUt$ima  ^  et  9'  séraient  dUKrem.  liais  so^» 

a  ^"'f  donc  af* sa  $  o'est*à-dlre ,  que  toolea  les  puinaneaa 
an  denoos  de  af  m  ipcaient  pat  incoogmes^  ce  qui  est  eonlre  rbj« 


dons  o^si  (flMd.^),  on  ana  kmo  (bmmLO* 
qne  i(  sera  divisible  par  I. 
Nous  avons  parlé  fnsqa*iei  de  modales  qîM]eoni|iies»  ponmi 

qu'ils  fussent  premiers  avec  a.  A  présent  esaminons  à  part  les  mo- 
dules qui  sont  des  nombres  premiers  absolus,  et  établisions  sur  ce 
fondement  des  recberches  plus  générales. 

49.  THéoRiMB.  Si  p  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  a, 
et  que  b}  soit  la  plus  petite  puissance  de  a  congrue  à  Vunité  « 
fexpoêoM  tfièra  =:p  —  i ,  ou  une  partie  aliquote  de  ^"^y» 

.  Yojes  ippiir..de|  ejcemples  le  n"  • ,  .    :  *      v  .    "  ^  » 

Comme  nous  ayons  déjà  prouvé  qne  f  •  eitss:/?  —  i^on  '^p*-^  i 
il  reste  à  faire  voir  que  dâos.le  daCDier  cas  ilr  (tt  ^oa^ou^  une 
partie  aUquQte  de .  ,^4f*.    "  ■  ^ 


/ 


/ 
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. ,  i\  Raft^blons  les  résidus  minima  positifs  de  fons  îeis  fermes^ 
t,a,a*,  i^.»  .a'~',et  désignons-les  par  a,  a,  a.',  etc.  desorte  qu'on 
ait  <x ~  I  ,  af  —  a,  x'~a* ,  etc.  il  est  visible  qu'ils  seront  tous  dilTé- 
rens  ;  car  si  deux  termes  a",  a'  donnaient  les  mêmes  résidus  ,  on 
aurait  <jr~"=  i  (en  supposant  /»>-lief  W— •ll</)i  ce  qui  est 
absurde,  puisque  a'  eit  la  pàdte  paiiMnoB ;de  a  <Muign»'à 
l'mité.  ' An  reitff  foittiM  nombres  a,  «.'^  ei'j  etoj  éont  oàm^ 

daat  la  séria  i«  a«  S»  4  p—^  »  s^rie  qu'Us  ii*é|nilfteiit  'pat 

lorsque  t<p — I*  Nom  déaigBeroàs  par  {A)  la  sompoe    ton»  cet 
MAu»,  et  {A)  comprendra  un  nombre  t  de  termes. 

a*.  Prenons  un  nombre  quelcQnque  jS ,  p^rmi.cenz  la  iiAria 
i>  3,  S...;?— I  qui  manquent  dans (^).  Multiplions  /S  par.  a; 

etc.  et  nommons  /S»  /B^»  etc'les  résidÎM  minima  qui 
en  proviendraDtf  et  qui  senmt  aussi  en  nombre  Ces  résidus  seront 
diffiSrensentr'eux  ,  et  différeront  dèsaombKsa,  <x,  a%  etc.  £n  effet» 
lAla  preniière  assertion  était  fausse,  on  aurait/3û"~/S<ï",  d'où  l'on  tire, 
en  divisant  par  ^  f  (f=a':  ce  qui  est  contre  ce  que  nous  venons 
de  démontrer  :  si  la  dernière  l'était,  on  aurait  )Sa*  =  a"-,  d'où, 
quand  /i>m,  /S^a""",  c'est-à-dire  que  jS  serait  congru  à  quel- 
qu'un des  nombres  a,  a!,  a%  etc.  :  ce  qui  est  coatre  l'bjpotbèse;  mais 

«l<i«',  on  ania,  enmnltipUant  par  a'r-,  ^maf^'J*',  on^eomma 
^'si,  fi^ar<^,  d'o&  résulte  la  vÉ^e  ^bsqrdiK.  DMgnbnt 
•par  (B)  la  somme,  des  norn^xe^  fi^Wf  '/^V  «to*      4<mt  ^  nombre 
jDu  aura  déjà  2é  nombres  paraîi  oenx*ci' i,  a^  5. ,..p'^u  Dono 

•I  (A)  et  (B)  épuisent  cette  sâie;  pn  '^ura  #s  C^.' 

Z".  Mais  s'il  en  manque  quelques-uns,  soit  ^  un  de  ceux-là. 
Multipliojis  <t,  OL,  et*,  etc.  par  y  ,  et  soient  y,  y',  y',  etc.  les  ré» 
sidus  minima  de  ces  produits ,  dont  nous  désignerons  l'ensemble 
par  (C)',  (67  )  comprendra/nombre  pris  dans  la  série  if2,  5...p — i 
«iui  seront  tous  différens  entr'^u:!^  et  non-compris  dans  (A) 
fit  (B).  Les  deux  pfsmiàres  assertions  se  démontmit  comme  cl^ 
^NittsX^*)}  quant,  à.la  trdsième  ,  si  Vm  avait  >dPs/3a%  on  en 
tiierait>  B  owy^afkif^^^,  suivant  que  m  <»  ou  >i»i  Dans 
•'i'm  on  l'autre  cas  y  serait  cooghi  à  quelqu'un  des  nombres  qui 
imposent  (A)  'y  ce  q;iii  serait  centime  l'h/pothèse.  On  aura  ainsi  il 
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liombres  pris  à&M  la  térie  i ,  a ,  5 . .  ,.p^  i  ^«t      n*m  Mite  plot , 

fss£^*coiifbniiëiiieiit  aa  théorème. 

4%  Mai»,t*il  «AitHe  eooora  qnélqiiet-iiiift,  en  aniFcva  de  aiéine 
4  tiiie  q«4triieiiM  •foome.  de  flombns  ( jD)  ,  etc.  ^  et  «ennm 
liiMA  i  fCc^/f— <i  est  Me^  on  voit  iq«e  l'on:  pflnriendm  né^ 
Mwaliwmep*  1^  l'épiter  »  et  /^— *t  mm  «n  mltiide  de  «  $  diuM'f 
et»  «uMi  partie  «Aicpiote  de  jv— t.. 

5o. 'Pntâque 2^  eti  on  nombre  entier,  il'  tfail^  qn*en  éleiranl 

chaque  membre  de  la  congruence  a'~  i  (mod,p)  à  la  puUsançe  « 

OD  aura  a'^>si<(med./»)}  c'est-'à'dire,  que  —  i.Mraiaujûurf 
divisible  par  p  quand  p  est  premier  et  qu'il  ac  diê^ife.pas-'tu  - 

Ge  théorème  remarquable ,  tant  par^  son  élégance  que  par  ta 
grande  àtiiité>  s'appelle  ordiaairemeDt  tiiéorêmc  de  Fermai ,  ^èa. 
nom  de  l'inventeur.  {Fcrmatii  opéra  Math.  Toloso!  iSjcyFoh  p.  i65.) 
Fecmat  n'ena  pas  donné  la  démonstration,  bien  qu'il  ait  assuré  qn'il 
Tarait  hrouvéc.Ealer  en  a  le  premier  publié  une  dans  la  Dissertation 
intitulée  :  De'monstraiion  de  quelque*  théorèmes  relatifs  aux 
tumkiivê  premiert.  (.GcBMik'Ae..  Fétrop,' T.  fm)  ('')v elle  est 
tMe  .di»  déreloppemaat  .de  (a-f-i/,  qui  fiiif&velr  par  Ift'Jbmè 
dès  eoeffieieiis^ipMi  (oH^/'^io^^i^'^  tonjoiict^dliitible  par  ^» 
et -qoe  paramHéquent  (arf-i)^— (a>4">y  le  lesa  Aat'^^  IW;  Ot 
comme  i'— '  i  est  dirisiblè^par  p le  sera- donc  et*  parlant 
S'— 5,  et  généralement  a'-—<t.  Donc  si  p  ne  divise  pas  a, 
on  aura  aussi  a'"" — i  divisible  par  Ce  que  nous  venons  de 
dire  suffit  poi^r  faire  coonaitre  i'e«pdt  de  lai  déiaoutration. 


(*)  Anténéarnnent  (Comm.  Pttr.  T.      p.  106)  cagrwMi  hiMume  d'étlil-p^ 

jMirvenu  encore  au  but.  Dans  la  fameuse  discussion  entre  Maupertuis  et  Konig, 
'«ur  le  principe  de  la  moiadre  action ,  discussion  qui  les  jeta  dans  de^  digre&sions 
étrangèîMj  Konig  aMitra  qa'3  avait  entre  le«  mains  un  manMcrit  autographe  iié 
■Leibnits,.^  conleiMit-.tneidâBMitnttlM  dv>t«*^tiilbrêiiweoè6)nDe  i  cèltb 
d'Enler  (^Jppel  au  Public^  p.  io6  ).  .Qnoiqnft  nons  ne  vonlions  pas  refuser  * 
croire  à  ce  témoignage,  il  est  sûr  cependant  que  LeiiMiitz  n'a  jaaiais  ^vjsliià.^ 
démoastration.  (f^ex  Uist.  dé  l'Âcad.  de  ficilio-  ijSo.  jf.  53o>. 


e 
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Lambert  en  a  domié  une  semblable,  {  Acta  erudlioTum.  1769, 
p.  109.  ).  Mais  comme  le  développement  de  la  puissance  d'un 
binôme  semble  étranger  à  la  théorie  des  norobres ,  Euier  (  Comm. 
nov.  Petrop.  T.  VUI»  p*  70.)  donna  une  autre  démonstration  qui 
«it  iMinfiiiBW  à  mllo  «|iw  ooas-Teoont  d^eipoper.  Dhnt  U.taitt  II 
iTM  pvéïMtera.vneove  d^alre»  :  kl  nom  iioa»  conteoCptcw  d'eq 
donner  encore  me  déduite  da  même  principe  qne  celle  d'Eider.  LÀ 
Uropoaition  suivante ,  dont  le  théoi^me  qp^tîon  nteit 
ças  particulier  «.nous  sera  utile  pour  d'autres  recherches. 

,  5i.  Si  1^  est  un  nombre  premier ,  la  puissance  p  du  polynomn, 
ft4-  b    c-h  «/c.     s  aP-i-bP-f-cP-f-tf/c.  suipaat  ic  modtUc  p. 

On  sdt  que  (a+^+rH-etc.y  est  composé  de- termes  de  la 

forme  Pa*  cP'  etc.  oii  l'on  a  «  -f-  -h  J'  +  etc.  =  p  ,  P  étant  le 
non^ne  .de:  ftermutationr  de  p.  choses ,  dont  eèo.  sont 

PBspectivenent  igfiles;à  b,  e,  ete.  H«|s.  noos  «fons-ftiit  voijr 
fs*  4>')  ^ne  eevnombre  était  .fouira  divisible  par  k  moiaê 
qne  toute»  lesiletlire»  ne  fios^nit  égite  entr'dles  ;  c'est-à-dkej  .à 
moins  queifon  des  nombres  tt,fi,  y^ttc.  ne  fÀt  égal  à p,et  les  «nivet 
égaux  à  zéro  •,  d'où  il  suit  que  tons  les  termes  du  développement  ^ 
excepté  a%  ^"^  etc.  sont  divisibles  par  p  t  et  que  parcop^quçnt 
(tz -f*  ô  +  c -f-  etc.  y  s  ûf ^  "t" '0' etç."(  mod./?). 

Si  tontes  les  quantités  afbfOp'etc.  sont  8ap(»oséess=:  i,  et 
que  leur  nombre  soit  i,on  aura  Af-sëib«  ceounedanr'le  n*  pté* 

eédent. 

52.  Comme  les  nombres  qui  sont  diviseurs  de  p—^i  sont  les 
seuls  qui  puissent  servir  d'exposans  aux  plus  petites  puissances 
congrues  avec  l'unité ,  on  est  porté  à  chercher  si  tous  les  diviseurs 
fle  —  I  jouissent  de  cette  propriété  j  et ,  quand  on  classe  tous 
les  nombres  non  divisibles  par  p  suivant  l'exposant  de  leur  plu^ 
petite  puissanee  congrue  à  iWité^  combien  il  j  en  a  pour  chaque 
«sposant.  .Kons  .obisarvèrons  d'abord  qu'il  anffit.de  çonsldérer  les 
nombres  podtl&  depuis  1  jusqu'à /y  —  1  :  il  est  évident  en  effet  que 
les  nombres  congrus  doivent  être  élevés  à  la  mèiQe  puissance  pour 
devenir  congrus  à  l'unité ,  et  que  parconséf|uent  un  nombre  quel- 
«onque  doitétrerapportéan  mène  exposant  que  son  Ménminimuai 
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positif;  ainsi  nous  avons  à  rrrherchor  comment  les  nombre! 
1,3,5..../»— 1,  doivent  être  distribués  sous  ce  point  de  vue, 
relativement  anx  fectenra  de  i.  Pour,  abréger ,  si  ^  est  un 
des  fiMfenrs  de  i ,  .entre,  letqnels  on  doit  compter  i  et  /?  — *  i« 
aoiit  xepréfenterons.par  la  multitude  des  nombiet  posiiifi  plnt 
lietitaque  p  ,  dont  la  poinanorf  eit  la  phw  petite  qui  màt  àoiigmm 
àl^inlté..  . 

Pour  BOUS  faire  entendre  plnt  facilement ,  noua  présenté* 
sons  d'abord  un  exemple.  Soit  p=:ig,  les  nombres  i,a,  S...i8 
peuvent  se  distribuer  de  la  manière  snivante  relatiTenwnt  âme 
diviseurs  de     ;  •  " 

•  .{.,  .(u.  »{•.^  .8{^;.'^;;. 

Ainsi  dans  cas  ^i&si»  .^^bi,  45s3.,.46sa>  49=^# 
^iBssa.  Avec  nne  l^jghne  attention  on  toîI  qnUl.j  ea.a;  -rejla« 
^▼ément  à  chaque  exposant,  antant  qu'il  j  a  de  nombres  p^i^nieci 
avec  cet  exposant  et  non  plus  grands  que  lui  ^  ou  bien  ,  én  reprenant 
le  signe  du  n°  ,  que  -^d^^d.  Mais  on  peut  démontxer  ^éné»* 
ralement  cette  observation  de  la  manière  suivante  : 

1°.  S'il  y  a  un  nombre  a  appartenant  à  l'exposant  d,  c'est-à-dire 
dont  la  puissance  //soit  congrue  à  l'unité,  et  les  puissances  infé- 
rieures incongrues ,  toutes  les  puissances  de  ce  nombre  ,  savoir 

Uf      a^p  a*  a'',  ou  leurs  résidus  minima,  auront  leur  puis^ 

iance  d  congrue  aveo  l*nnité;  et  comme  cela  pent  s'exprinier  en 
disant  que  les  résidos  minima  des  nombres  a,  a*,  o?,  qui 
sont  tous  diffiSiens  sont  les  racines  delà  congruence^^  i ,  qni  ne  . 
pent  avoir  plus  de  d  racines  différentes ,  il  est  évident  quli'  n'j  a 
pas  de  nombres  antres  que  les  résidus  minima  de  a,  a*  <zS  . . .  \ 
dont  les  pmssances  d  soient  congrues  à  l'unité  ;  d'où  il  suit  que 
les  nombres  appartenaus  à  l'exposant  £^  se  trouvent  tous  entre  les 
résidus  minima  des  nombres  a,  a%  a^,...a'.  On  déterminera 
comme  il  suit  quels  ils  sont  et  quel  est  leur  nombre.  Si  k  est  un 
nombre  premier  avec  d,  toutes  les  pmssances  de  a*,  dont  les 
exposant  sont  <d,  ne  seront  pas  congrues  &  iHuité*  Soit  en 

effet j| ( mod.  <^)=:/»  (vojez  n*  5i),  on  aura  a^^0>  donc  sila 
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puissance»  de  fl*était  congrue  à  l'unité,  et  que  l'on  eûtr  <  </,  on  au- 
rait aussi  ti*"'=  I  ,et  parcnnsëquenta'=  i  -,  ce  qui  est  contre  l'iijpo- 
thèse.  11  est  évident,  d'après  cela,  que  le  réàiJu  minimum  de  a» 
appartiendra  à  d',  mais  si  a  un  commun  diviseur  d  avec  d , 
le  résida  minimum  de  a*  n'appartiendra  pas  à'  l'exposant  d. 

Car  y  est  divisible  par  d,  ou  bien  ^  —  o{  mod.  d)  )  pat^coilsé- 

kd         ■  '      é  "    '  ■'■  :■  r  .! 

quent  a  =  i  ;  c'est-à-dire  (a*)  =  i.  NousconcIar(yns  dé  là  qu'il 
y  a  autant  de  nombres  appartenans  à  l'exposant  d ,  qu'il  j  a  de 
nombres  premi^ers  avec^  dans  la  série  i,  2,  3...</.  Mais  il  faut 
se  soayenir  qiie  celte  cdnelntloa  suppose  qu'il  existe  déjà  un 
nombre  a  appartenant  k  l'exposant  parconséquent  il  leste  dou- 
leiix  s'il  n»ponrrâit  pas-te  fai|9  ^'aneun  nombrt  n'appartint  à  nn 
•■posant  donné  «  et  la  conclotion  te  réduit  à  -i^âsso,  ou  safd» 

54.  2*.  Soient  d,  d,  d",  etc.  les  diviseurs  de  P'—i;  comme  toof 
les  nombres  1,  2,  5...p — i  doivent  être  distribués  entre  ces 
diviseurs,  on  aura  ■^d~^'-<\,d''j--^(f'j-eic.=p — i.  Mais(n'4o) 
BOUS  avons  démontré  que  ^</-+-  (^d  +  (pd*  4-  etc.  =/? —  i ,  et  du  n* 
précédent  U  snlt  que  4«fsooas=^</^  et  parconséqueni  que  -Ld 
ne  peut  pat  être  >9ijoe^t*é^tendà4if  et^,  etcSidonc  un 
cqi  ^uâeon  det  nonabiet  4^,  4<f ,  etc.  étaient  plus  petits  que  son 
coTrespoodant  parmi  les  nombres  (pd,  ^,  etc.  ,  Ii|  somme  d^ 
premiers  ne  pourrait  être  égale  à  la'somme  des  deTniertl  O'ofr'noiis 
concluons  enfin  què  dans  tous  les  cas,  ^|/^/=^^/,  et  que 'pû(ton<i 

séquent      ne  dépend  point  de  la  grandeur  de  ' 
• 

'  '55.  Il  7  a  un  cas  partioCdiér  de  la  proposition  précédente  qui 
u^te  de  fiter  notre  attelitlDn  ;  l»?61ei  t  ii  'esistâ  iotçoutv  det 

à  Vunité-,  il  y  en  a  même  antfupt  entre  1  et  />— i  ,  qu'il  j  .a  an» 

dessous  de  ;?  —  I  de  nombres  qui  lui  soient  piipixers.  Comme 
il  s'en  faut  bien  que  la  clétnonstrafion  de  ce  théorème  soit  aossi 
évidente  qu'elle  le  paraît  d'abord  ,  nous  en  donnerons  une  un 
peo différente  de  celle  qui  précède,  d'augnt  plus  que  la  diver- 
iité  det  méthodes  aide  bieaucoup  à  jeter  du  j^Mr  m  les  pdbts 
Jet  plus  obtcma. 


fl  .    RECHETICHES  ' 

Où"' décomposera  p-^i  en  facteurs  premiers >  de  manière  qu'oit 

fj^i  p^i  sm^^i^e^  eto.  apït^Cp  etc.  itant  des  nombres  pre- 
mien  ini^aos.  Alors  nous  composerons  la  démonstratioii  des 
deu^  propositions  suivantes  : 

^  I*.  On  peut  tpvfonfs  troiiTec.im-qombre  A,  on  plusieurs  appatw 
tenaas  à  l'exposant  et  de  même  desnomI»es^,  C,  etc.  appar- 
fenans  aux  expoaans      c^,'Ctc.     "      •  •  . 

a*.  XjC  produit  des  nombres  A,  B ,  C,  etc.  on  le  résidu  minimum 
de  ce  produit  appartiCndia  à  l'exposant^^i  j  ce  qui  se  démontre 
ainsi  qu'il  suit. 

s*.  Soit  ^  mi  des  nombitos  i  »     S*. .       1  40!  ne  satis&ste  pai 

à  la  coDgrnence  .r  •  =  i  (  raod.  p  )  -,  car  tous  les  nombres  ne 
peinrnit  pas  satisiaire  k  cette  congruence  ,  dont  le  dejpré  est 

fini 

'<,p^i.  Alors  je  dis  que  si  l'on  fait  ^*  s/t^ /i  on  soBzésIdii 
minimum  appartiendra  à  l'exposant  a*. 

En  effet  il  est  évident  que  A*  ;  mais  Jr  '  ,  et 

(ïaitedbëlêqtient'ierà  incongru  à  l*nnité^  et  à  plus  forte  jteison' Iwl 

puissances  A"*"  le  seront  aussi.  Or  l'exposant  de  la  plus 

petite  puissance  de  h  congrue  à  l'unité ,  c'est-à-dire  l'exposant 
auquel  h  appartient ,  doit  être  un  diviseur  de  a*  (  n°  4^)  *,  et  comme 
a*  n'est  divisible  que  par  lui-même,  ou  par  les  puissances  in- 
férieures de  a ,  il  ^'ensuit  nécessairement  qu©  a*  sera  l'exposant 
Àoqnel  b  appipliiqnty  Oi^  d<knoolç«ca  .de  la  même  manière^  qu'on 
fmt  «oam  des  nomlMi  •p)ptttèliatts!«iitt  eiptisans  li^,'^»  »t(».  - 

â".  Si  nous  supposons.que  le  produit  de  tbnft  les  nombret^  «  ^1 
etc.  n'appartienne  pas  à  l'ei^posant  p^j  $  etc.,  .niais  à  un  eappr 
saint  /  plus  petit ,  t  devra  êti:e  mi  des  divisemi  de/»«>r4  (n*  4^)  > 

^-i  serà  nn  entier  >  i.  Il  suit  de  là  q^  ce  quotient  sera  nn 
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defrJiorabres  preitiiers  a,.by  a,  elc. ,  ou  du  moinS' qu'il  aera  èï\\- 
tibla  par  quelqu^un  d'eux      «7) ,  par  a,  par  exemple,  cai^  ler^aon- 

neineDt  est  le  mê^e  pour  les  autres^  t  div^seja  .ainsi        ;  donc 

le  pniii]it,^C..6tç...9ex»lt  wsiwe.  çopgm.  à  l'iUN^»  «n,l.'^le7«|)ft 

àl»  |nteBMit^(n«  46).  'Mti*  il'eH  ëvldcn»  4|«»  toarkt 

nombres,  B ,  C,  D,  etc.  (excepté  y/)  deviennent  congrus  à  l'unité. 
Il  on.  \g$  élève  à  la,  pw4SWci~^*pui6^aQil9l  f  f>iPN^>:«VH)>«^ 

g    y— '         y—  1 

Ut  appavtiraaent ir,  iP',  «te.  difiscnt^-^ 'Obnc^.'  ,  B  "  4 

C  •  .  etc.  '  s  1  i  donc  a  doit  diviser*-^  (n*  4Ô),  c'est- 
à-dire  que       doit  |tre;eiaî^j«e9vl.est|klmi|de.(piî:X%]>w 

'a 

enfin  notre  supposition  ne  .peut  subsister  „  c'esl-rà-tUre  que  le  pro** 
duit^56^  etc.  appartient  réellement  à  l'exposant  p  —  i. 

La  dernière  démonstration  semble  lïn  peu  plus  longoe  que  la 
première,  mais  elle  est  plus  directe. 

.  56.  Ce  âiéoièiiie  non»  fçnriut.uii  exemple  remf^fqt^Al?Xe;,4<^^l4 
eirconspectipii,:dpDl,oo.,a  beipia  sli^.  tM^^iç  ,.de%  jipi|ibf)»^j 
ponr  ne.  pêf  negenlier  ismam.  àimntfél^  4«  i%ief  j^^iim  ^  mn( 
pet.  ^Lambert ,  dans .  la  Dittfxtat^oni  que^uftiia.  pit[q^,çMéù,  {|^a| 
haut  ,  fait  mention  de  cette  propo8itioii^iyiaU,iij»ditpas  un  mot 
de  la  nécessité  de  la  démontrer.  Personne  même  n'a  tenté  de  le 
faire  ,  excepté  Euler  (  Comm.  noi^.  Ac.  Pctrop.  T.  xvin ,  p.85)  , 
dans  son  Mémoire  intitulé  :  Demonsirationes  circa  resîdua  ex  divi- 
êion&.pQjfiatatum  per  numéros  primas  resuituntia.  On  peut  voir 
Siirt(NiCi'Art«  37  ,  dans  lequel  il  ft  parlé  avec  étendue  de  la.nécessité 
de  démontrer  cette  proposition.  Cependant  la  déanHMieatliDn.de  oit 
homme  pénétrant  présente  deux  défauts^  Unntient  à  ce  qu'il  sup- 
pose tacitement , art.  5i  et  snivans^.qae  la  coognience  ^«x.^ 
(^D  ramenant  ses  raisonnemeDS  à  noire  notation  )  a  réellement 
n  racines  différentes,  tandis  qu'il  était  seulement  démontré  que 
cette  congruence  ne  peut  en  avoir  davantage;  I'aiitoe>  à  CC  qu'il 
jue  dé(bàt  qjie  pgr.  inductioiL  la. formule  du  n''  34. 
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57.  Nous  nommerons  avec  £uler,  racines  primitii'eÊ  Xet  nom'* 
bres  qui  appartiennent  à  l'esposant/y—  i.  Si  donc  à  est  une  racine 
inlmitiTe ,  tons  les  résidas  miaima  des  pnisianoes-a,  a*,  aS  . .  •cT^, 
•eroot.  diffiSrans  j  d'où  l'on  dédnit  faeileBwnt  qu'ils  se  troofent  toai| 
pÉnnt  les  nombres  \i^,fi,,:,p'^t  qui  'sont  en  mêmé  nombre 
q^eni,  e'est-à-dice 'que  total  mflnbre  non  divisible  pet  |»  est 
oongrn  à  quelque, puissance  de  a.  Cette  propriété  remarquable 
est  d'une  bien  grande  utilité  ,  et  peut  considérablement  abréger 
les  opérations  arithmétiques  relatives  aux  congruences  ,  à  peu  près 
de  la  même  manière  que  l'introduction  des  logarithmes  dans 
l'arithmétique  ordinaire  en  abrège  les  opérations.  Nous  prendrons 
aibitrairemeat  pour  &z«tfnne  racine  primitive  a,  à  laquelle  nousiap-' 
porterons  toi»  les  nombres  non  divisible»  par  et  II  on  n  41^.  s  $ 
(  mod.^  ) ,  nous  appellerons  e  VintBee  de  b.  Par  eierople,  a  est  une 
Meiiie  primitivê  salvant  W modale  19;  si  on  la  prend  pour  base  ; 

«qxDombres  1,  ft,  3^4»  ^>       7>  B,  9,  to^,  ti,  la,  i3,  14,       16, 17,  18 
'*****"^'°"*{  o.  i.,  i3,a,  16,14,  6.3,8,»7,,«,.*5,  5,  7, 11,  4»  »o,!  9! 


Au  reste  il  est  évident  que  pour  la  même  base  chaque  noijabre 
a  plusieurs  indices  ^  mais  qui  seront  tous  congrus  suivant  le  mo« 
diile-;»«^  t; 'aussi  qu40d  .il  ser^i  qi^èsâon  d'indiéer»  ceux  qui 
setont  coogmi  soirant  le  module  p'r^i$  feront  regardé  çonune 
équivalons,'  de  même' que  les  nonHibres 'sont  ^gardés  c<À|iipe  éiqui* 
▼alens  lorsqu'ils  sont  congrus  suivant  lé  iiiodole 

.58.  Les  tliéorbines  qui  regardent  les  indices  sent  abiolnmenl 
iumlogues  à  ceux*  qui  regardent  )es  k^garithmesr  ■ .  .  .  ^ 

LHndiçe  ^un  produit  de  tant  de  facteurs  fu'an  voudra,  est 
congru  à  ia' somme  ^éee  àûSeee  des  dififrene  faeteurs,  ^uUwa 
le  module  p^i,'     ■    •  ' 

LHndice  de  la  puissance  d'un  nombre  est  congru,  suivant 
le  module  p-~.i,au  produit  de  l'exposant  par  rindiee.  du  nombre 
dormd, 

Nous  omettons  les  démonstrations  i  cause  de  leur  simplicit(&i 
On  voit  par  \k  que  si  nous  voulions  construire  une  table  qui 
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ifloiinât les  iûdicës  de  tons  les'nombrës  pour  diflerens  modulés,  noii^ 
pourrions  nous  dispenser  de  tenir  compte  de  tous  les  nombres  plus 
grands  quele  module  et  de  tous  les  nombres  composés.  On  trouvera  à 
]a  fin  de  cet  ouvrage  un  essai  de  cette  table  (Tab.  I).  Dansla  première 
coloone  sont  rangésles  nombres  premiersctIe|S  puissances  de  nombres 
premiers  «depuis  S.jasqu'à  ^7 ,  qui  doîveuf;  êtie  regajrf](és.poqaiQe  de^ 
modolei:  à  côté  de  chaenn  d'eiiz^  dans  la  coiottne  suivante  ^  les 
aonibrps  {Kisfont^iases  ^snitent  alon  letiadicM'dBs  Abiblnts  pten 
miem  snccesM& ,  <pai  «on|  écrits  par  tiaiiclies  composées  de  cinq  oha* 
cnne*,  en  tête  se  trouvent  les  sombres  premiers  disposés  dans  le  même 
ordre.  Déserte  qu'on  peut  trouver  facilement  l'indice  qui  r^pood 
à  un  nombre  premier  donné ,  suivant  un  module  donné.  '  *  ' 
-  Soit  par  exemple  ps=i6f',  l'indice  de  en  prenant' la  povir 
baie,  sera  .r       •    ;.  n -..i'  ,t 

sa  Ibd*  2  H-  Ind.  3  4^  Ind.  5  (  mod.  66  )  =  58  +9  4-  59^40. 

/■-  ■  "  -^  '  '  /■ 

69.  1/ indice  de  la  valeur  d'une  expression  quelconque  ^  (mod.^), 

(n*  3i  )  est  congru  suivant  le  module  p  —  i,  à  la  difîérence  de^s 
indices  d  u  numérateur  a  et' du  dénominateur  ^  pMJrvii  4|UC  les 
nombres  a  et  6  ne  soient  pas  divisibles  par  p.  '  •  •  : 

Soit  en  effet  c  une  valeur  quelconque  de  cette  expression,  on  aura 
ic^if(moà,p)^,  donc  Ind.  ^-f-Ind.  c=Ind.  a  (mod./>—  1)^  et 

 '  ■  -    •  '  ■      ^  i  "  : 

Iqp*  6= Ind,  a — Ind.  b, 

yH  donc  on  a  deux  tables >  dcmt  l^iine  )lonne  les  indices 'qui 

pondent  à  chaque  nombre  pour  un  module  quelconque,  et  dont 
l'autre  donne  les  nombres  qui  répondent  &  des  indices  donnés  « 
on  pourra  résoudre  facilement  toutes  les  congruènccs  da  premier 
degré  4  puisqu'on  peut  toujours  le«  ramener  à  d'autres  dont  les 
modules  soient  premiers  (n°  3o^.  .  .... 

Soit  par  exemple  la  congruence  agx-l-  750  (mod.  47    on  aum 

F 
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çjç  5.  est  \c  nombre       a  poui^  indice  18  ;  doijiç         {mod-,  47), 
Nous  n'»vo;ï^  point  ajouté  la  içcQafji^  table ,  mais  on  verra 
k  i^çt^ori  yi  ooiffmf^  on  pe^(     rqnpUçer  par.  une  auUrç, 

6p.  De  même  «j^ne  daiis  le  n*  3i  noua  avoiia  d^gné  par  un  signe 
jpartkiiHer»I^a,raclDet  âçscoiiiraepeesdu  premier  degré,  dans  ce  qui 
yi^fulTre»  çmn  vepnheiitçrôns  par  12a.  àxkHé  signe  lei  raoiac«  des  con- 

yueiii^  à4«Ml  tjwWMidii  dhgirfa  sapdaifMs;  et  «yynwci 

aigoi^  mlie  «twiP  «qi»  k  moine  de  l*dqMlîe«  x^^-;  en  ajen* 

■ 

^nt  le  module,  )/!^{mod.p)  représentera  une  racioç  quel- 
conque dç  la  ponçtuenee  x'—^i  (  myd./;  ).  Ainsi  nous,dirons  que 

\^xprQSê\on  (i^od»  p)  a«utant  dje  valeurs  qu'elk  en  a  d*in- 
congrues  suivant  p;  car  toutes  celles  qui  sont  congrues  suivant/? 

doivent  être  re^ardé^s  copjiQ^e^uiy  aleotes  (p"  a6^.  ^u. reste  il  est  clair 

•■  .  ■       -  ■ 

que  si  ^  et  A  sont  ooogms  anirant  p,  les  apreMioss  Çmod,^}, 

^  ■    .  ,•*..     '    ■      .  •     . .  •  . 

\^J3  (  raod .  p  )  seipnt  équivalentes. 

,         T        '  ,;i         —  '  . .  .  .  .  • 

^  MainlebaAt  si  Ton  fhlt  \/y^=x  (moê.  p),  on  aun*....,.*.. 

n  Tnd.  .r=Ind.^  (  raod.  p—^i  ).  On  déduit  de  cette  congrucnce , 
d'après  les  règles  de  la  section  II,  les  valeurs  de  Ind.  x ,  et  de  là 
les  valeurs  corresponfiautes  de  QiaM  on  voit  facilement  que  x  a 
autant  de  valeurs  qu'il  j  a  de  racines  da^s  la  congruence  

jf  Ind.  :t=Ind,  A  (  raod.  p  —  i.  )  ;  4onc  y/ A  n*aura  qu'une  va«- 
Icur,  quand  n  sera  premier  avec  /7—  1  ;  mais  lorsque  n  et  1,  au- 
ropt  u|i  comptjn  diviseur^  et  que  cp  sera  le  p|us  grande  Ind.  :f 

a 

ftdca     fsaleors  incongruea  sniMMit  p'^  1  ,  etfareeàséqBent 
«traiirita«fiid6.Taknrasnoonflnieasamp     jpo^r^qiteiiid.  ^  Mit 

diTisibk  par  A  Sans  cette  conditibn*  y  A  n'auràit  aucune  Talent 

Si  l'on  cherche  par  exemple  les  valeurs  de  l'expressiopi  \/  ii 
(mod.  19),  il  faut  résoudre  la  congruence  i5  Ind.  xsind.  jiP^j^ 
(mod.  18), ontFouvera trois  Taleuiide  lad. 4;â4>  lo^  i6,(mo(lti8), 

•  M 
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^  6i.  Qabi()iie  èotlb  oMode  tèit  tAfékpéâkdv ,  quanâ  «n  a  1m 
Hdiifl  aéceMtiiei^  hm  ne  devons.  cipèiida9t  fai  onblièr  qu'elb  est 
indite^  y  il  smdonc  utile  de  oheraliiur  oe  que  pevenm  ddnuer  les 
mdthodes  directes.  Nous  allons  exposer  ici  les  observatiotis  que  l'on 
|)eD(  dMitire  des  notiolis  précédeutes;  qaant  à  ce  qui  eiigie  des  consi- 
dératiqiis  plus  profondes  ^  nous  le  réserverpiis  pour  la  jiçct^o^  YlII. 

Noué  eemntMefoiisperleeafWpInsiittipIé  ;  <wltèo*Wifedt,«%M. 
A<*dii«,  dans  kifiiiîl  «b  «beiolie  l«i  faeinés  de  la  congraenee  ^aËii 
(  mod.  p  ).  En  ptenaât  poUf  basé  ulie  racine  ^itnitlré  quelconqnli, 

on  doit  avoir  n  Ind.  x=o  (mod./? — i  ).  Quand  n  est  premie(r^Ti|p 
p'^if  bette  congnience  n'aura  qu'une  seule  racine^  savoir.  J  • . . . 

Xnd.  if^o  (ndjodl      k);  dàte,  dauS  eeéas  /i  (mod./»)  nWïi 

quIOMT  tiiemi  x^i  ( inbd.  p  )  -,  niais  quand  n  et 7^— i  ont  /  pour 
jplus  ^Tàitd  divlsèiiir  commuta  >  la  solutioa  complèle  de  la  eoh- 

gmence  n  Ind.  x^o  (mod.p — i)sera  x=o  ^mod.^^-j^  ^  (n°  3o), 

c'est-à-dire,  que  Ind.  x  devra  être  congru  suivant  le  module;?— i  à 

quelqu'un  des  nombres  o,        ^  f,'^-'\f^/~'y^~'^oi'  qo*U 

anra  ^  râleurs  incongrues  suivant  le  module  — 13  donc  aussi, 
dans  ce  etfs,  4  aura    valeuts itacongniès  suivant^.  On  volt  ausd 

que  l'expression  /i  (mod. a  aussi  iTTikliUVtANiflfeyilldlecIs  Sont 

absolumenr  k»  nlitM  qntf  ^ks.pHdédàoë }  ^oc  ircxpiessidn*  J/i 

•  r         •    .   »  * 

(ttbbd.  ;i)  est  (ouf  «à-fait  équivalente  a  l'expression  y^i  (mod./?), 

ou  ce  qui  revient  au  même,  la  congruence  ^moâ»  p)  et 

4a  èongmelifié  :C*^>  (mod./;)  oât  VU  Aièm«s  ta'driM^  nilàis  li 
.piemière  Mt^^aii  degré  io£lr|B«ff;ji.BHÂns  qu'on  nfait  cTeBfitf  . 

Exi  |/i  (mod.  tg)  a  trois  valeurs ,  parceque  3  est  le  plus  grand 
commun  diviseur  de.i5  pt,  idj  elles  seront  également  celles  de  i'ex,« 
t 

Ih^essibtt  Vi  (Mi  19).  CcSn^lsmuuÊt  t)  f,  tu    î  —  \  • 

63.  Cette  réduction  nous  ofifre  un  grand  avantage,  puisqu'on  n'a  plus 
besoin  de  résoiadlre  parmi  les  cengrueuce»  de  la  forme  ac^^^imod.p) 

a 
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:qti«  oellàl  rà.  A  'eit'  divkear'  da  modidei  ^mimij  de/l'anlté. 
|yiaisiioti».fittdiis>Toirtpks  bM-quetkri.ooo^raeooes. d» celle  ibcînè 
-peomt  esooie  s^abaisser  dATantag»^  ^noiqm'œ  qui  précède  nè 

suffise  pas  pour  cela.  Il  y  a  cependant  un  cas  qne  nous  pouvoM 
Jraitec  ici  à jSotad  »  peiuioùnsss  a.  Jl.eaC évi^onfteaefièt  queletyalenn 

de  rex^HPèwîon  v^i  (mod/p](ienÀf-^i'et^V>  piii8qû*dlen'ttipeaf 
a^ok  plus  de  deux,  et  qtte'T|*;i  et  r--'i:  «oiit.ineoiignityiàiiiQiiit 

que  le  module  ne  soit  ==3,  cas  auquel  il  est  clair  que  v/^^^ n'aurait 
.qu'une  jietile  ?a}e\u:.  .11  suit  de  U  que  -^i  et— •!  sont  emiiJIèiTàleiiri 

de  l'éxpredsion    i  (mod-.  fi,  quand  m  est  premieil  inrèc      1  ce  qui 

....  '«'7,1  ~3rf 

arrivera  toujours  lorsque  le  .laodule:, sera  tei  tç\h  ^ 

nombre  absolument  premier;  par  exemple,  quand  ^=3,  5,  7^ 
II,  23,  etc.,  à  moins  que ^ — i=3m,  cas  auquel  tous  les  nombiet 
a,  3. .    — I  sout  racines.  Remarquons,  comme  conséquence^ 
'^âe  l'indice  de  —  i  est  touîoûit  (oaod.  9— 1),'  qiieliè^qîie 

MlHa' r^cuè^prindtlYe  qpe'  l'ien  prénné  pôiu^lM}  car  a  Ind. 
C— 'i!)»o(mod.;>  — i  )-,  donc  ind,( — 1)  éera»o'ou 

ïnaîs  6  est. toujours  l'indice  de  -f-i,  et  +1  et — i  doivent  avoir 
ides  'indices  diffiSrens^  èxcé^  dans  lé  cas  où  /»ss'a ,  qu  il  n'est  pas 

Mfoe99a|lÇlî48;Ç6|al^^«'.7*oh.-  rT'>.  ?      .f.r-j::;  t      ;.  •  •: 

i  63*  Nous  avo'iils  fa i£  voir  {n^  61  )  que  l*expre8Bion       (mod.     a  iT 

râleurs  différentes  ou  n'en  a  absolument  aucune, si /est  le  plus  grniul 
commun  diviseur  des  nombres  iiQlp —  i  ;  Or  de  même  que  âous  avoa» 

.H*'^Tftfl';Ç/'^^V^  ^^«^«P^^'»:?*^^  <l^«>y*rf*^f*V«!i 
piouvéKMs  plus  gën'étaIeitieBrt>'qfké  l'toipéeàneii'       pébC  foiiqùiife 

être  ranenëe  à  imeautre  .}/B  ;  à  laquelle  elle  est  équivalente.  Soit 
en  e£fet  et  t  une  talent  qàelédnque  dé  l'iespressibn  ' ^ 

(mod.        )  «ql  ^e  itoujean.'Cii?  Si  );  deifJwliéiiEi  ideU^-De 

la  copgmence  x''=  A  ondÀAvii  af*^A'',  maia.àc|taaede /a^JT 

(flaifirf./'r^Oj  jdçnç^î'is-i'.  Aïpfi  une  ?fileur  quelconque 
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«...  '  .       •  ■ 

âc  v/v4-sera  aossî  une  valeur  de  v/-<^^'>  et  toutes  les  fois  que  \/A  aura 
des  valeurs  réelles,  elle  sera  absolument  équivalente  à  l'exprès* 

lion  v^^,  poisqu'elle  im  peut  EToir  de  Talenn  diffiSfentet»  ni  en 

moindre  nombre.  Il  est  vrai  cependant  que     A'  peut  avoir  des 

▼aleuis  léeUes»  sùisiiiie  fpor  cela       en  ait  iiéoe«ainiiieat« 

Exemple*  Si  l'on  cherche  les  T«lenn'  de  l'isxpression  j/j 
(mod.  Si),  lejplni  grand  common  divlsenr  des  nombres  a j  et  5q 

est  5 ,  et  3  est  une  raleor  de  rr  C  iBod;  5o  )  3  donc  si  v^a  a 

dés  valeurs  réelles ,  elle  équivaudra  à  l'expression  ^/a'  ou  |/8; 
On  trouve  effectivement  que  les  valeurs  de  la.  dernière  qoi  sont 
a,  10  et  19,  satisfont  aussi  à  , la  première. 

64.  Mais  afin  de  ne  pàs  entreprendre  inutilementtttfe  opération^ 
il  est  nécessaire  de.  chercher. le  caractère  auquel  on  poiiuà  imob^ 

nattre  si  y/ A  admet  ou  non  des  Valeûrà  réelles.  '5i  on  a  nise  table 

R 

d'indices  la  chose  est  facile,  car  (n°  60)  \^A  aura  des  valeurs 
réçlles  quand  Ind.  A  sera  divisible  par  cT ,  en  prenait  pour  base 
une  racine  primitive  quelconque,  el  dans  le  cas  contraire  elle  n'en 
Kura  |>as;  mais  on  peut  ansid'  le  découvrir  sans  Ic^  secours  dé  cette 

tablcé  Soit  én effet  A:5=Ind.  A,  si  k  est  diri^We  par  J^,  *) 

sera  divisible  par  p*-^!  et  réciproquement)  mais  l'indice  du 

nombre  A     ,  est  '        '  ^>  donc  si  y^^;(mod./y)  a  des  valeurs 

réelles,^  sera  congru  à  l'unitçj  sinon ,  il  sera  incongru.  Ainsi 
dans  l'exemple  de  l'article  précédent,  on  a  a*°=ioa4^i 

ai 

(mod.  3i),  d!où  l'on  conclut  que  l'expression  |/a  (mod.  3i)a 

des  valeurs  réelles.  De  même  nous  voyons  par  1&  que 
(mod.;;)  a  toujours  deux  valeurs  réelles ,  quand  p  est  de  la  ferme 
4'«-f-i ,  et  n'en  a  aucune  quand  p  est  de  la  forme  4wi-f-3,  car. . . 
(—O-ï-si  et  (— 0«-^-=— I.  Ce  théorème  élégant  qui 
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s*ëaoace  ordinairement  ainsi:  Si  p  est  un  nombre  premier  de 
firme  ^-l^-i,  on  peut  irmufor  un  fuarré  df  gui  renée  a*-|-i  divi^ 
siUe  par  p$  maie  «/p  eet  deià farmie  4ib—  x^onnelè  pourrapae^ 
a     démontfij-  de  oettè  inaoière  par  Ettler  (Cotftment,  uop*  Aok 
Petrop.  T,  XVin, /?.  iia,  1775).  H  en  aTalt  donné  une  autre  dé- 
monstration bien  antérieurement  ( Comm.  not^.  T.v ,  p,  5,  1760}; 
dans  une  première  dissertation  (T.  iv,  p.  aS),  il  n'était  pas  encore 
parvenu  au  but.  Lagrange  a  depuis  donné  aussi  une  démonstration 
de  ce  tiiéorèrae  {Nouif*  Mém.  de  VAc,  de  Berlin.  1775,/?.  342). 
Nous  en  expoMMat  encoM  ime  diAenté  dtfii  Ut  section  suivante,' 
•mcooMpiëeà.oe.gVKVde  coiiiyérfttioM. 
65.  Apite  avoir  ezamiiié  comment  on  petit  rédnire  tpntetles  expiei* 

•ionsV-^  (mod./;)  à  d'autres  dans  lesquelles  n  soit  diviseur  de  p — i» 
et  après  avoir  trouvé  le  caractère  auquel  on  reconnaît  s'il  7  a  des  ra- 

4BinèsréeUesoanon>  conSidtfnmtcvepplusdeBoinlescxpmiions 
{mod.;?),  dans  lesquelles  n  est  diviseur  de Nous  ferons  voir 
d'abord  quelle  est  la  relation  qu'ont  entr'elles  les  différentes  valeurs 
de  cette  expression,  ensuite  nous  indiquerons  quelques  artifices  au 
mo^en  desquels  on  peut  le  pldt  sonvent  trouver  une  des  valeurs»  > 

1**.  Quand  ^^i,  etquersera  une  des  valeurs  de  l'expression  |/l 
(mod.  ou  que  r"^i  (  mod.  toutes  les  puissances  de  r  se- 
ront aussi  des  valeurs  de  celte  expression  ;  et  il  j  en  aura  autant 
de  différentes  qu'il  jr  a  d'unités  dans  l'exposant  auquel  r  appartient 
(n°  48  ).  Si  donc  r  est  une  yeleor  appartanant  à  Tesposant  n,  le»  . 
pniitances     r».  H,  t^.,.?*  (où  l*uiilé  peut  remplacer  la  der- 

nière  )  renfermeront  toutes  les  valeurs  de  l'expression  j/ 1  (  raod.  p 
Nous  expliquerons  plus  en  détail  dans  la  section  YUI  comment  OU 
|)eat  tronm  cet  lakursqui appërtieiiMBt àVesppMiitii* 

4^  Quand  A  est  incongru  à  l'unité,  et  qiie  l'on  connaît  une 

valeur  t  de  l^Bipcenlon  ^A  (mod.  p"^^  on  trouve  lei  atitcet  delà 

manière  suivante:  foieut  1 ,  r,  r*,  r*,  , . ,      !«•  valeuit  de  ï/i,btt 

■ 

aura  Zf  zr,  zr*,  zr^, .  .xr*"'  pour  les  valeurs  de  ^A)  car  il  est  évi- 
dent que  tous  ces  nombres  satisferont  ^  Uçoogrneoce  x'^j^',  pniiv 


Digitized  by  Google 


AHITHMÉTIQUES.  '4^ 
qn^eik  tBot^  û  xr'^i  ua  des  nombres  de  la  suite  «  comme  r^&i  et 
que  z'^A,  on  «Oini  t^^i ,  et  partant  #■/*»=  (  zr* y^A.  Il  est  aisé 
de  juger  que  toutes  oes  valeart  sont  dilffiSrentes  (n^       donc  l'ex- 

a 

pression  y^A  ne  peut  avoir  d'autres  valeurs  j  puisqu'elle  ne  pepl  en 

avoir  plus  de  n.  Par  exemple ,  si  une  valeur  de  Haiifitt 
fBia^«.^On  doit  oondnre  de  ce  qm  pcéoAdto,  que  l'on  ne  peut 

trouver  tontes  les  Talevn  de  n/^ji-,  à  maJas  qu'on  ne  puisse  avoir 
toutes  celles  de 

66.  La  seconde  recherche  que  nous  nous  étions  propoide  Con* 
liîsie  à  détenniner  le  cas  où  l'on  peu(  tronvar  ^»T*tifmitf 

▼alenr  de  l'eypression  i<A  (  mod,  p),  diwis  kiqwiQejy  ^  dlfisenr 
de  1.  Cela^arrive  quand  il  y  a  une  valeiir  cpngme  à  une  puis- 
sance de  ^,  et  comme  ce  cas  est  très-fréquent,  il  ne  sera  pasd^acé 
de  s'y  arrêter  un  insOnt.  Soit  z  cette  valeur,  si  elle  existe,  onanrà 
z^A'  et  z'^A  (moâ.p);  donc^^/f*-j  et  si  l'on  peut  défera 
miner  k  de  manière  que  cette  condition  soit  remplie,  sera  la 
yalenr  cberchée^  mais  la  condition  précédente  revient  à  celle-ci 
Aiisi(mod.«)^<étantrexpo8antauquel^appartient.  Or  pour  que 
^te  congnieneff  soi»  possible^  il  ftpt  qne  1»  soit  premier  avec  /,  «t 

dansoe.oii^  mmitmi  (t»d.      siau  contraiw  #  et  »  ont  «n 

diviseur  commun,  aucune  valeur  de  z  ne  sera  coilenie  à  une  • 
puissance  de  A, 

67.  Mais  comme  il  est  nécessaire  pour  cette  solution  de  con- 
•naître  /,  voyons  comment  il  faut  procéder  quand  on  ne  le  connaît 
pas^  On  voit  dlabwil  j&cikmntqquB  <  fbk  ètt»  i^^^iiffft^4fiSz:l^ 

ir^r.  (j^F)^  àw  valeurs réelks,  ce  que  nous  supposons 
ici.  ^t  en  effètjr  iMne  quelconque  de  ces  valeurs,  on  aura  (n»  5q) 

etjr-=^  (  iBod,  p);  en  élevant  à  la  puissance  ^  les 

deux  membres  de  la  cottgruettQB7«si^)  onanm ^'ssA  *  si-j 
.d'aUïemrs^sii  doiic«=iso  (mod.  t)  (0048).  Or  si^  eit 
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premier  avecn,  lâcongruence  kn—i  pourra  être  r^Iùe  suivant 

le  module       «  et  toute  valeur  de  k  qui  y  satisfera  suivant  ce 

module,  y  satisTera  «vtti  (n^  5)  soiFaot  la  module  t  diviseur  do 

donc  on  tcoûveira  «Ion  ce  qu'on  cbercbait.  Si       n'est  p«i 

premier  avec  n,  soit  y  le  produit  des  facteurs  premiers  de  qui 

divisent  -m  mÂmc  temps  m  sera  premier  avec  Ji«  et  si  çoiif 
ditioa  que  t  soit  premier  arec  is  a  lieu»  f  sera  aussi  premier  aveç 
f ,  et  comme  il  divise        il  divisera  doue        ainsi  en  résolvant 

la  coognience  Itn^t  ^mod.  ^~^)  >  ce  qui  péuf  se  lidre  pnûque  li 

0it- premier  avec       ,  la  valenr  de  k  satisfera  aussi  ^  la  con- 

gmeDce>  suivant  le  module  /,  Tout  l'artifice  cons^e  à  trouver  uij 
nombre  qui  puisse  remplacer  t,  i\ue  nous  ne  connaissons  pas  j  mais 

il  &ut  se  souvenir  que  dans  le  cas  où^^  n*est pas  premier  avecn^ 

BOUS  avons  supposé  If  premier  avec    et  si  cette  condition  manque» 

toutes  les  conclusions  sont  fausses-,  c'est  pourquoi ,  si  en  suivant  té- 
mérairement les  règles,  on  trouve  pour  z  une  valeur  dont  la  puissance 
n  ne  soit  pas  congrue  k  yi;  \e  résultat  prouvera  que  cette  conditiott 
41'a  P4S  lieu,  et  que  partant  1^  piéthode  n'est  pas  applicable.  • 

** 

68.  Mais  dans  ce  cas  même  ,  il  est  souvent  avantageux  de  faire 
cette  recherche:  elle  oflfre  l'avantage  de  faire  trouver  de  vraies  va- 
leurs an  moyen  des  faussM.  Supposons  ai  effet  que  les  nombre^ 
A:  et' a  aimt  été  convenablement  déterminés»  mais  qu'on  n*ait  pas 
sie'&A  (waùA,p')i  Alors  si  on  pouvait  seulement  détemiiner  les 

valeurs  de  v^^j,  (mod.  p),  ces  différentes  valeurs  étant  multi- 
pliées par  z  donneraient  celles  de  y^jit  en  effet»  si  if  est  une 
▼aleur  de  \/é.  on  anra  i^a^^A  \  mais  l'eipresâon  |/-r  ^ 
plus  simple  que  y^A^  pi^peque  le  plus  souvent  appartient  à  un 
«xpoMipt  moindre  que      car  «i  J  est  le  plus  grand  tommup  div^- 
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•èardc  t tl  éoq,  ^  (mod,p)ApputisaarAkVeïïpomià,  eeqnliêaé. 
Inontn  ainsi  :  puiwjuezs^,  a  vient  ^.  i  (mod.;?);  maii 

iti^ieit  divisible parC3i  (no p,^.^^  e=L  ^^tt  par  /,oa^  par  ^ 
i)*alltean  ^  est  premier  avec  J-,  donc  aussi  ^  est  divisible  pàr^, 
W  ?^.iwr  2».  et  partant  ior- 1  par  3,  ou  ( Iw— t  ) dpêt  /.  Doue 
'^te-iV^t  (raod.;>);  d'où  l'on  déduit  facilement  que  ~  élevé  k 
Ja  puissance  dest  congru  à  l'unité.  Il  «crait  facile  de  démoofrer  que 
ne  peut  pas  appartenir  à  un  eipotant  piui  petit  que  d;  maii 
comme  cetîe  démonstration  ne  pent  nous  être  utile ,  nous  ne  nous 
j  arrêterons  nu.  Nous  sommes  donc  certains  que  ^  (mod.  ap- 
partient toujours  à  un  plus  petit  exposant  que  j^,  cicepté  dans  le 
cas  unique  o&  Von  «ocait  dtsst, 

UaU  àqutti  serf  que  ^  appirtienne  i  un  plus  petit  exposant 
que  ji7  Ily  aplok  dé  nombres  qui  peuvent  être  ^  qu'il  n'y  en  a 
qui  peuvent  6tre  ^,  et  quand  an  a  occasion  de  résoudre  plusàsurs 

«spMsîom  de  k  fim  t/^y  suivant  le  même  nodob^  on  V  gai^ 
de  pouvoir  tirer  d*niie  même  source  lasolntion  de  plusieurs.  Ainâ, 

par  exemple,  on  déterminera  au  moins  une  valeur  de  i/^(mod.a9}, 

si  l'on  connaît  seulement  les  valeurs  de  |/—  1  (mod.  ag)  ,  qui 
sont  ri=  13;  eu  effet  l'on  voit  sans  peine,  par  les  articles 
précédens,  que  l'on  déterminera  d'une  manière  directe  une  valeur 
.quand  /  est  impair,  et  que  d  sera  =  a  quand  /  est  pair j  or  il  n'j 
a,  que  —  i  qui  appartienne  k  l'eiposant  a. 

£xempigs. 

s 

$eit|/5i  (mod.  37);  on  a;»— 1:=:56,  ii=3,£:il=,a  et 
partant  y=3j  il  faut  donc  qu'on  ait  3X:si  (mod.  4),  ce  qui 


Digitized  by  Google 


So  RECHERCHES 

donne  Â=S*  Donc  zs3i'  (mod.  37)s6)  l'on  troiive  effisctiw- 

TenMnC6*BSi  (mod,  S7);SiIesvelenrsde  |/i  (mod.'57)  étaient 

3 

connues,  on  pourrait  aussi  délermioer  les  autres  valeurs  de  \/Siî 

3  3 

or  les  valeurs  de      (mod*  37}  sont  i ,  10,  a6}  donc  oeUet  de, 
tuoniô,  25,Q. 

» 

'  Soit  maintenant  |/S  (mod.  $7);  on  ànra  ^««isSS^  007; 
^^b:i8>  et  partantes  a;  donc  on  doit  avoir  ai(si  (mod.  9)» 

d*où^=5)  doQcz=S^=ai  (mod.  57)^  mais  ai*  n'est  pas  congru 

avec  5,  mais  avec  34  >  or  on  a  mod.  37)=  —  i  et  \/  —  t 
(mod.  37)  =±6}  d'où  l'on  tire  les  vraies  valeurs  ±6. ai  =zfc  i5. 

Voilà  à-peu-près  tout  ce  que  nous  pouvions  exposer  ici  sur  la  ré- 
solution de  ces  expressions.  Il  est  clair  qtie  les  niélhcKÏeS'directes  de-- 
Tiennent  souvent  assez  longues  j  mais  cet  inconvénient  a  lieu  dans 
presque  toutes  les  métliodes  direptes  deik  tiidocie  des  nombrea: 
Aussi  nous  n'aTcms  pas  cm  devoir  négliger  de  faire  voir  ce  qu'on 
peut  en  attendre,  li  convient  aussi  d'observer  c|ae  les  artifices  par? 
ticnlieEft  qui  se  présentent  à  un  homme  deicé»  n'entrant  p9»  dans 
notre  plan. 

69.  Revenons  maintenant  aux  racines  que  nous  avons  appelées 
primit'wes.  Nous  avons  fait  voir  que ,  si  l'on  prenait  pour  base  une 
racine  primitive  quelconque,  tous  les  nombres  dont  les  indices\ 
sont  premiers  avec  p — i,  étaient  aussi  des  racines  prindttveij»  et 
qu'il  n*/  en  anrait  paa  d'antras,  d'oà  nous  avons  conclu  le  nombre  de 
ces  racines  (n«  53  )  :  et  comme  le  cbois  de  celle  que  l'on  ]frend  pour 
■base  est  en  générd  arbitraire^  on  voit  qu'ici ,  comme  dans  les  loga- 
'rîthmes,  on  peut  avoir  plusieurs  systèmes  (*).  Cherchons  les  relations 
qui  les  lient  entr'eux.  Soient  a  et  5  deux  racines  primitives,  et  m  ifn 
autre  nombre.  Soit  de  plusTnd.  b=^,  quand  a  est  pris  pour  base» 
Ind.  m^fA  (mod.  p — i).  Soit  au  contraire  Ind.  Ind.  m=ir 

(mod.;i^x)  dansl'hypothèse  oùl'on  prend  b  pour  basr,  onanra  a  =b, 

(♦)  Mais  ils  diflTèreot  en  cela,  que  dans  les  logarithmes  le  nombre  des  systèmes 
«t  infini,  etqu'UwtidAgalMDOinbKdcsndiraspriBidTiSyCsrkslMiM  coo:- 
gniM  prodoissBt  évidemnism  les  BitsMsqratèiaM 
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donc ~//  ,  d*où  etjS^  i  (mnd.  /v-^i).  On  trouvera  de mêaM 
v^ctfc,  /ct~j8r  (  mod.  —  i  ).  Si  donc  on  a  une  table  d'indices  cont> 
truite  pour  la  base  <z ,  on  pourra  facilement  la  changer  en  une  aulre 
dont  la  base  est  b.  En  efiet,  si  lad.  pour  la  baae  a,  lad.  a 

•e»      (mod.  /!-<<-  s  )  pour  1«  base  6>  et  maltipliant  par  ce  nombce 

tout  les  indioet  de  U  table ,  on  aura  tons  les  indices  ponr  U  l»ate  >« 

70.  Mais  qnoiqQ'an  njMniMn  donné  puisse  avoir  plnsievs  indices, 
en  prenant  pour  baae  différentes  racines  primilives ,  tous  ces  indices 
anront  cette  propriété  commune,  que  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur vrec.p —  I  sera  le  même.  En  effet ,  A  étant  tin  nombre  donné , 
si^Ind.  A~m  pour  la  base  a,  et  Ind. -^=«  pour  la  base  A,  et  si 
leurs  plus  grands  communs  diviseurs  et  v  avec  p — i  sont  sup- 
posés inégaux)  soit  f^^v,  p-  ne  divisera  pas  n  j  mais  si  Ind.  â=« 
pour  la  base  b,  on  aura  (art.  précéd.)  (mod. /y— i}, 

el  partant  pk  divisera  anssi  n. 

On  peut  encore  s^assurer  que  ce  diviseur  commun  des  indices 
d'un  nombre  donné  et  de       i  >  est  indépendant  de  la  base  éfa 

observant  qu'il  est  égal  à  ^-  ^  ' ,  /  étant  l'exposant  auquel  appar- 
tient le  nombre  dont  il  s'agit.  En  effet,  si  l'indice  est  k  pour  une 
base  quelconque,  t  sera  le  plus  petit  nombre  (zéro  excepté),  qui 
multiplié  parX,  donne  un  produit  divisible  par       i ,  ou  la  plus  petite 

valeur  de  l'exprcMion  ^  (  mod.  /7—  1    mais  on  déduit  sans  peine 

du  n°  39  que  celte  valeur  est  égale  au  plni  grand  coaunon  divi- 
seur des  nombres  k  et  p—'i,  (*) 


(*)  La  demiér*  phrase  de  l'auteur  ne  me  sembl*  point pwmTtf  ce  qa'il  a  ayaocé  ; 
il  s'y  est  sans  doute  glissé  quelques  fautes  d'impression  qui  lui.  ont  échappé.  Au 
reste  je  crois  que  l'on  peut  y  suppléer  de  la  manière  suivante  : 

Vniaqua-tMtIspluB  petit  no^K  qui  renda  AlAvUMe  parp— 1,  eemnaniii 

«■hd  qui  rendra     divisible  par        ,  cf  *  étant  !•  plus  grand  commun  dnriiAv 

* 

h       D— 1 

•ntn  k  et      1.  Or  ^  et        étant  premien  entra  anx,  la  pha  petit»  valant 


-  da  i  convenable  est^-3-^1  donc  ^-y^  =:  t  et  <f  (,Note  du 

•Il  •'  •  <•  •        .a      .  I.     .  , 


U-adMcUur.) 
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171.  On  cJi'monfre  facilement  i\ne  l'on  peut  toujours  (louver 
uj:e  base  telle,  (ju'un  nombre  appartenant  à  l'exposant  /  ait  un  in- 
dice donné  à  volonté.  Le  plus  gruud  commun  diviseur  de  cet  indice 

et  de  p-^i  étant  ^-j^»  désignons  par   ce  diviseur,  ctsoUriDdicè 

proposé  mdmi  loit  dn  l'indice  du  nombre  donné  quand  on  prend 
pour  bâie  ]a  racine  primiUvQ  quelconque  it$  00  aura  Jn  et  il  prev 

jnien  aveo^-j^  on  I.      ô  '<  esl  uoe  Talenr'del'eiprafldoD 

(mod.;? — 1)  ,eten  même  temps  premier  avec /7—.1,  a'  sera  la  racine 
primiliTe  cherchée^  car  on  aura  a  ^bo^b  au  nombre  proposé 
(niod./»).Ilnousrecteiprourer  quereipreitlon  ^(oiod.  P'^i)  peut 

admettre  des  valeurs  premières  iftee  f^— i;  elle  équiraul  à-^ 

(mod.  £^)oa«^(niod.O»(n"  Si,  a*)  et  tontes  les  valeurs  en  seront 

pcemiècesayec/;  car  si  une  valeur^avaitundiviseurcommunaTtc/y 
cedivitourdevrait  aussi  diviser /n«,  et  partant  diviser/7  qui  est  congru 
àm^>  suivant  le  module/,  ce  cjui  est  contre  l'hypothèse  suivant 
laquelle  n  est  premier  avec /.  Ainsi,  quand  tous  les  diviseurs  pre- 
miers de  p — 1  divisent  aussi  /,  toutes  les  valeurs  do  l'expression 

'  (  mod./)  «ont  premières  avec  p^i,  et  leur  nombre  est  mais 

quand  p —  1  lenfenne  encore  d'autres  fiiclenrs  premiers/,^,  h,  etc* 

qui  ne  divisent  pas  t,  soit  e  une  taleur  àe (  mod.  /  ) ,  comni» 

fff»  S»  ^»  premiers  entre  eux ,  on  peut  trouver  on  nombrs  s 

congru  4  e  suivant  le  module l«  et  congru,  stfîvant/',  g,  h,  etc.,  à  des 
nombres  quelconques  premiers  avec  ceux-ci  (n*  Sa).  Ce  aombrâ 
m  sera  divisible  par  aucun  foctenr  de  p—i,  et' pariant  sera  pre- 
mier avee  lui,  comme  il  est  nécessaire.  On  pourrait  démontrer 
sanspeine.par  la  théorie  des  combinaisons»  que  la  nombre  de  ces 

Ttleurs  est  .       •       •  ete»$  mais  aows omettons  ceUa 

démonstratiou  qui  ne  peut  nous  être  d*aucane  !|tiUté.  . 

7a.  QiMrfqn*en  général  on  pcdsse  pirendn  arbitrairement  pofv 
base  «lia  radna  pdmitiTe^ndconquaj  certains  avantafss  |«rt&» 
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çuli(îrs  peuvent  faire  prctérer  une  base  à  loule  autre.  Dans  la  table  I 
nous  avons  toujours  pris  lO  pour  ba^e  quand  il  clait  racine  prinii- 
i^ve,  et  daqslet  «olies  cas  noua  «Toni  choiti  U  base. de  manière 
que  Tindioe  du  nombre  lO  filte  le  plut  petit  possible ,  c'est-à-dire 

±=^y  /  éfant  l'exposant  auquel  lo  appartient.  On  en  recon- 
naîtra l'avantage  dans  la  scct,  VI,  où  la  mên)e  table  ?f  ia  Employée 
k  d'autres  usages.  Mais  comme  il  peut  encore  resler  ici  quelque 
chose  d*arbitraire>  ainsi  qu'on  le  voit  par  l'article  précédent ^ 
nous  avons  toujours  cboisi ,  fotmi  foutes  les  racines  primitives 
qui  satisfont  à  la  question,  la^^p  petite  pour  basé:  ainsi  pouf 

/te=75,  oo a fp=8 et  ^csq,  a  =  6  valeurs  qui  ^ni  5  ,  14, 
30,  28^  59,       et  nous  avons  pris  5  pour  base. 

75.  Laplopit  des  méthodes  qui  servent  AitoiiserlgaMrfiiaa  |m>î^V 
4ives  reposent  en  grande  partie  sur  le  lâtuiuieient»  Si  i*oB  i^unit<v 
que  nous  avons  dit  (  n^  55)  avec  ce  que  nous  dirons  pins  bas  sur  la 

résolution  de  la  congmence  jr"~i,  on  aura  à-pèu-près  tout  ce 
qui  peut  «e  faire  par  k^s  méthodes  générales.  Kuler  avoue  (  Opus- 
^ula  analyt.  T,  \,p.  i5a.)  qu'il  lui  semble  extrêmement  difficile 
'désigner  ces  nembres,  et  «jue  l«*ur  nature  doit  éire  rainée  dan» 
les  points  les  plus  épi^iade  la  théorie  des  aMsbr4s>  mais  on  les 
tBonvt^  ,9mn  facKfmenl  p^r.  la  méthode  soivanle.  Les  Jhoiwnes 
eiereés  préviendront  facitemeni  la  longueur  dii  iêiApuX  par. beau* 
çonp  d'arlifices^|viab  |;ii«||^les  -indique  miedx  qîié  les  préceptes, 

«•.Ou  prendra àve|èBtéMBesnlifewp»einier.avec  le  module (*), 
«t  isfiitent  le  eateul  devteor  plus  aimfile  'lersttu'on  prend  43  le  plus 

'petit  possible,» par eUeuif^ej  en* déiiRMii*e|ùisB; période (n» 46 
e'esi-àsJire  les  résid  us  minima  de  ses  puissances  ,  jusqu'A  ce  que  l'on 

-parriemie  à  nue  poi»»ancen',  qui  ait  ■  pour  ri^du  iiMWiîwmis  ("J. 
Si.i'on  a  t^ff—i,  a  sera  une  racine  primitive. 


Noua  déiigaerons  tonjou»  la  modtils  par 
(♦♦)  Il  est  aise  de  voir  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  ces  puissance»,  car 
P*y  ^l'btmir  1*  réndu  mnimum  d'une  puiatance  au  moyen  de  la  puitMoca 


Digitized  by  Google 


S4  RECHERCHES  ' 

Mais  si  t<Cp —  I ,  on  prendra  un  autre  nombre  qui  ne  soit 
pas  contenu  dans  la  pcriode  de  t2,  et  l'on  cherchera  de  la  même 
manière  sa  p<îriode.  En  nommant  u  l'exposant  auquel  b  appartient, 
on  voit  facilement  que  u  n'est  ni  ^gal  à  ^ ,  ni  une  de  ses  parties  ali- 
quotes  f  car  dans  les  deux  cas  on  aurait  b'=  i ,  ce  qui  est  im- 
possible, la  période  de  a  renfermant  tous  les  nombres  dont  la  puis* 
Sance  /  est  congrue  à  l'unilu  (n''  53).  Or  si  u=p — i ,  b  sera  une 
racine  primitive-,  si  u  n'est  pas  =p — i ,  mais  un  multiple  de  /, 
nous  aurons  encore  l'avantage  de  connaître  un  nombre  qui  appar- 
tienne à  un  exposant  plus  grand  ,  et  partant  nous  approcherons  de 
notre  but,  puisque  nous  cherchons  le  nombre  qui  appartient  à  l'expo- 
sant maximum  mais  si  u  n'est  ni=/? —  i,  ni  multiple  de  t ,  nous  pou- 
vons trouver  un  nombre  appartenant  à  un  exposant  plus  grand  que  t 
et  u\  cet  exposant  sera  le  plus  petit  nombre  divisible  à  la  fois  par 
t  et  u.  En  effet,  soit ce  dernier  nombre-,  on  décomposera^  eu  deux 
facteurs  m  et  n  premiers  entre  eux,  dont  l'un  divise  /  et  l'autre  u 

Soit  ar~Ay  b'^B  (mod.  p),  AB  appartiendra  à  l'exposant^; 
car  on  voit  facilement  que^  appartient  à  l'exposant  m,  B  à  l'eX' 
posant  n,  et  parconséquent  AB  appartiendra  à  l'exposant  mn  , 
puisque  m  eln  sont  premiers  entre  eux,  comme  on  peut  le  démoa- 
trcr  en  suivant  exactement  le  procédé  du  n°  55, 

5<*.  Si^= p —  \,AB  sera  une  racine  primitive,  sinon  on  prendra 
de  même  un  troisième  nombre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  la  période 
de  AB  \  ce  nombre  sera  une  racine  primitive,  ou  bien  il  appartiendra 
À  un  exposant  ou  bien  enQn  par  son  moyen  on  déterminera  un 
nombre  appartenant  à  un  exposant  y>y  :  donc ,  comme  les  nombres 
qui  résultent  de  la  répétition  de  cette  opération ,  appartiennent  à  des 


(*)  On  voit  facilement  par  le  n»  18  comment  on  peut  faire  cette  décomposition. 
Ou  décomposera^  en  facteurs  qui  soient  des  nombres  premiers  ou  des  puissances  do 
nombre»  premiers  différens;  chacun  d'eux  divisera  t  on  u,  ou  tous  les  deux.  Oa 
écrira  sous  (  ou  sous  u  ceux  qui  divisent  t  ou  u.  Quant  à  ceux  qui  diviseront  u  et  t, 
peu  importe  bous  lequel  on  le»  écrive.  Si  l'on  fait  m  =  le  produit  de  ceux  qui  iont 
écrits.  8OV8  t,  n=  le  ])roduit  dp  ceux  qui  »ont  écrits  aousu,  U  ett  évident  que  m  di- 
viiera  /,  que  n  divisera  u  et  que  mn=y. 
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eipmam  qui  Tonttoaif»»»  eii.anginBiU«nt>  et  icni  aétaiynluf  divl», 
lenctfle/»— il  est  évident  qu'on  eotroarera  enfin  un  qniappir- 
tiendra  afa  maxintiun  p^i,  oe  sera  la  xaeine  pnmitlvet 

74.  Eelaiictisoatcecipariin  exemple.  Soit  ;^=73,  pour  lequel 
on  demande  m  laclne  prunîtive.  Sàsafpna  d*abord  le  Mombce  a^ 
dont  la  iféiiode  est  ..^ 

1.2.4.8.16.53.64.55.57.1  efc. 

o.i.a.5.  4*  5.  6.  7.  0.9^  etc.  '     •  • 

  '  ' 

«Oooq  puisque  9*S3i  »  a  n*est  pas  racine  primitive*  Essayons 

aonbcp  5  qâœ  se  tcouvejias  dans  la  période  de  a,  sa  pér^Mbjost 

i;5. 9. 27. 8. 24. 7a. 70. 64. 46. 65. 49.  I  etc.  * 
o.i.a.  5.4.  5.  6.  7*  â.  9. 19. II .la  etc. 

Donc  5  n'est  pas  non  pTus  racine  primitive;  mais  le  plus  petit 
nombre  dit'isiMe  â  la  fois  par  les  etposans  9  et  la  ,  auxquels  a  et  3 
appartiennent,  est  36,  qui  donne  f;7=9et/z=4*  Uouc  élevant  a  à 
la  puissance  f  =  1 ,  5  à  la  puissance  ^=s5,  le  produit  de  ces  deux 
puissances  est  54,  qui  appartiendra  k  l'exposant  36.  îli  enfin  on  cal- 
enle  la  ^érlâdê  de  54>  et  qu'on  essaye  un  wanalbite  qui  n'/  soit  pat 
'contenu,  5  par  exemple  >  on  trouve  qull  est  racine  primitive. 

;  Avant  d'abandonner  ce  sujets  nous  présenterons  quelques 
propositions  qui  ne  nous  paiaissentpat  indignes  d'atlentionL»  à  canse 
de  leur  simplicité.  .  . 

£e  produit  de  tau»  le»  termes  de  la  pênoée'^tm  nombre  çueU 
rnnque  eet^t  quand  leur  nombre  ou  Pexpoeant  auquel  apparu 
iiffU  lenambredom  ile*tqpieH  impair,  et^'^i  quand  il  ete 
pair. 

Par  cSwmple,  pour  le  nsodule  iS,  la  période  de  5  est  composée 
des  termes  If  5,  is,  8,  dont îe  produit  480=— t  (mod.  15)^801- 
Tant  le  même  modub ,  la  période  de  3  est  non^iosée.  des  tjBfmii 
I,  5,  9,  dont Iq produit 37=1  (mod.  i3)» 

-   Sait /  l'exposant  anqnd  le -noBiliBe  appartient;  en  p 

tt^vcr'Çn»  71 }  une  bake  pour  laquelle  Ilndiee  du  nombnnoif 
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4ono.il.Mfft  »a  (jnod.  .fi'^i  )«-.q|i«nd  <  fftt  .««pair r  nt.m'^i 

quand  t  ttt  pair.  Dans  le  pramier  cas,  le  produit  est  »i''(iÉdd.  p)^ 
dans  le  aeoond,  sr^-.i  (iqod. i 

76.  Si  le  nombre  da  tbéprènie  précédent  es^^neiiacioe  primitiTe; 
ta  période  comprendra  tons  les  nombres  1  ^  a .  5^  4>>  •  •  P'^  '  » 
le  ptodnit  sera  pareonaéqoétat  tonjonrt  ^^1;  car  ^ — t  est  ton* 
fohrtpiiTj .excepté  dàns  le  cas  où p=2 ,  et  alors  on  a  iDdifféreminent 

^1  on  Ce  théorème  élégant  qu'on  énonce  ordinairement  de 
cette  manière:  Le  produit  de  tous  les  nombres  plus  petits  qu'un 
nombre  premier  étant  augmenté  de  Vanité,  est  divisible  par  ce 
nombre  premier,  a  été  publié  par  lVarmg<\\x\  l'attribue  à  WiUon 
ÇMediladqaes  uilgeb.  £d.  5,  p,  58o)-,  mais  «ncnn  dos  àfiw^  n'a 
Bii  Je  démoptrer»  ot  Waring  avoue  que  la  démonstration- lui  ei^ 
mble  lî'âHtant'piùs  difficile  (iu*il  n'ja  (H>itkt  devzo/9/Mnp«rla<{ne9f 
'on.,pn^8sei«pr^er^ m  premier-;  pour  nous,  nous  pensons 

qiiek  dém9nstr9ti0(^  decetlesorte  devéritésdoit  être  puisée  dans  les 
princîges  {Jutôt  que  dan»  la  notation.  Lagrange  en  a  depuis  donné 
une  dérnonstialion  {Nou^.  Mém.  de  T Ac.  de  Berlin,  1771  )»  ''^ns 
laquelle  il  s'appuie  sui*  la  considération  des  cocfiicicns  que  l'on 
trouve  0û  développant  le  produit         '  !'  '  '. 

el  il  fait  voir  qu'en  supposant  ce  produit 

les  coemcient  ^,  B,  otc,  Jlf  sont  divisibles  par  p-,  or 

'       .  i\'î=i.a,5. . .  ;7 — I. 

Val^toMAt  si  jrpŒi,  lo  produit  est  divisible  par  p\  mais  alors  il 
sera  Sl-H  iVCmod.  /?),doBC  i-f^iV^eat  divisible  par;». 
•  I  'S^^'^àl^Opusc,  analyu  T.i,p.  Sig)  en  a  donné  une  démons- 
Mlon  qui  rente©  dans  celle  que  nous  venons  d 'et poser  >.  ainsi 
miisque  de  tçU  hommes  n'ont  pas  cru  ce  sujet  indigne  de  leurs 
^  ^  meditalioBS 
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méditations ,  nous  espérons  qu'on  ne  nous  désapprouvera  pasd'offiic 
encore  ici  uoe  autre  manière  de  démontrer  ce  théorème. 

77.  Nous  dirons  que  deux  nombres  sont  associés,  comme  l'a  fait 
Euler y  lorsque  leur  produit  sera  congru  à  l'unité.  Cela  posé,  par  la 
section  précédente  ,  tout  nombre  positif  moindre  que  p ,  aura  tou- 
jours un  nombre  associé  moindre  que  p  et  il  n'en  aura  qu'un  -,  or 
il  est  facile  de  prouver  que  parmi  les  nombres  i  «  a>  3,...^-*~i  ^  il  u'j 
a  que  I  et;7~i  qui  toieiiteaz-iiiêiiieslencsaaioeiéf»  car  ceux  qui 
joniront  de  cetite  propriété  seront  donnés  par  !a  coognience  1  . 
qui  ne  peut  avoir  que  deox  racines  x  et/9-»ii  Supprimant  donc  ces 
deux  nombres,  ks  antres  a.  S,  4*  •  •  P — ^>  seront  associés  deux  à. 
deux;  donc  leur  produit  sera  =1  j  enfin  multipliant  par  p^l$  le 
prodnit  de  tous  i.3.3.4*.«/' — i^^— 1=— •!. 

•  * 

Par  exemple,  pour  ^ssi5,  les  nombres  3,  5,  4»  5,.  . .  11  s'as- 
focient  de  la  manière  suivante:  a  avec  7,  3  avec  g,  4  avec  10, 

5  avec  8,  6  avec  ii^  donc  3.3.4...1i^i^  et  pactaiit. . . .>  

i.a.3. ...  13  =  13  =—i. 

78.  Le  théorème  de  TVilson  peut  être  rendu  plus  général  en  l'énon-  . 
çant  comme  il  suit  :  Le  produit  de  tous  les  nombres  premiers 
avec  un  nombre  donné  A  et  moindres  que  ce  nombre ,  est  congru. 
êËiwant  A,  à  Pwùté prise posùipaaeniou  ft^aitp^mcnt,  L*nnité-, 
doit  être  prise  négatirement  quand  ^  est  de  la  fiirme  fT  on  apf^, 
p  étant  un  nombre  premia  diffiSrent  de'a>  oii  éncV^e  qnaad  A^^r 
et^osiâvement  dans  tons  les  autres  casl  Le  diéôrcme  de  Wilson  est 
contenu  dans  le  premier  cas.  Exemple.  Voxa  A=i5f  le  produit 
des  nombres  i  ,  a,  4  >  7>  8,  1 1 ,  i3,  14,  est  =  i  (mod.  i5).  Nous 
supprimons,  pour  abréger,  la  démonstration.  Nous  observerons  seu- 
lement qu'on^  peut  y  parvenir  comme  dans  l'article  précédent, 
excepté  que  la  congruencea;*=i  peut  avoir  plus  de  deux  racines, 
ce  qiA  demandé  certaines  considérations  particnlikes.  On  pourrait 
«usn  ia tirer  dé  la  êonsidérifion  des  indices»  coninie  dans  le  a?  75, 
si  Fon  y  joint  ce  que  nous  dirons  «ont  à  l'heure  des  modules  corn-  ' 
posés* 

-  79,  Rerenons'i  réomnéràtioB  dés  antres  propositioiis  (n*  tS). 
'  'lA$omme'.ie.tOMa  hê  ierma  dù  la  pÉHoàû  ^un  nombre  quet* 

H 
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Ain»  d^ui*  l'exemple  du  n"  75 

Soît  aie  nombre  dctnt  11  s'agit,  et  /rexposant  auquel  il  appartient* 

La  somme  de  tous  les  termes  de  la  période  sera  

s 4-a?+:<i*4^ ,Hra!-*^^^Cmoôf.py,  or  ai—  1 

donc  aussi  ^^^o,  si  a—- 1  n'est  pas  divisible  par;?;  il  faut  donc 

excepter  ce  cas,  si  nous  Touloas  reg^der  même  un  seul,  terme 
comme  une  période.  :  , 

80.  Le  produit  de.  toutes  les  racines  primitives  est=v,  excepté 
le  cafi  où  p.=-  3 ,  car  alore  ilrn'/  a  qu*aQO  racine  piimitiTO  a. 

Si  l'on  prend  pour  base  une  racine  |»rimitive 'qtwloonqiie,  les- 
indioes  de  toutes  lef  racines  primitives  jeront  des  nombres  premier»' 
avec  I  et  moindres  que  lui^  maiis  la  somme  de  tous  ce»  nom* 
bres,  c'est-à-diro  l'indice  du  produit  de  toutes  les  racines  primi- 
tives,  est  ~o  (mod.77 — i),  donc  le  produit  est  =1  (mod.;?). 
En  effet  on  voit  facilement  cjue  si  k  est  un  nombre  premier  avec 
p — I ,  p — I  —  k  le  sera  aussi,  et  que  parconséquent  la  somnie.des 
nombres  premiers  avec  p  — "  r.est%  composée  de  couplo»  diontlaijnmwiff? 
est  difisiÙo  par  p-^i..  IL  eat-  bon  d'observée  que  k  no  peut-,  être. 

égal  kp —  I  — k,  à  moins  que        ne  soit  premier  avec  p —  » ,  cd' 

qui  exige  que  p — i=a  on  p=^,  cas  que  nous  exceptons. 

Si.  La  somme  des  racines  primitit^es  est  =0  quand  p — x  est, 
divisible  par  un  quarré,  cu~zki  quand  ^— t  est  le  produit  de. 
facteurs  premier»  inégaux.  Le  signe  H-  appartenant.au  ca»  oi  -le 
nombi;e  de.  Gësfactenrt-est  pair,  le  sigioo  —  an  oa»  où  il  est  inq^. 

l^poQr  ;iasi5,  on.â les  racines  iinmitivtft 
la  somme  a6=o  (mod.  i5),  y.  Pour  />=:  1 1 ,  les  racines  primitives 
tiata,  6,  7^  a,. dont:  la  somme  25  =  H-i  (mod.  n).  3».  Pour 
psv$i ,  les  racines  primitives  sont  3,  11  f,i2^.ii,  17,  ai>  aa>  a4#, 
dont  la  somme  ia5= — 1  (mod.  5i).  *•- 

Nous  avons  démontré  plus  haut  (n"  55,  a')  que  si  Ton  a../ 

p—tpsa%^^  «»to,»ei.qiie;^»ii;  C,  etc.  soient  des  nomMl  q^- 

coDqcies.qni.app«rtlennent  aux  exposons o^**,  b  ,  ,  etc.  respecti- 
vement, tons  les  produiu  ABC  eto.  seront  des  jacines  primitives 
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mais  on  peut  àussi  démontrer  facilemeot  qu'une  racine  pritiiiti?e 
quelconque  peut  B*eMpt'uaet  par  un  prodnifc  de  cette  eipèceetd'nne 

«eule  façon  (*), 

II  suit  de  là  que  ces  prochiKs  peuvent  être  pris  au  lieu  des  racines 
primitives;  mais,  comme  dans  ces  produits  il  faut  combiner  toutes 
les  valeurs  de  ^  avec  toutes  celles  de  B ,  etc. ,  la  somme  de  tous  ces 
produits  sera  égale  an  produit  de  la  somme  des  valeurs  de  A ,  mul- 
tipliée parla  somme  des  ralenrs  éù  S,  cfic.  Dédcoons  tontet  le< 
▼aleonde  A,  B,  C,  eto*  par  A,  Jt,  A^,  etc.  Bp  S^,  A%  ete.  C,  C,  C*, 
etc.  La  somme  de  tootes  les  racines  prlmitiTet  sera  congrue  au 
produit  etc.)  (^-f-^'+etc.)  etc.j  or  ^e  dis  que  si 

assit  y  IasonMne-^-f-^'-i-^''-f-etc.,  sera^-— .1  (mod.  p),  que  si 
et>i,  cette  somme  sera=o,  et  de  même  pour/3,  y  y  etc.  Si  ce* 

•  (*)  On  déteriainera  d«â  nombres  nî  ,^  ,y'  ^  etc.  tels  quon  ait  <t  &\  (  mod.  a*  ) 
•taio  (aod.  4*  c>  etc.)  \  Çlmmx  (  mod.  et  aap  (mod.  o*  c*  etc.  )  ,  etc. 
(v.  a*  3a);  donc  oâ  aon  tt ^If <^insi,mi\  Cmodl  t),  (n»  19).  Or  si 
l'on  doit  iiVpiiiii  wie  racine  pnmîtive  quèieoncpier;pariai  fvodaitflilafiBiattft 
ABC  etc.  on  pcendra  A^i*' ,  Bmr^' ,  Csr>',  etc.  A,  B,  C  appartieiMlroBt 
respectivement  aux  exposans  a*,  b^,  c> ,  etc.,  et  le  produit  A/IC  etc.  sera  mer 
(oiod.  f).  Or  a  est  CacUe  de  voir  ax9A,B,  C,  «te.  ne  peuvent  se  détenuitier  dune 
(>). 


(1)  Cette  note  nous  semble  avoir  besoin  de  .quelques  éc|airciM«meii«  tl  e»(!  ai«é  de 
voir  que  tous  les  nombres ,  excepté      sont  divisibles  par  a*  i  que  partant  leur  somme 
l'est  aussi,  ou  est  bo  (mod.  a" );  mais  comme         i  (mod.  a*),  il  vient  doue 
+>'-f-«tB.«Mi  (mod.  a*),  de  même* +/S'-|.>'4etc. as i  (mod. fc*),  etc.; 

si  l'on  fait 

•^t^l^^tStÊt^ tOmty  ,tït.A,B,C,e\.c.  appartiendront  aux  exposans  c**'^,  €>,  etc. 
W^tKtànmÊiak.tiktSttJ^mmy'^m^x  (mod.  p),  *'a*  étant  «o  (mod.  />— i),  et  il 
«ftviaiUa  que  l'oane  peut  sappowr^'Mi  (mod.p),/ étant  <û  ,  et  de  même  pour  ^, 
C,  etc.,  car  on  aundt  i^laio  (mod-p  — 0,cè  qui  mpeutavoirliau  ànoîu'qae  tw 

soit  =  a*  ou  s  o  (  mod.  a").  Or  il  est  aisé  de  s'assurer  encore  qu'on  ne  pant  trouver 
de  nombres  A  ,  li' ,  C ,  etc.  respectivement  incongrus  à  A,  C,  etc. ,  et  qui 
puis-sent  les  remplacer.  En  elTet  on  aurait  ^^r*",  *'  étant  un  nombre  déter- 
mme  comme  mais  on  a  aussi  .^■sr'  j  or  comme  «'  et  <t"  sont  con^^rus  au  même 
aaàAremhtat  le  modale  p— 1 ,  iliaMtceagnÉteBtr'eux  suivant  ce  même  module; 
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deus  assertions  sont  démontrées,  la  vérité  du  théorème  sera |||iAt<^ 
fe«te.  En  effet,  quand p — i  est  diviùble  par  un  quarré,  quelqu'un 
des  exposons  a,  /3,  j',  etc.  sera  >  i  ,  et  pàrtani  un  des  facteurs  dont 
le  produit  est  congru  à  la  somme  des  racines  primitives,  sera  =o, 
e*ett-à-din  que  le  produit  loi-iiièiiie  le  ttnu  Qnand  p^i  ne  pourra  . 
êlie  divisé  par  anciin  quané  ,  tout  let  eipoMiit  ^,  y,  ete*  leront 
4gaiii  à  l'unité,  et  la  somme  det  racinei  primiliTes  «m  ceopue 
au  produit  d'autant  de  facteurs  dont  chacun  s*— i ,  qn*il  y  a  de 
nembfes  u,b,e,  etc.;  donc  partant  le  produit  sera  ==i=  i ,  suivant 
qu'ils  seront  en  nombre  pair  ou  impair }  or  cet  deux  asiertiaos  se 
prouvent  ainsi  qu'il  suit  : 

î".  Quand  a  =  i ,  et  que  yf  est  un  nombre  appartenant  à  l'expo- 
sant a  ,  les  autres  nombres  qui  appartiennent  aussi  à  cet  exposant 

sont^*,  y4\  A—;  or  i -f--r^4-^*-f-^'+^*-h. .         '  est 

la  somme  de  la  période  complète  «  et  partant  =o  (a*  79)}  donc 

^*  Quand  «>i  et  que  ^  eit  un  nombin  appartaMntàl'eipaK 
Mnt     on  aura  let  Antnt  nomlnet  appartenant  an  «êmeeipotani; 

ii  de  in  tniCe  A*,  A*,  A*, , .  .^V Von  ntranGhe^%  A^,A^',  etc. 
(nr  55),  leur  tomme  teèa  donc 

m  I  '^A'^A^^. .  (  I  ^A'-^Ar-^, .  .-|-^**-«)  ; 

c*M-à-dire  confme  à  la  diiffiSrance  de  deux  périodet,  et  ptr* 
contéçient  â  6. 

8a.  Tout  ee  qnenont  «ront  eipotéfotqn'i  piétint,  tnppoteqne 
le  modide  toit  un  nombre  premier.  H  nont  rette  k  contîdércr  le  cat 

où  Ton  prend  pour  module  un  nomSre  composé  \  mais  comme  il  n'en 
résulte  pas  des  propriétés  aussi  élégantes  que  dans  !e  premier  cas,  ^ 
et  qu'il  n'y  a  pas  besoin  d'artifices  bien  délicats  pour  les  trouver, 
tout  se  déduisant  presque  de  la  seule  application  des  principes  pré- 
cédons ,  il  serait  superflu  et  fastidieux  d'épuiser  ici  teua  let  détails* 
Aniti  nous  ezpoterona  en  peu  de  mots  ce  que  ce  tecond  cat  a  d« 
commun  avec  le  pitmier,  et  ce  qui  lui  ett  propro. 

85.  Let  propotitiont  det  n«"  45 —48  ont  d^étl  démontféet  géné- 
ràlenent,  mait  celle  dan*49d(âtêtnc]iaiigéea|nt&: 
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Si  f  désigné  combien  il  y  a  de  nombres  premiers  mwe  Ui 
moindres  que  lui ,  c'est-à-dire  si i^^m  (art.  38),  l'expo$àhtt4c 
la  plus  petite  puissance  d'un  nombre  donné  a  premier  avec  Targui 
€Si  congrue  à  l'unité  suif^ant  le  module  m  sera  =  f,  ou  une  partie 
àtiquote  <fe  f.  ^  •  * 

•  La  démonstration  de  la  propiosition  du  n*  49  peut  servir  également 
dans  ce  caa-ci,  en  j  tubstituam  m  pour pour  p—i,et  au  lieu  des 
aonbrat  i ,  a ,  5 i ,  lei  oombtes  premiers  avec  m  et  moindres 
que,.lia;  aiad  noiisj  rmajooM  le  lecteur;  Mais  let  autres  démons- 
tntiom  dont  nom  arons  parié  (ii»»  5a,  5i  ),  ne  pearat  s'appliquer 
à  ce  cas  sans  beaucoup  d'embarras.  A  l'égard  des  propositions  sni* 
vantes  (n«  Sa  et  suivans),  il  jr  a  une  grande  différence  entre 'les 
modules  qui  sont  les  puissances  d'un  nombre  premier  et  ceux  qni 
sont  divisibles  par  plusieurs  nombres  premiers.  Nons  ConÉldérenint 
donc  à  part  les  modules  du  premier  genre, 

84.  Si  le  module  m^p" ,  p  étant  un  nombre  premier,  on  aara 
f^p"-'  (p—i),  (n'  38).  Or  si  l'on  applique  à  ce  cas  les  recbecclres 
éontennes  (n^  55,  55),  mutatis  mutandis  comme  daus  l'article 
piéoédMit,on  trouvera  que  tout  oe  qui  j  a  été  démoairé  aurait  lieu 
dgaleiilént;  s'il  était  |MKmvé  que  la  eonfroance       1  so  (mod.  ©•) 
ne  peut  avoir  plus  de  /  raeines  diffiSnotes.  Ctost  d'une  proposition 
plus  générale  (n'>43)  que  nous  avons  déduit  cette  vérité  poiv  un  mo- 
dule premier  :  mais  cette  proposition  n'a  lien  que  ponrJes  modules ' 
premiers ,  et  partant  ne  peut  s'appliquer  à  ce  cas.  Nous  allons  donc  ' 
la  démontrer  par  une  méthode  particulière,  et  plus  bas  (séct.  vun' 
aons  le  prouverons  encore  plus  facilement. 

85.  Nous  nous  proposons  de  démontrer  ce  tbéorème:  Si  le  plu» 
grand  commun  diviseur  des  nombres  t  ^/  p"—  (p— 1)^41^0  la 
congruence  x'=  i  (  mod.  p-  )  aura  e  racines  dijérente^. 

Soit  e=kp  ,  desortc  que  Xr  ne  renferme  point  le  facteur  p,  et 
ju'il  divise  parconséquen  1/7—1.  Alors  la  congruence  ar'=i  suivant 
le  module  p ,  aura  k  racines  différentes  ,  et  si  on  les  désigne  par 
■»  ^»  ••O.^.une  racine  quelconque  de  cette  même  congruence , 
suivant  le  module /ï-,  devra  être  congrue  &  quelqu'un  des  nombres 
^»  ^,  C,  etc.»  fuivant  le  module  p.  Or  nous  démontrerons  que  la 

eongruenoe         (mod./»-),  a/  racines  congrues  k  A,  aulanf  ' 
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&      etc.  ^^Taut  le  module  /»^  d'où  il  résultera  que  le  nombre  de 

toutes  les  racines  sera  fcp  ou  e,  comme  DOUS  Tavoiit  avancé.  Cela 
pofé,  nous  altoDS  démontrer  que  '         ^  * 

K*.         est'  une  raciae  congrue  k  A,  suivant  le  module  je? 

au«si  dé«  raeines..;  ^  ,  "  • ,   ,  ^  • 

;  ;9*..Àiiçwi  .aon^  «oagm  ««ec     ne  poofra  lfre  mia»,  «*îl 

•  B^tt  de  la  fatto»  aH-  ^f'     >  ^  nombn  entier  quelconque;' 

d*oîi  il  suit  qu'on  aura  p  racines  différentes^  et  qu'on  n'en  aura^as 
davantage^  la,  même  choie  aura  lieu  par  rapport  à  Bf.C,  etc. 

5\  Nonslnons  voir  comment  ofi  peut  toujours  trouver  unë  tacinê 
congrue  à  A  suivaut  le  module  fu 

86.  Théorème.  Si  t  est  comme  dans  l'article  précédmi  'Un 

nombre  divisible  par  p  et  non  par  p"^\on  aura  (  *+lîp'']|'— o 

(îmod./.'*"). ,  et  =  «'r' a/  /(mod,|>^"*^';^:*>.  La  seop^de 
partie  du  théorème  n^a  pat  lieu  qvuùaâ  p,^».-^ Mrr 
.  Oo  pimittit  déduite  la  démomtrétiop  de  ce  théorème  du  dévelop* 
lymffit     la  pniiiaiiee  dNm  biDome>  al  ou  faisait  voir^que  tout  lea 

tèrmesj  aprètle second,  «ont  dWîjsibles  par/?^^"''*'*  ;  waî»  coBMuer 
là  eopsidérafibn  des  dénômûateurs  des  cpefficiei^  jette  dans  quelque' 
dnbarràs,  i)ouipc^koiislàopét&ode  sin^  .  .J 

'Supposons  d'abord  /t>i  et  1:^1,  ou  a  géoâralêmeal  sf-^y, 

(ct+ft/)'~pte///{(*4-V")'-'H-(«4-/^/)'-'*-+-etc.  i 
mais  on  a  a4./?;;'^=E<t  (mod. />')■,  donc  chaque  ternie  (a-hV  )""» 
(a+/z/)'-»flt,  etc  aéra  (mod.  p'),  et  parconséquent' la 

somme  de  tous  =/*""  (mod;?»),  on  biyn  cette  somme  sera  dé  \^ 
forme  /*•  -  ' -4- /^>*  ,       étant  un  nombre  quelconque.  Doue' 

(U'^hp^'y-r'A'  SGtSi  de  la  forme  a.'-'hp^i^yhp^'^^ y  c'est-à-dire^ 

qu'il  Mra  s^«' '  hp^t  ( mod .p^'^^)  et  »A  ( mod. '  )•  - AiW^r- 
pour  ce  99»,  Je  théorème  est  démontrét    .     s  ....  . 
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Or  si  le  tbéor^e  Ji'élait  pas  vrai  pour  les  autres  valeur*  de  r ,  ^ 
restant  >i,  il  y  aurait  nécessairement  une  limire  jusqu'à  laquelle  le 
tbiorème  serait  VTai>  et  passé  laquelle  il  serait  iauA.  Soit  <p  la  plus 
petite  ▼aiencde  '9  qni-ie  infuse  au  théorème.  On  voit  facilement  que 

le  théorème  est  vrai  si  /  est  dh  isiblc  par  '  et  non  par  mais 
que  si  l'on  substitue  1p  a  la  place  de     il  ne  l'est  plus.  Ou  a  donc 

(^ct-{-hp''y~a.'-\-x'-^hp^l  (mod.  OU=:('+x'-/2/.'-f-£//+*^ 

2/  étant  uu  nombre  entier  quelconque >  mais  comme  le  théorème  éti 
déjà^.démpntré  pour , ota  aura, 

Ça-i^hp^y'^a.'^i-a.'^-'hp^(pÇniod.p'"'^^'^')i  c'est-à-dire  que  le 
théorème  est  enoorevfvi  d  on  rabsliCae  tp  au  lieu  de  /  ou  tp-f- 1  au 
lieu  de^j.  contre  rbjpothèie)  doQC  le  théorème  ést.yrai  pour  toutes 
les  TàlèurBde'r. .  '   '  •  .  •  .  , 

'.Bj*.  Il  reste  le  cal  où/cssi.  Par  une  mélhode  absolument  sem- 
Uifeie-ircélle  de.l'arUcte  Rréicédent,  ou  déraoati«ra,isans4aiie  usaao 
4ii,d67eloppaieiit  dvibinotte^  que ... 

'il  .  ip,  ^«fe«ffM\p)'-?Â^«/-  (/—a)  hp  (rood.  ^)  '  , 

^^•Cw^vVnombre^ës  tennes  est  0  la  somme  sera  =5/*''- »' 

i  ..^»  'a"-*^y>(niod.;f>')  j  mais,  comme  /  est  divisible  par 

^Ç^'f^.ftPi**'  excepté  le  cas  où  ^  =  a  j  que  nous  avons  etclu ,  et  dans 
les  autres  cas,  la  somme  sera  —ffl^'-'  (mod.  puisqué' 

~  a~*'~*^/'  est  divisible  par  p\  Le  reste  de  la  démonsiratibn  est' 
comité  dans  l'irïijBlé  précédent,      '    ^      '  ^  ' 

•   H  '^Vf^f^^f«^<ïe. là  généralement  qu'en  exceptant  le  cas  oxxpz^a^  a 
i:<»^'Mf^)'SBiC{mo^,p^-^' )  et  {A^i^)  non^a'  poar un  Dldtelo. 
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que  ^  ne  «oit  pas  divisible  par     et  que  p  soit  la  plus  haute  puis- 
sance de  p  qui  divise  t. 

De  là  suivent  sur-le-champ  les  deux  premières  propositions  que 
nous  nous  étions  proposé  de  démontrer  (n"  85),  savoir: 

1».  Si  «'SI,  on  aura  aiiisi  (*-f-V"~')'^  \  ("**^^*  ^■)*. 

a».  iSi  ài  nombre  V  congni  à  ^  et  partant  4  a,  suivant  le 
hiodule  p>  mais  incongru  à  *,  tnivaiit  le  module^*""',  iati«ÉMait 
à  la  congruence  x'si  (mod.  suppoMnf  «'=:«4-//>  *  dçtprlç 
que  /  ne  soit  pas  dirîsible  par       on  "aii»  XiC»— i»;  aior^ 

(raod.         ')et  non  suivant  y\  qui  est  une  puî»-* 

tance  ^ip  plus  haute  qiie/"*"'"i  donc  «'  ne  peut  être  racine  de,.  la' 
congruence  j:' = I  • 

*  88.  Nous  devions  en  (roisième  lieu  trouver  une  racine  de  la  con- 
gruence x'si  (mod.  ;^"),  qui  fut  congrue  à  ^.  Il  nous  suffira  de 
feiro  voir  ici  comment  on  peut  j  jmrvenir,  si  l'on  connaît  un©  Ba- 
cine  de  la  congruence  suivant  le  module puis^irflWpWliia' 
passer  du  module  p,  pour  IcqueV-iert  xàcltie:^  àu  modale. eb 
de  là  àtoutesles  puîwancesooniéciilivet. 

Soit  donc  aune  racine  de  la  congruence  (mod.^--')  et 

que  Ton  chçxche  une  racine  de  la  même  congnieiide-W«i>t  le 

mod«ki  /^F-,  nous  la  supposerons  =:ct+/'p""'""*  >  &nnMa*«lJ« 

doit  avoir  d'après  l'article  précédent  :  nous 

cas  où  .=:«-i,et  f  ne  peut-être  >«-i.  Ott.a*a^dbnc 

(<iH-^^"'^î""'rs<  (mod/»")i  mais  (a  +  /2^     '  ) 
-îl:*--»^*'"'-*  ( M.       ri  donc  on  déteiùine    .de  nlamère^ 

qu'on  ait  i^a'+a-/.//-"^*  (mod. ;,-)5W/90«<»« 
thèse  .  sa-  (  mod.    -  )  et  que  t  est  divisible  par;» de  ^manière 
qu'on  ait^=^  -H*'"'  ^    divisible  par/>,  le  problême  sera  léfbhi; 
'  <ir'ii  fest-i£i»vé,'dans  la  Action  précédente,  que  ôcla  est'toujou^ 
pdlïble,  lp«i«|qe  /  na  peuj  Être  diyisé  par  une  puissance  f^t^p^^^ 
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*Mai8  8i         — T,  c'est-à-dîre  si  / est  fîivisible  par  p*"*  on  p;ir 
une  plus  haute  puissance  de ,  toufe  valeur     qui  satisfera  à  lacon- 
grucnce         i ,  suivant  le  module  p,  y  satisfera  aussi  suivant  le 
module  p".  Soit  en  effet  /=p"  — 't,  on  aura  t=r  (mod.^ — i); 

donc  puisque  A'=i  (mod.^),  on  aura  aussi  A  =i\  mod.  p). 

Soit  donc.^^ssi-1-V»  fsam9kAfi^{\'^hp)p*''^^\ (moà.p^)g 

(n-  87).  . 

89.  Tout  ce  que  nous  avons  démontre  (n'^Sy  et  suivans)  à  l'aide 
du  théorènie  du  n°  4^ ,  a  lieu  pour  uu  module  qui  est  une  puissance 
d'un  nombre  premier,  et  si  l'on  appelle  racines  primi/ipes  les  nom- 
bres qui  appartiennent  à  l'exposant  ^" ~  '  (/?  —  i)  ,  c'est-à-dire  ceuK 
dans  la  période  desquels  se  trouvent  tout  les  nombres  non  divisibles' 
parp,  il  7  aura  également  ici  det  nudnet  primitives;  tout  ce  qno 
nons  taroM  dit  des  indices  et  de  leur  ns^,  ainsi  que  de  la  résolu- 
tionde  la  congruence  4:^5  lapent  s'appliquer  à  ce  cas:  comme  toutes 
les  démonstrations  n'ont  aucune  difficulté  «  Userait  superflu  de  les 
répéter.  Nous  avons  en  outre  fait  voir  comment  on  déduit  des, 
racines  de  la  congrueuce  .r'=  i  (mod. celles  de  la  congruence 
a.'~i  {mod.  p")\  mais  il  faut  ajouter  queUjue  chose  surlecasoîi 
que  nous  avions  exclu  dans  ce  qui  précède. 

Si  l'on  prend  pour  module  une  puissance  de  a  plus  haute 
ftmàt  Seconde,  a'parcxmnple,  la  puissance  a^-:^*  de  toutnombrc 
impair  9era&t^ 
.Par  exemple ,  5's656i  5  x  (mod.  Sa 
.  En  effet  tout' noiobre  impair  est  de  la  ferme  i+4^  on  da 
calle-Gi  ^  s         d'oà  la  proposition  suit  immédiatement  (86). 

Ainsi  Texposant  auquel  appartient  un  nombre  impair  quelconqna 
stiîvan  t  le  module  a%  doit  ètra un  diTÎseur  de  a*";  œ  nombre  appas* 

tiendra  donc  à  l'un  des  suivans  i  ^  a,  4,  8,  a"-';  et  d'ailleurs  on 

jugera  facilement  auquel  il  appartient.  Soit  le  nombre  proposé 
c=4Ad:i,  et  a"  la  plus  haute  puissance  de  a  qui  puisse  diviser  h 
(jn  est3=o  quand /lest  impair).  Alors  l'exposant  auquel  appartient  le 
notilbre  donné  sera  =a"  si  //>  /w+a  -,  mais  si  w  =  ou  <  w-f-a, 

le  némlM»  proposé  sera  ==fci,  et  partant  appartiendra  à  l'exposant 
if  on  à  iTeiposànt  is.  En  effet  i  sdi  i  J^^''*'*k,  et  ce  nombre 
A#féà  li  j^nlMMuicMr  a" — devient  coo^a  à  IWté  suivant  le  mo* 
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dule  p",  or  <À  dMoife  mm  peiot  4m  n*  86-qiio  û  «i  AmrAii  ee 
nombw  à  «a  puitianeg  de  degré  amindve,  le  réndtfttMwH  iaooiH 
gra  i  r«nité.  Ainiitout  nembre  de  k  forme  db  i  +4Ai  o&  ib  eti 
impair^  c*est-i-diFe  tout  nombie  de  iafiiriiie&t:+So«  &i4-^» 
appertieBt  &  rexpeeaot  jt»"-*. 

91.11  snii  de  là  qu'il  ii^  apes  daniceeas-ci  aerçcirtes  prinuth/^, 
dens  le  sens  que  nous  avons  donné  à  cette  exprenion,  c'est-à-dinr 
qu'il  n'jr  a  pas  de  nombres  dont  la  période  renferme  tout  les  nom* 
brc»  premiers  avec  le  module,  et  plus  petits  que  îuij  mais  on  voit 
facilement  qu'il  arrive  ici  quelque  chose  d'analogue,  fin  effet 
toute  puissance  impaire  d'un  nombre  île  la  forme  8^-}- 5  est  elle- 
même  de  la  forme  8X:-f-3,  et  toute  puissance  paire  est  de  la  forme 
1  -,  donc  avenkie  He  pétit  ^èlrcf  de  la  forme  6A-I-5  on  8)l+7v 
dope  eomoiiè  là  pÀMe  d'dn  noaâitc  de  la  forme  fift+Sest  cmn- 
poaée  de  e*^*  fehnea  dilRreito,  dont  eiiaëiia  est  de  la  ferme  8^+ v 
ou  M+Sj  et  qui]  o'^  a  pas  plus  de  ù'-*  de  eés  nombres  qid 
•client  plus  petits  que  le  module  ,  il  est  évident  que  tout  nonvbre 
dé  la  forme  8A  -f-i  ou  est  congru  suivant  le  moduïe  a",  à 

line  puissance  d*un  nombre  quelconque  de  la  forme  8/l-|-5.  On 
peut  faire  voir  de  la  môme  manière  que  la  période  d'un  nombre 
de  la  forme  comprend  tous  les  nombres  de  la  forme  8A-l-f 

et  teH^S.  Sî  -doue  ea  prend  pour  base  tm  iieinbke  de  k  fôrine 
en  «rdnfem-dss  iadleep        pmtf  fMlIssneMiMde]* 
forme  6k-^i  et  8^4-5  pris  positivement^  etpourteuftlea  BoabrèÉde* 
la  forme  et  pris'  oé^MiWÎMit  :  on  doit  encore  re- 

gardercomme.équivalenslesindlcescoqgm» suivant  3"~*.  C'est  ainsi 
qu'on  doit  entendre  la  table  I ,  dans  laquelle  pour  les  isodtdes  16, 
33  et  64  (car  il  n'j  a  besoin  d'aucune  table  pour  le  module  8),  nous 
avons  toujours  pris  5  pour  base.  Par  exemple,  le  nombre  19 »  qui 
doit  être  pcis  négativement  puisqu'il  est  de  la  forme  9/M~^*'Af>9Ùr 
le  modale  64  llndiee  ^^-ce  qui  signifie  ^  S'a-^  ig  (medr^X 
Si  l*on  prenait  négatiTement  le»  nombcst  de  In  ferase.  8»-|-t  -el 
Sn^^S.,  et  positÎTeinentGenade  le  forme  Sn+S  et  811+7,  il  fow» 
drait  leur  donner  des  indices  pour  ainsi-dife  imaginaires}  en  lesin* 
troduisanr  dans  le  calcul  des  indices,  on  le  réduirait  à  uh  algo- 
rithme très-simple  ;  mais  comme  nous  serions  conduits  trop,  loin  sî 
nous  voulions  traiter  ce  soiet  en  t^e  ^îg^ei»^  noue  fétêtMê 
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ce  point  pour  une  autre  occasiouj  quand  peut-êt]:e  nous  entrepren- 
àtom  de  traiter  plot  eo  détail  la  théorie  dc3  qaaotités  imaginaires, 
qui  nom  mnihlii  jusqu'à  préanit  n'ftTdr  été  rédvite  par  persoBo»  ft 
des  Dotions  elaîrai.  Les  fsns  ii»traîli|»VFioadraiita&sfaiaBl  à  ùt$ 
«Igoritlune^  oaox  qui,  sont  jimIm  «qeioés  poMioiit  sèaBaMins  se 
serrir  de  oette  table  «  eomme  ceux  qui  ne  sont  point  au-ftit  ât$ 
connaissances  modernes  sur  les  logarithmes  imagii^air^  se  ser- 
rent des  logarithmes ,  pourra  qu'ils  {MUgi^dtat  \4pa  Im  pifif^ff^ 
antérieurement  établis, 

99.Pr8sqDe  foutoequi  a  rapport  auKn^diis4«ipnlsime^i8pi?|iot 
an  module  composé  de  plusienn  nombres  pmnieis^  fe»%  Jc.dédnine 
de  la  théorie  générale  descongnunoes  j  niais  comme  nonseifioBcyoïis 
filns  bas  une  manière  de  ramenerlescoogruences  dont  le  module  est 
composé  de  plusieurs  nombres  premien,  4  d'autres  dont  le  modute 
est  un  nonHbre  premier,  on  ime puissance  d'un  nombre  premier,nous 
ne  nous  arrêterons  pas  beaucoup  ici surcelte  matière.  Nous  opui  con- 
tenterons d'observqr  qaela  belle  propriété^ni  a  lieu  pour  les  aigres 
modules,  savoir:  qu'il  existe  toujours  des  nombres  dont  la |>ëriodc 
renferme  tous  les  nombres  premiers  avec  le  module,  n'a  pas  lieu 
ici«  eicepté  d«ns  le  seid  cas  o&  le  module  est  double  d'un  nombre 
pimnier,  ou  d'une  pnissanee  d'un  nombre  premier.  En  effet  si  l'on 
lamftne  le  module  m  à  la  iota»  A'JB^C  etc.  >  A,B,C,  ete* 
itant  des  nombres  premiers  différens  ,  qu'on  fasse  en  outre 

Jte<< J    i ,  ^>.=' (C—  I etc.  et 

que  s  sok  nn  nombre  premier  avec  m,  on  aura  x*si  (mod.  ji*), 
fi 

z  =i(raod.5*),  etc.jsi  donc  ytt  est  le  plus  petit  nombre  divisible  par 

**      y>  etc.,  on  aura  suivant  chacun  des  modules  A' , 

B*,  etc.,  et  partant,  suivant  m  qui  est  égal  à  leur  produit-,  mais 
excepté  le  cas  où  m  est  double  d'un  nombre  premier  ou  d'une  puis- 
sance d*nn  nombre piemittr,  on  a  toujours  fA-Cot'^  etc.,  puisque  1m 
nembtesdyjB,  etc.  ne  peuvent  être  pfemlersentreem;,  ajantannuto 
le  diTisenreommnna.  Ainsi  la  période d'anenn  nombre  nepeutcom- 
prandve  autant  de  termes  qnlljr  a  de  nombres  premiers  avec  le  mo- 
dule ,  et  moindres  que  iui«  pidsque  leur  nombre  est  égal  au  produit 
e^  elc,Âinsi«pKcmiple,ponrjnsiooi8S7.ii.x5,lapnissance* 

.a 
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60  d'no  nombre  quelconque  premier  arec  m,  ett  congrue  à  Puiiiléf 

puisque  ôo.eat  leplus  petit  nombre  diviiiUe  Ma-fins  par  6,.io  et  -ta. 

XjO  cas.  ofr'le  module  'e»t  .-double  d'oii  jiombre  premier  ou  .d*tee 

puissance  d'un  nombre  premier^  est  tout  -  &-  fiût  semblable  à  celui 

où  le  module  est  un  nombre  premier  on  une  puissance  d'un  nombre 

premier* 

95.  Nous  aTons  déjà  cité  en  plusieurs  endroits  les  omnrag|BS  dans 

lesquels  les  antres  géomètres  ont  parlé  du  sujet  que  nbns  avons 

traité  dans  cette  section-ci  ;  mais  nous  renvoyons  ceux  qui  vou- 
draient avoir  plus  de  détails  que  le  désir  d'abréger  ne  nous  a  per- 
mis d*en  donner,  aux  ouvrages  suivans  d'Euler,  recommandables 
par  la  perspicacité  qui  a  toujours  distingué  ce  grand  homme. 

Theoremata  cîrca  residua  ex  divisions  potestatum  relicta 
(Comm.  nov.  Petrop.  T.  vu,  p.  49)« 

Demonstrationes  circa  residua  ex  diuisione  potestatum per  nur 
pieros  primas  resul/aniia,  (Ibid.  T.  xviii,  p.  85). 

On  peut  j  joiodce  les  disiectations  S  et  Ô  des  Opuscuia  analj^ 
Hea»  T.  !• 
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■  SEGTIOit:  -QUATiRIÈMeL'. 

,  ,  .*».     ..*...        •    ,  •     .  ... 

J  '  .   .  J     •  ...  .  ^   I  '•^»        .        .  '     .       •  •  .  ; 

r    ■    1  ,   '  ■  ' 

JDes  ÇmffTiences  du  second  j^ré. 

•         •     •*  •  ^  .  • 

•■  94.  Théorème.  î7»  nombre  qttelconque  m  e'/i/;?^  pris  pour 
'module,  il  ne  peut  jr  avoir  ddns  la  suite  1,2,5. .  .m—i ,  plus 
*de  Im^H-i  nombre»  ^  quand  m  àst  pair,  et  plus  deim-^^,  Quand 
*ai  est  mqmr,  qtd  soient  oongitts  à  tm  quàrrém 
"  Cbmme  les  qathrés  des  nombres  coogras  sont  congros  entre  eux  , 
'un  nombre. qui  peut  être  congru  à  un  qnarré^  le  serfi  à  un  autre 
•quaifé  ,  dont  la  racine  est  plos  petite  que  m.  H  ixxf^t  jonc  de 
.cwnsidéfer  ks  résidu»  minîma  des  ^^Uf^s  o,  1 ,  4,  9. . .  ^Z:7'; 

mais  on  voit  facilement  qu'on  a-  (m>^i)*si,  («  a)*^3«) 

^(«1,— 5)* =3%  etc.  Donc  aussi,  quand  m  est  pair,  les.quarrés 

•*  (t+O'Ct-O*  (T^+ay,etc.,aurimtle8 
mômes  résidus  minima)  et  quand  m  est  impair,  /  m—  i  y  /m+iy 

i~/  •*  '  «wgnit.  D'où  il  SnU  évidemment 

qu'il  a  pas  d'anfns  nombres  congrus  i  un  quarré  que  ceux 
qui  le  sont  à  l'tan  des  quarrés  :  o,  , ,  4,  9, . . .  .(0,  ,juand  m  est 
pair;  et  que  quand  m  est  impair,  il  n'y  en  a  pas  d'autres  que 
ceux  qui  sont  congrus  A  l'un  des  quarréso«  1/4, 9:: .  .(2L=iy. 
Donc  il  y  an  pin,  i^.,  ^„  mùdma,  difiérens  dans 
le  premier  cas ,  et  2i±L  dans  le  second* 

^x<rw^/e.SuiTant  le  module  iS,  letrésidns  mùUma  de»  quarrés 
4w  nombiei  o,  i, a,  5^, .  .6^»  sont  o,  1, 4,  9,  5,  la,  10,  et  aprè« 
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cela  ils  reviennent  dans  l'ordre  inverse  lo,  12,  3,  eic*  Ainsi  atf 
nombre  qui  n'est  pas  congru  avec  l'on  de  cei»4à ,  ou  qui  l'est 
è  l'mdet  nombres  a  «  5,6^  j ,  Q,  ix,  ne  pootllncoogni  àmciift 

Snivant  le  module  i5,  on  tronvfe  pou  r<tidns  minima  o.  ts 
4»  9»  I»  xo>  ^*  4f  qui  reviennent  eafoUe.  dent  l>nbe  in- 
ytno }  ainsi  le  nombre  des  résidus  qui  peuvent  être  oongnu  à  on 

qoairé ^  est  ici moindie  qoe         pnisqnils  sonto^  1,^9^9  9»  x®* 

Les  nmnbrai  a,  3^5,7,8,  xi^ia,  i5,  i4>  et  ceut  qui  leur 
•ont  eoa{n»j      peuvent  être  eongnn  à  ancnn  quarré. 

95.  n  résulte  de  là  que  pour  nn  module  quekonqoe  ,  îoutjei 
Bombiet  peuvent  se  distinguer  en^dem  elasses»  dont  l'une  lei^ 
ferme  (ootceuc  qui  peuvent  être  congrus  à  un  quarré ,  et  rautEji 
tous  ceux  qui  ne  le  peuvent  pas.  Nous  appellerons  les  premiei;! 
résidus  quadratiques  (*)  du  nombre  que  nous>  prenons  pour  mo« 
dule  f  et  les  derniers  non-résidus  quadratiques  ;  ou  même  plus 
simplement  toutes  les  fois  qu'il  n'en  résultera  pas  d'ambiguïté  , 
résidus  et  non-résidus.  Au  reste  11  est  évident  qu'il  sufiRt  do 
classer  les  nombres  0,1,  1  :  câr  les  nDmbret  çoûgrdi 

dfliPiftt  êffe  iteplMirtj»i'lateême  dtme. 

Voiii  'eomUetaeerâni  aussi  dans  cet  Itecberêlies  par  lef  motlukt 
ptamims,  ee  -qni'doft-tonjourt  'êinioot<<toltaîdu>  qiAnd  nMt  n'eti 
Avertirens  pat  e:qn«sséaient.  Maie  il  faut  exolure  le  nombre  v 
cm  ne  contidiher  qab  âét  nombres  inipaitt», 
-  96.  t§  namh^fttMSit  l^^inuM  pint  fùur  Tnodul^  la  rm/kf^ 
des  nombre»  1,  »,  5.>.p — i  *  composés  de  rétidus  >quar 
draiiçueg,  ât  i^autn  moitié  de  nonrrésidue  >  c'estràfdire  .qu*il 

y  aBnsr(pWi)  réiitbui,  et  autant  Je  nç/Mréiidus,  .  . 


(*}  Dhns  es        ,  notu  donnons  à  cea  expretaioM  un  mm  tin  pMdâKrsntdt 

r  est  réaida  du  quarré  «*,  suivant  le  module  m;  maispoar  abréger,  nous  appelle- 
rons dans  cette  section  r,  résidu <ïUadrati<}*e<dlB*s,  -et  il  «'y  a  {M»  d'attibi^sit* À 
craindre,  car  nous  n'eraploûroçs  plus  dorénavant  l'expresiion.  résidu,  qaand  elle 

sigaffièiti  «B»iM^  ^ebétfitert'ittôlw  iii^sblt  fflMiàairilt'iéli^  wêifcia , 
•étdinscs«»jla>ena.'pÀé^MnHl|.   " 


Digitized  by  Google 


ARITHMÉTIQUES.  ^ 
*  Ôii  prouve  facilement  que  tenu  les  quarrés  i  >  4  «  9i . . .  ^^—iV 
•ont  iùeongnu;  car  si  ^I>b  pouvait  «Toir  r^T^'  (mod,/»)  eiqiA 
les  nombcef  reti'  iîisiwl  în^i^  et  <^~^>  soU  '->;^,  oq  au^ 
raîlC""'')  C'"+'^)>  <^l^*"Wepar;7;  mais  chaque  fact«nr  étaat 
<ip,  la  supposition  ne  peut  spbsister  (n°  x5    Il  j  adono^^^, 

rësidas  quadratiques  entre  les  nombres  i^a^S  P'^i,  il  ne. 

peut  j  en  avoir  davantage,  car  en  y  joignant      le  noinlice  en 

devient  >  (p+t),  limite  qq^  ne  pèni  pal  dépasser.  Donp  |es 

nombres  seront  non^-r^idus .  et  il  v  en  anra^^^^. 

.  •  a 

Comme  z^ro  est  toujours  résidu  >  nous  l'eiclnons^  ainsi  quehi 
nombres  divisibles  par  le  module ,  parceque  çp  cas  est  clair  pu 
lui-même ,  et  ne  pourrait  que  nuire  à  l'élégance  des  théofènws  } 
par  la  même  raison  nous  excluons  aussi  le  nombre  a. 
■  97.  Comme  k  plupart  des  choses  que  nous  exposerons  dans 
Oetle  section  peuvent  être  déduites  des  principes  exposés  dans  la 
lection  première ,  et  comme  il  n'est  pas  inutile  de  recbercfaer  la 
Téritépw  dUA&Mntei.veies'}  mm  sou-tltedifroos  k  faira  vokla 
liaison  des  diffiSrentes  méthodes.  Par  eiemple, il^est  aisé  de  voir 
fy  îtpyjs»  i^ninhyet  ca^gw  V^|P^ffM>yré  ont  ^  ^o^^opê  p^ffi  ^jst 

9aÎ8  puisque/^ — 1  est  un  nombre  pair,  il  y  aura  anlmit  d'indices 
pairs  qu'il  y  en  a  d'impairs,  savoir:  ;  (p — i^j  pâroonléqnenf 
il  y  aosa  antant  de  tindi^g  que  de  non-résidus* 

  »         •  »  • 

Pour  les  modules        on  a  les  résidus  .  *        ;  ' 

;  •  •  i  ^  •  •  ■  "  •      "  "  • 

.       5...,  ,,4 

*.  ,      7..   I,  a,  4 

.*?••!.*•••.•*»•••'••  i' I 4#  9»  ïo>  in-  ' 

*iy  à,  4,  a,  9,  if,  léi 

efOi   


I 
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:iB;lCHEÎR.CHE'5.:  A 
et  les  antres  nombres  moix^^rw  que  ces  modules  Mif  noil*cMdh!|t; 
|.  98.  Th EOR  È ME .      produit,  de  deux  résidus  quadratiques  ttun  ^ 
nombre  premier  p  est  im  'réHdu;  le  produit  ttun  résidu  et  iun 
mn^tidtt  est  naiMrésidùi  enfin  Je  produit  de  dwx  non^rdsklue  > 
e$t  résidu,  .  /  • 

i".  Soient  A  et  B  les  résidus  qui  proviexiaent  des  quarrés  a'  yb*, 
ou  soient  A^a*  (mqd.  p  )etB^i^i  on  tLyirjBi,/tBsia^à^  ,  CM*, 
à'dire  qu'il  sera  im  résida,        '    ,  , 

a'.  Quand  A  est  résidu ,  ou  que  A^a' ,  mais  que  B  est  non-j 
résidu,  AB  est  non -résidu.  Soit' en  effet ,  s'il  se  peut  AB  =  k^- 

et  ^  (  mod,p)=b,  on  Aura.  a*£^a*b' ,  et  partant  B^b*,  contre 

11iy]^|lièse.  •  • 

Autrement.  Si  l'on  multiplié  par  jé  l*/»^^  nomf>rei  de  la 

suite  1,2,3..  .p —  I ,  qui  sont  résidus  ,  tout  les  produitaiBDDBt  de/' 
résidus  quadratiques,  et  ils  seront  tous: inOongiRis.  Or. pi. l'en 
multiplie  par  ^  un  nombre  B  uon-nMdd  ,M^pnàm%  ne  seni  oongjni. 
ianonndes  pcéoédens:  dono,  sHétaitr^u^  il.y.  «uniik  \  {p^ >> 
i^us  incongrus ,  ptnili  lesquels  ne  sernjK  pm  p«  qni.est  im* 
^pÊ^,(,n\^)^ .         ,  .  î  .  ,  .  i 

5-.  Scleiit  ^  et  B  deux  notnlinît  notHisidus ,  ea  tntdÛpUknt 
par^tbfas  les  nombrésqùi  sont  résidusdantUshltei»  a«5^:>  *P^l» 

on  âarà^^  non-résidus  incongrus  entr'euz  (9«)«.Qr  lepcoduft^^ 

ne  peut  être  congru  à  aucun  de  ceux-là;  donc  Vil  était  n«i-lé< 
aidu,  on  aurait        noa-iéûdus  incongrus  eati'euxj  ce  qui  est 

impossible  (n* 96).  •  •  .        1        r  .  :..  .     .  l 

C9S  théorèmes  se  déduisent  ençore  plus  ikçliement  des  prin- 
mpes  de  la  section  précédente.  En  e&tf  puisque  l'indice  d'un 
résidu  est  toujours  pair,  et  celui  d'un  noii-résidu  toujours  impair, 
l'indice  du  produit  de  deux  résidus  ou  non-résidus  sera  pair, 
et  partant,  le  produit  sera  lui-même  un  résidu.  Au  contr^re,  si 
Tun  dfa  faeteurs  est  non-riésidu ,  pt^l'autW  réaidtt,.  .^^^^  ««i^* 
impairi  et  le  produit  aon-résidu«  .  .  1  ^ 
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A H  TT  IIM  É T  I  Q U i; S.  7^ 
On  peut  aussi  faire  usage  des  deux  méthodes  pour  démontrer  ce 

th^rème  :  /a  vàUurde  Pexpreaùon'^  (jnod,  p)  >  wra  un  résidu i 

quand  les  nomères  a  et  b  seront  tous  Us  deux  résidku  ou  non^rési' 

dus.  Elle  sera  un  non»résidu ,  quand  l'un  des  nombres  a  b  seira 
résidu  et  Vautre  non-résidu»  On  le  démontrerait  endure  en  ren- 
venant  les  théorèmes  précédens. 

99.  Généralement,  le  produit  de  tant  de  facteurs  qn*on  ▼ûQ'- 
dra  est  un  résidu ,  soit  lorsque  tous  les  facteurs  en  sont  eux- 
mêmes ,  soit  lorsque  le  nombre  de  facteurs  non-résidus  est  pair; 
mais  quand  le  nombre  des  facteurs  non-résidus  est  impair,  le 
produit  est  non -résidu.  On  peut  donc  juger  facilement  si  un 
nombre  composé  est  rétUu  ou  non  ;  poorvn  qu'on  sache  ce  que 
loat  set  dîifi^ns  fâcteoct.  ÂoMi  dans  la  table  II,  nous  n'avons 
«dnb  que  les  nombres  ptemiecs.  Quant  à  sa  disposition,  les  mo« 
,  dules sont  en  marge  (') ,  en  t6te  les  nombres  premiers  successifs; 
qaand  Tun  de  ces  derniers  est  résidu ,  on  a  placé  un  trait  dans 
l'espace  qui  correspond  au  module  et  à  ce  nombve)  quand  il  est 
non-résidu ,  on  a  laissé  l'espace  vide. 

100..  Avant  de  passer  à  des  sujets  plus  difficiles  «  nous  devons  \ 

.  dire  tm  mot  des  modules  composés. 

Si  l'on  prend  pour  module  la  puissance  p"  d'un  noniI)re  pre- 
mier p,  p  étant  >•  2 ,  une  moitié  des  nombres  non-divisible  par  p 
et  <;?*  seront  des  résidus,  et  l'autre  des  non-résidns)  c'est-à- 
dire  qu'il  jr  en  aura  de  chaque  espèce. 

En  effist,  si  r  est  un  résidu  «  il  sera  congru  à  un  quarré  dont 
la  ittoine  ne  surpasse  pas  la  nioitié  du  module  (  n*  gif)  j  et  l'on 

volt  Aeilement  qu'il  y  a  \p^*  (P~^)  nombres  <^  et  non  dî« 

vitàble  par  p.  Ainsi  il  reste  &  démontrer  que  les  quarrés  de  tous 
ees  nombres  sont  incongrus,  ou  qu'ils  donnent  des  résidus  diffiS- 
mms.  Or  si  deçx  nonribres  a  et  &  non-divisibles  par  p  et  plus  pe* 
.  lits  que  la  moitié  du  module,  avaient  leurs  quanés  congrus ,  on 


C*)  On  Tttra  iùaxAt  conmwiit  en  ptal  le  pamr  dw  anodiilM  compotiê, 

K 
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74  RECHERCHES 
.  aiiraU  a*— 2^  on  (a4-3)(fl — b)  divisible  par  p',  en  «npposanl 
0  >  ^  ,  '  ce  qâi  ett  permii.  Mais  cette  conditioii  ne  peut  aToir  lieu  , 
k  moitu  qne-I'an-des  deux  itombre»  a—b,  a-f-i6  ne  adt  divisible 
par  ce  qui  est  impossible,  puisque  chacun  d'eux  est  plus  pe- 
tit que  f^  ;  ôu  bleu  que  l'un  étant  divisible  par  p*^,  l'autre  le 

soit  par  p  ou  chacun  deux  par  p;  ce  qui  eat  encore  im- 
possible, puisqu'il  s'ensuivrait  que  la  somme  2a  et  la  différence  2b, 
et  partant  a  tt'b  eux-mêmes  seraient  diviiililes  ^v  p,  contre  l'hj- 
polbèse.  Donc  enfin  parmi  les  nombres  non^ivisibles  par  et 

moindres  que  le  module  ,  il  j  a  ^-^  ^pn*  résidus»  et  les  autres, 

en  même  nombre,  sont  non^résidos. 

Ce  tliéor&me  peut  se  déduire  «issi  de  la  considération  des  in- 
dices, comme  au  n**  97. 

.  101  •  Tout  nombre  non-dwisible  par      qui  est  résidu  dâ'p^ 
sera  aussi  résidu  de  p' ;  celui  gui  ne  sfituptu -résidu  ^.  .p  ne 
i  le  sera.pas  noa.  pius  de.p\ 

"Là,  seconde  partie  de  éette  proposition  eM  fvldeute  par  elle- 
inAmejf  ainsi  »!  la  première  n'était  pas  vraie,  parmi  les  nombres  plus 
petits  que  p'  et  non-divisibles  par  p  ,  il  y  en  aurait  plus  qui 
fussent  résidus  de  p  qu'il  n'j  en  aurait  qui  le  fussent  de  p",  c'est-à- 
dire  plus  de  ~  p'"^  (p — I  )•  Mais  on  peut  voir  sans  peine  que  le 
nombre  des  résidus  de  p  qui  se  trouvent  entre  i  et est  pré- 
cisément =  i p"-"  {p—^)' 

Il  est  tout  aussi  facile  de  trouver  effectivement  un  quarré  qui 
soit  congru  à  un  résidu  donné  ,  suivant  le  module  p' ,  si  l'on 
connaît  un  quarré  congru  à  ce  résidu  suivant' le  modnle  z'. 

Soit  en  effet  a*  un  quarré  congru  au  résidu  donné  A,  suivant  le 

.nodule      on  en  déduira,  delà  manière  suivante,  un  quarré»^^ 

SBivaittle  modide^%  f  ét«iit>/ftetnonplus«rand>qae^  Supposop» 

que  la  racine  du  quarré  cfaevcibé  soiir*a-|-j:;»'*i  et  il  fiSTaisé  de  s*ai- 
surer  que  o'est^Ula  fome  qu'elle  doit  avoir»  U  fint  donc  qu'oa  «il 

^•^<^r/;"^«*;>"?s^  (mod,/).,  ou  comme  ^/s^r.»  on  anr*» 


ARITHMÉTIQUES.  ^1^ 

(mûd,p'~^  y,éooo  dïtecalayaieiir  d<?  rexpareniondb^  (mod.  p"^  )^ 

.  Ainsi  étant  donné  un  quarré  congru  à  A,  suivant  le  module 
on  en  déduira  un  quarré  congru  kA,  sui?.a|it  Ifirmoduie ^>  de.^^f 

au  module  P*,  au  module      etc.  ,  ,  , 

•  .  .  .  .  ■ 

Bxen^fie,  Etant  proposé  le  .résida  6  congni  au  quarré  f,  soi-' 
Vant  le  module  5 ,  on  trouve  le  qoarré  9*  auquel  il  est  congru' 
suivant  le  module  aS^  16*  auquel  il  «$t  congru  0lù?aiifc  le  mo- 
dule xaSij  etc.     i  •    .  •  .  • 

tOA.  Qnut  ,à  ce  qui  .le^ude  les  nombi^et  divissblei  p,  H 
«tt  dair  que  leurs  quarrés  seront  divisibles  par  etquepai^aot 
tous  les  nombres  qui  seront  divisibles  par  p  et  non.par  jp^,  se- 
ront non-résidus  de^°.  Et  en  général,  si  l'on  propose  le  nombre 
p''Af  A.  n'étant  pas  dlFisible  par      il  y  a  trois  cas  à  distinguer  : 

x%  Si^ss  oii  >jir,.  on  JBom  p^éd^Q  (mo4r  c*«aC*à-diio. 
qa*il  sera  v^tidn. 

Eb  effets  .si  Vtm  avait  p^A^p^-^^A^^  (. P*)*^ 
divisible  par  p^',  ce  qiii  ne  peut  arôir  Usa',  à  moins  qiie  s  ne< 
le  toit  par  p^-^-,  donc  alors     serait' aoid  divisible  par  p^** , 
ce  qui  conduirait  >  à  cause  df^t'^^.a  :n6n  plus  jgrànd  que     à  p^jl 
aussi  divisible  par  p^f"^,  C6:^  tnppoiecnit..^  divisible  par /F 
contre  l^bypotfaèse.^  • 

5*.  Si  ^<ra  et  p^r/jp*//'' sera  r^du  ou  non -résidu  de  p*,' 
suivant  que  ^  sera  résidu  ou  non-résidu  de  p.  En  effet,  quand  A 
sera  résidu  de  il  le  sera  aussi  de  p"^  (n"  précédent).  Mail 
•ilWsupposc  y#2Sfl*  (mod.  ;?"-*)',  on  aura  Ap^ ^ ay^  ( mod. p'); 
Ot  a'f^  est  un  quarré.  Quand  au  contraire  A  est  non-résidu  de  p, 
p^A^  pnutièbévMidift'dë'^SupposoBt-en  efièfe  p^Ama*  (paad,p^) , 
flftynil-Hliad^iiiwiBeBt  Jfagiibèe  lar  ^rpt .  Id.  -qtotlentiaeHdte  wm 
qAartém^4éui1innd»im||^  p«^ 
onm*|BbM  waMukM  amdblë  p,  ofeit^^t.qmi^df'aAralt 
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,6  KECHERCHES  * 

io5.  Comme  nous  avons  commencé  (n"  loo)  par  exclure  le  cas  oà 
,  il  faut  ajouter  (juelque  chose  à  ce  snjet.  Quand  s  est  module  , 
tous  les  nombres  Mmt  résidai  >  et  il  en  a  point  de  non-fési* 
dns.  Quand  le  module  est  4,  tous  les  nombres  impsîrs  de  la 
&nne  4iH-i  soné  résidus,  et  tons  ceux,de  M  fijrmé  sont 
non-réràdiis.  Enfin»  quand  le  module  est  8  ou  nne  plus  haute' 
puissance  de  a,  tous  ks  nombres  impairs  de  la  forme  1  sont 
résidus,  et  les  autres,  ou  ceux  qui  sont  de  la  forme  8/t-f-3,  8^-f-5, 
8^>|_y  sont  non-résidus-,  la  dernière  parrie  de  cette  proposition 
est  évidente,  puisque  le  qiiarrc  d'un  nombre  impair  de  la  forme 
.4A-4-1  ou  4k — I  est  toujours  de  la  forme  8A+1.  Oa  peut  dé- 
montrer la  première  comme  il  soit. 

1'.  Si  la  somme  ou  la  différence  de  deux  nombres  est  divi- 
sible par  a  les  quarrés  de  ces  nombres  seront  congrus  soi* 
vant  le  modale  à*.  En  e&t,  soit un  de  ces  nombres,  l'aulce 
sera  3*r»Adba,  dont  le  quatré  est  sa*  (  mod.  a*). 

a*.  Tout  nombre  impair  qui  est  résida  quadratique  de  3",  est 
eongrn  i  un  quarré  dont  la  racine  est  un  nombre  impair  et  <3*^, 
Soit  en  effet  0*  un  quarré  quelconque,  auquel  ce  nombre  soit  con- 
gru,  et  «sa  (  mod.  a*'*  ),  «  n'étant  pas  plus  grand  que  la  moitié 
«tll  module  (  n"  4  ) ,  on  auraa*  =  a*,  et  partant  le  nombre  pro- 
Ni  ^  posé  sera  =  cf.  Mais  il  est  évident  ^ue  a  et  a  seront  impairs^  et. 

^  '«^  qœ  parcon8équentfl<a"~*. 

^*  *  Çs*^;  '•  Loi  quarrés  de  tous  les  nombres  impairs  moindres  que  a"-* 
*  aerpnt  incongrus,  suivant  le  module  2".  Soient  en  effet  deux  nom- 
bres r  et  s,  deux  nombres  impairs  moindres  que  a—»-,  si  leurs  quarré» 
étaient  congrus  suivant  a",  on  aurait  (r—s)  (r-i-i^  divisibles  paçaT 
r  étant  >  5  -,  mais  on  voit  aisément  que  r-j-s  et  jrrrrS  né  pen?ent^ttr^ 
^.la-fois  divisibles  par  4 ,  et  siJMm.ftrtsenWippt  divisible  |>ar,^y. 
Tautie  doit  l'être  par  aT»,  cç  qui  est  absurde,  pni^ae  cl|ap^ 
d'eux  est  Kar*"       .      •    j  .  •  . 

,  4\  Si  Ton  ranhie  ises  qnamés^  lekns  r^idità  mMma.ppsk^^. 
on  anm.4"-:*  ;.'xésidils  «qupdfaiâqnAsidifiécentîc^li  plus  Ipt^  qtA 
]e..mihd|ile^  ^aia.'cnmnie  il  j  a  précbément\a^  V  vusubres  de  la 
fiinie  iphm^Blita  que  le  naodulb  ^ioiéciBSSiivtfoienl  ton^ixs 

nombres  le  tronvecont  parmi  les  résidus»       ^  ;  I  •>  ' 
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ARITHMÉTIQUES.  7^ 
Pour  trouver  un  quarré  congru  à  un  nombre  donné  de  la 
forme  SX-f-i  ,  suivant  Je  module  a",  on  peut  emplojer  une  mé- 
thode semblable  à  celle  du  n°  loi  ,  ou  suivre  le  procédé  du  n"  88. 
Four  let  aomhm  pairs ,  on  peut  fidre  «âge  de  oe  «|iie  aone 
ëit  généralement  n*  103. 

io4*  Fonr  ce  qui  regarde  le  aoBibHr  -de  Talenrs  différenfet  / 
e'eit-è«dife  incoogmes  mivant  le  modale^  que  pent  admettiii 
l'eipiMiioii  ( mad./i*) »  poami  que  ^  toit  un  tMm 

de      on  dédnit  ftcilement  de  œ  qui  précède  »  lei  eooel«ioiie 

suivantes.  Nous  supposons  toujours  que  p  est  un  nombre  pr»*' 
mier  et ,  pour  abréger  «  nous  considérons  en  même  tempe  le  cat 

o  ù  «  =:  I .  .    .  . .  ■ 

1'.  Si  A  n'est  pas  divisible  par  p,  V  v^^  qu'une  seule  valeur 
pour  p='x  et  n=z\  •,  ce  sera  F'^i  ;  il  en  a  deux  quand  p  est  im- 
pair >  ou  bien  quand  on  a  pz=  3  et  n=:3 'y  et ,  si  l'une  est^$/, 
Tautre  sera  s  —  il  en  a  quatre  pour  /7=:aet/i^ajet  si^'ono 
est        les  antres  eerool  si'-f'a*^*  ""''H-**^* 

a*.  Si ^ est  divisible  par;;,  maîsnon  par/?", soit /^'^'^  la  plus  haute, 
^       pnissancede  p  quidivise^,carceltepuissancedoitêtrepaire(a*' loa}^^ 

et  ^ssd^f'**  ^  U  est  clair  que  tontes  les  Taleunde  f^dolv^  être 

divisibles  par  p^ ,  et  que'tomlesqnotiekît  donnés  pair  cet^Tihiont 

seront  les  valeurs  de  l'expression  V'=={/a.  (mod,  p  )^  oa 
aura  donc  toutes  les  valeurs  différentes  de  f^,  en  multipliant  pas 

f/^ ,  toutes  celles  de  y.  contennee  entre  o  et  p^"^^*  £lkt  aérant  » 
par  oonséquent  y   

i/,  y V^+a/'"'"'*, ...... 1  )  P^^% 

i^étanttme  valenr  quelconque  de  V\  suivant  done  que  V  aura  1 4' 

on  a 9  on'  ▼àlemty'  Ken  tmtL/^f  on  s;/^ ,  on  4p^(i\), 

3%  Si  A  est  divisible  par  p",  on  voit  facilement,  en  posant 
éan&m  ou  ssam— i ,  suivant  que  h  'est-  pair  ou  impair,  que 
tpnalia  nomheM  dirlaîbles  par  pn*tM  des  Taleurs  de^ ;  et«iflM- 
a'yntt  «  paa  d'autcMs»  maia.lée.BombNS  divisiblea  ipar>jBC'.iBBi- 
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io5t  R  reste  à  examiner  le  cas  où  le  module  m  est  composé  de 
plusieurs  nombres  premiers.  Soit  m-=abc  etc.  ,a,b,  c,  etc.  étant 
de»  nombres  premiers  dififérens,  ou  des  puissances  de  nombres  pre- 
miers difFérens.  Il  est  clair  d'abord  que  si  n  est  résidu  de  m ,  il 
Je  sera  aussi  des  dififérens  nombres  a,  b,  c,  etc.,  et  que  partant 
il  sera  non-résidu  de  m,  s'il  est  non-résidu  de  quelqu'un  de  ces 
nombres.  Réciproquement,  si  n  est  résidu  des  dififérens  nombre*  • 
a,  b,  c,  etc. ,  il  le  sera  de  leur  produit  m,  en  effet,  si  Ton  a  n~A*, 
B* I  C,  etc.  ,  suivant  les  modules  a,  b,  etc.  respectivement, et 
qu'on  cherche  un  nombre  iVcongru  aux  nombres  y4,B,  C,  etc.,  sui- 
vant les  modules  a,  b,c,  etc.  respectivement  (n°  5a), onaura«=iV», 
suivant  tous  ces  modules,  et  couséquemraent  suivant  leur  produit. 

Comme  on  voit  facilement  que  la  valeur  de  N  résulte  de  la 
combinaison  d'une  valeur  quelconque  de  ou  de  l'expression 
y^n.  (mod.  a  ) ,  avec  une  valeur  quelconque  de  ^ ,  avec  une  va- 
leur quelconque  de  C ,  etc  ,  que  les  diflTérentes  combinaisons  don- 
neront des  valeurs  dififérentes ,  et  qu'elles  les  donneront  toutes; 
le  nombre  des  valeurs  de  N  sera  égal  au  produit  des  nombres 
de  valeurs  de  A,  B,  C,  etc,  que  nous  avons  appris  à  déterminer 
dàns  l'article  précédent. 

^  H  est  évident  que  si  l'on  connaît  une  valeur  de  l'expres- 
tion  f/n  (mod.  m),  ou  de  N ,  ce  isera  aussi  une  valeur  dé  A,. 
B,  C,  eic*i  et  comme  par  l'article  précédent  on  peut  en  dé- 
duire, toutes  les  autres  valeurs  dè  ces  quantités,  il  s'ensuit  que 
l*-on  pourra  trouver  tt)utè8  les  valeurs  de  N,  lorsqu'on  en  con- 
naîtra une. 

Exemple*  Soit  le  module  3i5j  on  demande  si  46«st  un  résidu  ou 
un  non-résidu.  Les-divisçurs  premiers  de  3i5  soqt  3,5,  7 ,  et  46  est 
résidu  de  chacun  d'eux;  donc  jl  est  résidu  de  3i5.  Or  comme 
4^=1  et  =64  (mod,  9),  =1  et  =16  (mod.  5),  =4  ®t  =25 
(mod.  7) ,  on  trouve  pour  les  ratines  dès  quarréà  congrus  à  46  sui- 
vant le  module  Si 5,  les  nombres  19,26,  44>^/^3^> -371^  ^96» 

106,  On  voitipar  ce  qui  précède,  qu'il  sufËti  de  reconnaître  si  un- 
nombne  donné  est  résidu  ou  DOQ-ré|idu  d'un  nombre  premier 
donné,  et  que  tous  les  cas  reviennent  k  oelui-là.  Nous  devon» 
donc  chercher  pour  ce  candes  caractères  certains;  mais  avant  d'e«t> 


ÂttfBeèùên  cstte  scdmche  «  -iiom  préinitnrDiis  'HO  ^mSè^e  <)ui  se 
•déduit  lisU  AetMW{»jo<deate«  ek^ui  est^ligjie  ict'étrocÉiueivjAià 
.oftnndeaa  simplteité  et  de  s»  giiilvâlité^  lymimiUno  inil|iifci|iMj 
d'ancnne  utilité  dans  la  pratiqiie.  ,  • , 

Vn  nmUft^  ^ieet^m      mméàritièie  -par'tên  mtmànfpre' 


Sdit  en^ffèt».  pour!»  module  am+i ,  al'iiidicedu  nombre  ^^dans 
im  jjntiiiie.quelconqHe»  «  sera  pair  quand  A  sera  on  fésîdii ,  et  im- 
pairquand  A  sera  ilOia-résidn;  mais  l'indice  du  nombre-^  est  1714 , 
c*est-à-c!lre  =0  on  =1»  (mpd*  am)  suivant  que  a  est  pair  ou  im- 
pair. Donc  dans  le  premier  cas  on  aura  jit*si  et  dans  !e second 
•-S-—  I  (  inod.  aTO  + 1  )  (n"»  67 ^  6a)« 

JSagmpie,  S^t  iésida  de  iS^  paieéqne  5fsi.(mod.'&8)$'«a 
contraire  3  n'est  pas  résida  de  -i5  j-panDeM]iie  a's — ^'i  (-flMfd.:t8); 
;  mais  pour  peu  que  les  nombres  à  examiner  soient  grands,. ce  carae- 
,  tère  devient  tout-à-fait  inutile  à  cause  de  l'immensité' du. aakui» 
107.  n  est  trës-facile  d'assigné  ious  les^  aombres.qid  aàM  fé- 
^dus  ou  non-résidus  d'un  nombre  donné.  Soit  en  effet  m  ce  nombf^} 

•on  détemiiMra'  les  ^MÉkés  doBt-lci.  noÎBesi as  iBrpMitotiiiM  ^; 

*ôn  desr  nonrineremignis  k  ces  qnartésMVahi  le  inbdnlr  m  (pour  la 
pratique  U  y  â,  encare  des  méthodés  ^  e]^^éditiTes);:àIoi%  tous 
'  les  nombres  congrus  (  quelqu'un  de  ceur-li  /  suiv'azlt  le  mtodàlr  M, 
•seront  résidus,  eit  tons  ceuk  qui  neséront  congrus  à  aucun,  seront 

non-résidus  j  mais  Ta  question  inverse,  étant  donné unnombre  quel- 
conque, assigner  tous  ceux  dont  il  est  résidu  ou  non-résidu,  est 
•d'une  bien  plus  grande  difficulté;  aussi  nous  allons  nous  occuper  de 
'  eepi'vUâme,  de  la  solution  duquel  dépend  ce  que  nous  nous  sommes 
proposé  dans* Paiftide  précédent)  et  nous  commencerons  par  les 
cas  les  pins  simpfab. 

X08.  TnionÈME.  r-i  est  résidu  de  tous  les  nombres  premiers 
de  ia  forme  40 + 1  ^  «f  noiprdèidu  de  tous  les  nombres  premiers  de 
Mjbrmfi.4fl.^S, 

«r«i^^/,r,-^s  ost résidu dbsnombres  5,  i5, 17,  39,  57^  41,  55, 
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6t,  jZ,  89,  97>  efc.}  il  provient  dei  qnarréf  «lai non^bres  a,  5, 
4»     ^»  9»  ^»     '7*  ^*  RipectiviBiiient.  Ileitaacoii- 

tntfvB  aoa  -lédda  des  nombrei  5,  7^  11 , 19,  aS ,  5i ,  4^,  4?* 
6jtJ^»  79' 

Noof  ftYoni  d^à  &U  niéntioii  de  oe  iltéorime  (n*  64)  ;  mab 

ddmontre  facilement  par  le  n*  106.  En  eSot,  pour  on  noiiibBftpRh> 
mier  de  la  forme  41+1^  on  a  ( — i)*"SB*f>x.>  et  pour  un  nomtm 
de  la  forme  4«+5,  on  a  ( — i)"'^'^ — i.  Cette  démonstratioxi 
revient  à  celle  du  n*  64',  mais  à  cause  de  l'élégance  du  théorème  et 
de  son  utilité»  il  ne  sera  pas  inutile  de  le  démontrer  encore  d'une 
autre  manière. 

109,  Désignons  par  C  la  somme  de  tous  les  résidus  dunombro 

pcemlev     lenr  nombvey  eneicliiaiito«  est         qui  seia  pidr 

tontes  ki  SaU  qne  p  sera  de  la  fimne  4'iH*i««t  smpalirlenqiM^  sera 
de  lafinme  4'i+ ^*  Par  analogie  avec  la  nomenchÂure  adoptée  daai 
-le  n*  77  ,  dans  lequel  il  était  question  de  nombres  en  général ,  nous 
«appellerons»  résiduBatêodés$  cens  dootle  produit  seras  i  (mod./)')} 

*«B  efièt  il  est  érideiitqiia  tir  estim  résida»  i  (mod.  p)  en  sera  im 

aimlf  et  oommele  même  résida  ne  pent  avoir  plusieurs  assodlt 
dans  Cg  il  est  clair  qoe  Cpeot  être  distribué  en  classes,' dont  char 
enae  eontifliidra  deux  résidus  assodds.  Or  il  est  évident  que ,  s'il  n'y 
arait  ancOB résidu  qnin'e^t  d'autre  associé  que  loi-même,  c'est-à- 
dire  si  chaque  classe  contenait  deux  résidus  différens,  le  nombre 
des  résidus  serait  double  de  celui  des  classes.  Si  donc  il  j  a  des 
nombres  qui  soient  eux-mêmes  leurs  associés,  c'est-à-dire  quelques 
classes  qui  ne  contiennent  qu'un  résidu»  ou»  si  on  aime  mieux,  qui 
, contiennent  deu](fois  le  même»  soit  a  le.  nombre  de  ces  classes* 
.  b  le  nombre  des  antres»  le  nombre  de  tons  les  réûdus  sera  sa-t-ai^  s 
dooe  a  sera  pair  on  impair  snivant  qœ  p  sera  de  la  forme  4n+.> 
on  4''+'>  Biais  (n*  77)  il  n'j  a  pas  de  nombres  plus  petits  que  p, 
antres  que  letp^i  qui  soient  eux-mêmes  leurs  associés»  et  le  pre« 
"mier  i  fait  certainement  partie  des  résidus;  ainsi  dans  le  premier 
cas  p — I  ou,  ce  qui  revient  au  même,  —  i  doit  être  résidu,  et 
dans  le  second  il  doit  être  non-résidu;  autrement  dans  le  premier 
fjças  on  a\irai(  a^x  »  et  dans  le  second  a  s  a»  ce  qui  est  impossible. 
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'  'tiorCèife  démonstration  est  encore  due  à  Eider,  ainsi  que  la 
précédente  qu'il  a  donnée  le  premier  {Opusè»  anafyt*  T.  i,  p,  i55)«' 
H  est  aisé  de  Toir  qu'elle  repose  sur  des  principes  semblables  à  ceux 
sur  lesquels  nous  avon»  appuyé  notre  seconde  démonstration  du 
théorème  de  Wilson  (n*  77).  Mais  en  supposant  ce  théorème,  la 
démonstration  précédente  se  simplifierait  beaucoup.  En  effets  entre 

^       les.nombres  x^a^S..*/»— i#iljeiia£-pi  qui  sont  léûdns  et  autant 

de  ]ioii''fértdns  f  donc  le  nombre  des  non-résidus  est  pair  ou  impair 
foiTant  que  p  sera  de  la  forme  4^+ 1  »  ott  de  la  ferme  ^-{-^t  ^^^^ 
le  produit  de  tous  les  nombres  i ,  a,  S , . . .  p—  i  sera  résidu  dans  le 
limier  cas  et  non -résidu  dans  le  second  (n"  99).  Or  ce  produit 
^ — I  (mod.  p)'j  donc  enfin  est  résidu  dans  le  premier  cas  et 
non-résidu  dans  le  second. 

111.  Si  donc  r  est  résidu  d'un  nombre  premier  de  la  forme 
4«"H-i,  — r  le  sera  aussi,  et  tous  les  non-résidus  seront  encore 
non-résidus  en  changeant  les  signes  (*).  Le  contraire  arrive  pour 
les  nombres  premiers  de  la  forme  4^i-4-3,  doiit  les  résidus  devien- 
nent non-résidus,  et  réciproquement,  quand  on  diaog^  le  signa 
(n-98). 

4-u  reste  on  déduit  facilement  de  ce  qui  précède  cette  règle  géné- 
nie:  —1  est  résidu  de  tous  les  nombres  qui  ne  sont  divisibles  ni 
par  4»  ni  par  aucun  noçibre.de  la  forme  4*H*'«  H  Mt  non*iésidu  de 
tous  les  antres*  (K"  loS  et  io5). 

lia.  Passons  anx  résidus  -j-^  ^ 

Si  dans  la  table  II  on  prend  tous  les  nombres  premiers  dont  te 
^j^^aednhf  est-f^a,  on  trouvera  7/17/^3, 5t,  41,  47,  71,  75,  79, 
80, 97.  Or  on  remarque  fiuaUpmentqu'ancun  d'enx  n'est  de  la  fbcmo 
m-^S  ou  8is-h5. 

Yojons  donc  si  cette  induction  peut  devenir  une  certitude; 
.  Observons  dl^vd  que  tout  nombre  composé  de  la  ferméAff  -f-5  on 
6is»|-5renfèm|^aéoessaiiiaientun  fiicteur  premier  dfrl'uneonrantra 

•   ;  '  . 

i*)  Ainsi  quand  nous  parierons  d'an  nomlm,  en  tant  qu'il  sera  r^ida  on  non- 
résidu  d'un  nombre  de  la  forme  4^+1 ,  BMs  poHTOQS  OS  faire  ancme  sttentïau 
à  >PA  »igoe  j  ou  lui  doaaer  le  sjgae  ±:. 

L 
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83  RECHEHCHÈS 
forme;  en  effet  les  nombres  preniiersde  la  forme  ôn-^-t  et8«-f-7 
ce  peuveiLt  former  que  des  nombres  de  la  forme  8/z-f*i  ou  S/i+y, 
Si  donc  notre  indncUoD  est  giéiiéraleioeot  vraie,  il  n'y  aura  anoun 
npmfire  de  U  fbriiie  9ii4-S>  &»+Sf  dont  le  léiidu  «oit  Or  U 
«01  bieo  certain  quil  n'existe  aucmi  n^hxt  de  celle  fimeeiA** 
dessous  de  ioo«  dont  le  résidu  soit  4- a;  vais  s'il  y  en  avait  aa-d«isoe 
de  celte  limite >  supposons  que  /  soit  le  plus  petit  de  tous;  /  sera  de 
la  forme  8/î-f-3  ou  8/î-f-5,  et  +3  sera  son  résidu;  mais  il  sera  non- 
résidu  de  touâJes  nombres  semblables  plus  petits.  Skàt  a'HS  a  (mod.  t), 
on  pourra  toujours  prendre  a  impair  et  <  / ,  car  a  a.  au  moins  deux 
valeurs  positives  plu»  petites  que  dont  k  saoïine  xsl ,  et  doèt  pir<i 
conséquent  l'one  est  paiiw>elfaMliëiffl  ice  (a<^  h4,  léS),  Cela  posé,! 
vit  4S*a^»-hstf  OQ  fO^^â^'^v,  sera  de  la  fiittne  ^Irs^f^r ,  ctpar^ 
conséquent  vt  de  la  ferme  i  ;  doncii  sera  de  la  forme  8^4-' 
ou  8/2-f-5  sni^ant  que  t  sera  de  la  forme  8/»+^  ou  8n4-3;  mais 
de  réquaticn  flf=:3-i-/«,  on  tire  lacongrucncea'^a  (mod,  u), 
c'est-à-dire  que  +2  serait  aussi  résidu  de  u.  Il  est  aisé  de  voir 
qu'on  a  w  <  /  ;  il  s'ensuivrait  que  t  ne  serait  pas  le  plus  petit  nombre 
qui  eût -j-a pour  résidu,  ce  qui  est  contre  l'hjpothèsev  d'où  suit 
enfin  une  démonstration  rigoureuse  de  cette  proposition  >  q^  noua 
avions  déduite  de  rindnctioo. 

:  Enca^biiiiôtoeCte  propoti||<iif  iVeiÉ;eel]e«d4n^  oneniléduil 
les  iMor&mes  nilvais  : 

r.  +2e»<  non'T&idui  et---»estrésidu  ^  tout  Utmmbnêpn^ 
mien  de  ta  forme  8n+$. 
n.  -4-9  ei^s  sont  wfiv-rAidUt  dè  fout  Uê  mmtref  pmnuer» 

.  TiSr  Paruoesamfekble  indutAioà  ou  tifiera  de  la  table  lï^pour  le* 
nombres  premiers  dont  le  résida  c«t—a*,ecu«-oi:  5,  rr,  if ,  t(),^V 
45,59,  67,75,85,89,  97(*).  Parmi  ces  nombres  iVne  s'en  trouve  ati- 
cun  dç  lafoapmô8«-f-Sou  8«-f-7;  cherchons  donc  si  de  cette  induction 
l^ov»  pouvons,  tirer  un  théorème  général.  On  fera  voir  de  la  même  ma- 
nière que  dans  l'article  précédent,  qu'un  nombre  composé  delvfenaÉ 
8/24-5  ou  8/ï-f  7^  doit  renfermer  ua.&cte«»peaBBii»de-kfeiflB» 

«/14-5  ou  de  la  farine  8»-i-7  v  desede si aetce  induction  est 

,  -      ■■  —  Il  

*  (•)  Bacwisîdérwt— acomMeb|ired«t,d»H»aipss«îViyi»iP'i>^ 


AltITHMé.TIQUES: 
gédénlèniBnl  Tirtiei  -—a  ne  peut  être  résidu  d'aucun  nombre  de  U 
fiinne  8ii4-5  on  8ff-f-7;  or  s'il  peutj  en  avoir  de  tels,  soit  t  le  plut 
petit  dp  toutf  et  qa*on  ait  —  2  =  a'  —  Si  l'on  prend ,  comme  plus 
haut ,  a  impair  et  <  f ,  m  sera  de  la  forme  8az  -f-  5  ou  8^  4-  7 ,  suivant 
que  /  sera  de  la  forme  8/7  +  7  ou  ^"-h^'j  mais  de  ce  qu'on  a  <i  <  /  et 
«f=a»-4-2,  il  est  facile  de  déduire  que  u  est  </j  et  comme  — a 
serait  aussi  résidu  de  u,  il  sTensaî^T^  que  i  ne  serait  pas  le  pltM 
petit  oombiè  dont est  le  Màn^  ceqiii  est  êontre-  lijpodiiée.' 
Done  •xid^ier»  aécessaiiemèat  non-réiidir^  tout  let-  tttfmbies  dé 
la  IboM  fte4*5  ou  An*f>7. 

En  eombinant  cette  {ffo^sition  avec  celles  dici  a*  mi  j  oft  en 
déduit  lès  âiébrëinss  snivaiis  T 

1. 1-2  îr/'-t-a  f  ont  non-résidus  Je  tatiâ  les  nombres  premien  de 
la  forme  8n-{-5  \  oonme  nous  Tavons  déjà  tfonvé. 

XL  '^•Mt:WmHfési^  €tf  résidu  dg  Jov»  les  nombres  pre* 
nders  de  la/ormeSa'i'f^  ' 

•  4Kniestf>..Ji<n»tastfoiM  pn  (Mdrfr  A  pais  dans  leii  deux  dém 
lisàioi»î>.wiii<iielora*leftt  fallu  distinguer  le  eàs  où  o^est  de  la  fenntf 
4^4-3  )  de  celui  où  il  est  de  la  forme  ^n;  d'ailleurs  la  marche  est 
absolument  la  mftme  et  a*est  sujette  k  aucune  difficulté» 

ii4»Il  neoi  iwte  eacevB  k  tnilerl»  cas  e&  le  nombre  premier 
est  de  la  forme  Sn-^i;  mais  il  échappe  à  la  métliode  préioédenter 
at  demande  des  artifices  tont-à-fait  particalieis. 

So&tf  pour  le  modula  premier  8n-t- 1 ,  vu»  racfae  prlmilire  quel*» 
conque  a»  on  aura  (n*  62)  a^"= —  i  (mod..  Sn^i^i)',  cette  con* 
gmence  peut  se  mettre  sous  la  forme  )*~2a*'  (mod.  Sw+i  V 

on  (a" — 1)*= — ^a";  d'où  il  suit  que  2a"et  — aa*"  sont  résidus 
de  8/z4- 1  -,  mais  comme  a*"  est  un  quarré  non-divisible  par  le  mo- 
dule ,  H-^  et  —2  seront  aussi  résidus  (a9  98 )^ 

XI 5.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'ajouter  encore  une  autre  démonstration 
de  ce  théorème,  qui  a  le  même  rapport  avec  celle  que  nous  venons  de 
donner,  que  la  seconde  démonstration  du  théorème  du  n*  108,  a  avec 
la première.  Les  gens  instruits  s'appercevront  facilementque  cesdeux 
,  démonstrations  ne  sont  pas  aussi  différentes  qu'elles  le  paraissent  au 
JgnaAtg  aspeot^  tant  àtm  le  pramier  cas  qne  dans  le  second* 
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B4  RECHERCHES 

1*.  Pour  an  module  premier  quelconque  de  la  forme  4^'4'i; 
parmi  lef  nombres  i ,  2,  S,. . .  .^m,  on  en  tromreram  qui  penrent 
Btre  congms  à  un  biqoarré,  et  les  %m  autres  ne  pourront  pat  Têtre* 

On  peut  le  eonelove  fiicileoient  des  principes  de  la  section  précé* 
dente  >  mais  on  peut  auiii  s'en  passer  sans  difficulté.  £n  eflbt  nous 
aTons  démontré  que  popr  un  pflieil'modole>  était  toujours  résidu 
gnadratique.  Soit  doncy^=—  i ,  il  est  clair  que  si  M  est  un  nomlim 
quelconque  non  divisible  par  le  module ,  les  biquarrés  des  quatre 
nombres -f-^z^—^i-f-yi*  — f^^  (qu'on  voit  facilement  être  incongrus) 
seront  congrus  entre  eux.  Or  il  est  évident  que  le  biquarré  de  tel 
nombre  qu'on  voudra,  qui  ne  serait  congru  à  aucun  de  cesnombreSy 
ne  pourrait  pas  être  congru  à  leurs  biquarrés^  autrement  la  con« 
gruence  «*sx*  aurait  plus  de  quatre  racines  (n°  4^).  On  déduit 
fiicUemenide  là  quelet nombres  3»  5,.  ...4m  finimissent 
lement  m  biquarrés  incongrus,  pour  lesquels,  parmi  les  takmei 
nombres  «  on  en  traoTera  m  qui  leur  sont  congirns}  les  antres  aa 
pourront  être  congrus  à  aucun  'biquarrés 

.  •  a*.  Suivant  module  premier  de  la  forme  da-f*!  »  peut  être 
vendu  congru  à  un  biquarré;  c'est-à>dire  que        scn  résidts 

hîquadratiquc  de  ce  nombre  premier. 

En  effet  le  nombre  des  résidus  biquadratiques  moindres  que  8/z+i 
(zéro  excepté),  8cra  =  3«,  c'est-à-dire,  pair.  Or  on  prouve  facile- 
j^ot  que,  si  r  est  résidu  biquadratique  de  Ô/iH-i  ,  la  valeur  de  l'ex- 
pression ^  (mod.  âa-f>i}  est  un  pardi  résidu.  Donc  on  peut  dis- 
tribuer les  résidus  biquadratiques  par  classes ,  comme  nous  l'avons  * 
ftity  au  n*  X09,  pour  les  résidus  quadratiques,  et  le  reste  de  la 
démonstration  est  enctement  le  même  qu'à  l'article  cité. 

'  S*  Soit  nudntenant  ^5-^  s  et  A  l&Talenr  de  retpcetsion;  g, 

(mod.8A+i).  QnaOTaalors(5^=fc/i)*==^*4*sfcay*^H-A'cfcv 
puisque  gh^\\  mais^=— t;  donc  g^h^^-^h*'.  d'ailleurs... 
^A*=s^^J^5^,  donc^^— A*  ou  ^«4- A'=o*  et  Cg:=t  A)»==fc3  j 
c'est-à-dire  que+a  et  — a  sont  des  résidus  quadratiques  de  8«H- 1. 

116.  Au  reste  on  tire  facilement  de  ce  qui  précède  la  règle  gêné- 
raîe  suivante:  -f-a  est  résidu  de  tout  nombre  qui  n'est  diuisib/e 
ni  par  4  ni  par  aucun  nomlfre  premier  de  lajorrne       ^ou  ôa-^-S,^ 
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€t  non-résldu  de  tous  les  autres,  par  exemple,  de  toDS  ceux  de  la 
forme  8/2+3,  8;i-f-5,  tant  premien  «que  «oniposés. 

est  résidu  de  tout  nombre  qui  n'est  dit^isible  ni  par  4  ni  par 
aucun  nombre  premier  de  la  forme  8û-|-5  ou  ô/j-f-y,  et  non* 
résidu  de  tous  les  autres,  ■  ' 

Ces  théorèmes  élégans  étaient  connus  de  Fermât  {Op.  mathém, , 
)p.  i68);  mais  il  n'en  a  point  donné  la  démonstration,  qu'il  a  dit 
avoir  trouvée.  Depuis,  £j://fr  l'a  toujours  cherchée  en  vain;  mais 
Xio^range  en  a  publié. le  pranin  luié  démonstration  rigoureuse 
t.^àuk  Uémâ»jtJc.â9  Berlùu  1775,  p.  549,  35i  )j  et  il  parait 
"^t^M^ÈiÀler  ne  la  «ionqj^utaitpai  encore  <îuand  il  a  écrit  la  dis^aiion 
^tt^Mfedne  le  T.  i  ^ist  Oputcùlaaàafyt;  p.  aSg,  "  " 

iif.  Passons  m  téùàm  et  «09111101^010  par  le 

deràier* 

»On  trouve  par  la  table  II  que  les  nombres  premiers  dont  — 3  est 
résidu,  sont  3,  7,  i3,  19,  3i,  3;,  43,61,67,  75 ^  79*  97,  parmi 
^oqneb^U  9*y4^^.f  .mon  de  1^  feme  PP'd^qioiitrdc^fiiiiie 
il  soit  qu'au-dèlà  des  tables  il  n*y  a  pAt  dle>  iioinbim:d9,f^tf q  ijutto 
jont^S  soit  résidu:  il  est  d'abord  évident  ^ne  y>ut  nojpbcs  eetti'r 
posé  de  la  forme .6i|.+5  reD ferme  un  facteur  premier  d^  la.  oiêtfie 
forme;  ainsi >  quand  ,i)  sera  démontré  qu'il  n'j  a  p^  de- i|fiiiltfe# 
premiers  de  la  forme  6/ï-f-5  dont — 3  soit  résidu,  if  demeurera 
prouvé  qu'il  n'y  a  pas  non  plus  de  nombres  composés.  Si  don& 
au-delà  des  Jinutes  de  la  table  il  y  avait  de  tels  nombres,  soit  /  le 
plus  petit  de  tous,  et  qu'on  ait  iz*^— 34-^j  alors  en  prenant  a 
pair  et  moiiidre  quç^/,  on  aura  tt/</  et?^5,résîda  deif  ;  or  si  a 
était  de  ht-hmprfy^^^  fk  seoît  de  l^  toîie,Qit.>H  1  ^  et  partant  ii 
delà  forme6/f4^5^,,jcf}(^Qiest  absiiiide>fvdiqi^  fiTons  fnppbids 
911e  t  .^aif  ie^^pliis  petit  nombre  contraire.^ notre  induction^  en. 
second! lieu,  si  a  était  de  la  forme  6/î,  tu  serait  de  la  forme. 
S6/I-4-3,  et  parlant  ]  tu  de  la  forme  ia«-f-i  i  donc  ]  u  serait  de  là 
forme  G/i-j-S;  or  il  est  clair  que — 3  serait  aussi  résidu  de  \u,  ce 
«l^lesl  absurde^  puisque  5 «  < /  ;  donc_  ^5  ne  sera  résidu  d'awcuu 
noiQVed'eiafqrniéèii-f-5. 

Gooua»  4o|it  «ombre  de  la  forme  612    5  «st  contenn  sous  la  forme 
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t^ark^s-W  iwr^it»»  fil  w  U  pmSèçv  icvMà  4«ti^t>«t  k 
I.  -T^  ^<  4-^  «ont  nçfj^rf^f^ù^.  dg.  tqu^  nombre  fr^ntUçr  de  kk 

la  forme  lan+ii* 

I  i8,jOli  troitre  ^àns  la  table  H ,  c^ae  les  Dotnhres  dont  5  est  r£sid.ip 
ipoi  5,  1 1 ,  i3 ,  33 ,  5^j^^,  59^fiip  7^»^,,ô5jk g^,  parmi ieflqn^ 

ancnn  n'est  de  la  forme  lart-f-S  ou  la^if-y;  or  on  démontrera, 
comme  dans  le*  n**  Lia,  ii3,  117,  qu,*il  n'j  a  absolument  aucuns 
nombres  de  cette  forme  dont  le  résidu  soit  +3;  ainsi  nous  ne  nous 
y  arrêterons  pas.  Nous  e^^co^cliiFPti^  dQi^Q  j^.lJaif^ 
théorèmes  «tiivài»  :  •  *    ■   '   '  « 

'  Il  noni^ldus       nombre  premier  queioànfm 

de  la  forme  ian+5. 

fei&f^f(.'<^!H^>    .        •  -«^        •     .7      u  î  ,1  .-  ••• 

i  :  m&'Gette  iliéthodb'n*anpreiid'iieB  ponriet  BOfadMidëiâflUii^ 
feMi-f  »i  <|ut  dètautndèii^s  tirtifibet  parécidim. ;i:*îndtieiloii  flkif 
▼olp  Akément  «f^  èt  — Smt  léiidfir  dft  tons  les  nombre*  pre^ 
atins-dè'tette  forme*  Or  il  suffit  de  démontrer  que  --5  l'est  effectif 
▼ement,  puisqu/alois  H^S  le  sera  aussi  (n'  m);  mais  nous  allons 
fitirevoir  plu«;  généralement  qiie-»SeslréÉidndetoatiiontbrepre<« 
mier  de  la  forme  '^n-\-\. 

Soit  p  un  de  ces  nombres  premiers,  et  a  un  nombre  appartenant 
il'exposaDt  3,  suivantle  module;?:  et  il  est  éridentqu'il  existe  de  tels 
sombres ,  puisque  3  'ditlie  p^  i  (n*  55  ).  On  ^nsà  ilinsid^^t  ^(» 
{4aoA4p)^^i^9ebiiidSt^i^Tei:{à'^\){^^*^^^ 
mai«  oiiii»peiit<piftfra£i^«ite  ï  f  tnod.  pyipitteàpùî  i  Vlppartient  ftr 
Itezposant  i  ;  donc  tf-^i  n^ést' pas  divisible;  par  y  »  et  jterlâiitr 
a^*f-fl+i  le  sera*  D'où  il  s'énsnh  que  4a*^4- 4*^-^4  le  sera  aussi 

c'est-à-dire  qu'ikh-aura  (a«-hx  5  (l'»®*^^'^)*  S"® 

résidu  de 

Au  reste  il  est  clair  que  cette  démonstration,  qui  est  indépen** 
dante  des  précédentes,  renferme  aussi  les  nombres  premiers  aê  14* 


Digitized  by  Google 


"  ARITHMÉtIQÛES. 
Nona  obsetverdiis  encart  qti*on  pourrait  èhiployeï  là  méÙibâé 
des  n»»  log  et  iiSj  mais  pour  abréger  bous  ne  nouSy  arrêterons  pkt, 

1 20.  On  déduit  facilement  dè  c6  <|i]i  précédé  les  ihëôr^iiies  fui- 
Vans  (n««  loà,  io5,  io5)»  '         '  r 

I.  — 5  est  résidu  de  fûus  les  nômhres  qui  né  Sont  diuisîhtiè  riï 
par  8,  ni  par  ç),  ni  par  aucun  nombre  premier jk  là fihl^ 
et  non-résidu  de  tous  tes  àatrei,  * 

n.  4-3  est  résidu  de  tous  les  nombres  qui  ne  sont  diuisib/es  ni 
par  4,  ni  par  9,  ni  pat  aucun  nombre  premier  de  lâfimke  li|n-f-5 
ituisk-J^f,  èi  non-résidu  de  tous  les  auttes» 

On  doit  remarquer  surtout  ce  cas  particulier: 

—  5  est  résidu  de  tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  3/2  4-1/ 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  tous  ceux  qui  sont  résidus  de  3;  efe 
il  est  non-résidu  de  tous  les  nombres  premiers  de  la  forme  Ç>n-^5 
OUtda  tons  ceux  de  la  ferme  372H*a  ( a  excepté  ),  c'est-à-dire  de  tous 
ceux  ^ui sont  non-rfyidsàfi  de  et  l'on  voit  facikment  ra  tous  lef 
antres  cas  tiiiyentiiatiirellement  de  celni-Ii. 

Ley  propositions  relatives  aûx  résidus  -|-3  et  —5,  étaient  con- 
WÊMà^Fmat  iOpmfïÊ  fFàUisiî,  r,  ji^p,  857);  mais  Euler  é%t 
ta#raite4yii|>MaU^Nmtiée8  (  CodnoM  nà^iPcirop,  T.  rni, 
p,  loS),  e'f^pM»|ii*iJl«|t  «lloar«^p]|A  AoniHne  ^  Ip  èèaÊoMà 
tration  des  propoftW»  reUtiv0i.«ta.  lé*lrt-f- Jel'--a«îàlt  l«W 
jours  échapptî  à  sa  sagaeil^,  ptai^qn'elfes  soiit  a>pn^ -<dr  lè» 
mêmes  principes.  On  peut  voir  aussi  1^  Reèherchei  é^Lâàméë 
(Nouv.  Mém.  de  l'Àc.  de  Btfliii.  iyjS^  pi  55y).  -      •  . 

_  lar.  t'indtfétiori  fahVoli^-^^-^^nfétfrlsîda  df^ancib  nombre 

impair  de  la  fot-m^  ou  fe-f  ^,  cVst-i^^  d^âuçun  nombre 

impair  qui  sàit  rton-résidu  de  ^rûî-tatfràe.  Or'nous  alïons  démontrer 
^ûécetté  règle  ne  souffre  aucune  exception.  Soit,  s'ilestpossiblVy/Ié 
^ûS-petit  nombre  à  en  except er,  5  sera  rtîsidu  de  /,  et  /  non-résidu  de  5. 

desorte  que  a  soit  pair  et<t;u  sera  impair  et  </. 
f^S  t^téMfdKÏ».  Si  à  il'éàt  pas  divisibife  par  5,  «  ne  le  séri 
^M'pIur^nil^itAst  évidMf «fc'i^sldu  de  5j  donc  tommé 
J«M  néà-^iàa^Sf,  lAi  <éM«idaP,-c4»Ni^ifre  qvfûyàim  notàm 
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88  RECHERCHES 
divisible  par  5,  soit  a=5^  et  «=5*^,  il  ea  résultera  x=4 
(mod.  5),  c'est-à-Klire  que  tu  sera  résida  de  5.  La  diweliedttlftdé* 
moQStration  est  pour  le  reste  la  mênae  que  dans  le  cas  précédent. 

132.  Donc +5  et  — 5  sont  non-rcsichis  de  tons  les  nombre» 
premiers  qui  sont  à-la-fois  non-résidui  de  5  et  de  la  forme  4''H".'  » 
c'est-à-dire  de  tous  les  nombres  pfemiefs  de  la  forme  a<Mi4-  iS  ^ 
ou  aon+  i7'y  mais  5  sera  n<m*résida»  et «5  résida  de  tout  ke. 
nombres  premiers  de  Ja  ferme  30is+5  ou  30ii+7. 

Or  ou  démontrera  absolument  de  la  mèipe  manière  que -^  5  est 
non-résida  de  tout  les  nombres  pieqiiiers  des  fbrmet  .aon^ii 
aon^tS,  ton -f- 17,  aon+ig^  et  l'on  voit  fibcilement  qu*il  mît 
de  U  que  4*  5  est  résida  dé  tout  les  nombres  premiers  de  la  forme 
a(vs+ 1 1 9  ou  aoit'^igf  enfin  non-résidu  de  tons  ceux  de  la  formo 
2on-|-i5  ,  ou  ao«-4-i7  ;  et  comme  tout  nombre  premier ,  excepté  2, 
et  5  dont  ±5  est  résidu,  est  contenu  dans  l'une  des  formes  : 
aon-fi,H-5,-+-7,-f-9, -f-ii,+i5,-f-i7,-fi9,  il  est  clair 
que  l'on  peut  juger  de  tous^  excepté  de  ceux  qui  sont  de  la  fiîWBe| 
ao»+ 1 ,  ou  30»-f-9. 

135.  Par  induction,  on  trouve  facilemtnt  que -f-S  et  — 5  toni 
résidus  de  tous  les  nombret  premiers  de  la  iinne  aou+i  etaoii-H9>' 
et  si  cette  proposition- est  généralement  naîe,  eu  anta  cetl»  loi' 
élégante  4*  S  Mt  réêidd  4o  touê  les  tiombrei  premiert  qtd 
somt  rémbtê  dc  S  iid-méme,  (  cas  ces  nombres  sont  contenus 
dans  les  formes  |Sa4*i,  ou  5n4-4»  ou  ce  qui  revient  au  même 
dans  les  formes  aon-Hi,-f  9,  -fii,  +191  lesquelles  la 

troisième  et  la  quatrième  ont  déjà  été  traitées),  et  non-résidu, 
de  tous  les  nombres  premiers  impairs ,  qui  sont  résidus  de  ^  » 
comme  nous  l'avons  déjà  démontré  plus  haut.  Or  il  est  çlair  que. 
ce  théorème  suffit  pour  juger  si  5  et  partant -r  5»  qui  n'est  auft» 
que  -f  5x— I ,  sont  résidus  pu  non-réddas  d'an  nombre  donné 
quelconque.  On  peut  observer  aussi  Tanalè^  de  ce  théorèniQ 
aveo  celui  da  n^'  lao  sur  le  résida  —S. 
'  Maie  la  vérification  de  cette  indncUon  n*«rt  pat  ftcile.  Quand 
\p  nombre  pnqposé  estdelaforme  aon-f*!»  ou  plus  généralement 
de  la  forme  5»-f-i,  on  peut  employer  une  méthode  semblable  à 
^Ues  djw  119.  Soif  en.  effet  a  un  nombre  quelconque 

appartenant 
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ARITHMÉTIQUES.  99 
tppaHçnant  àl  esposant  5,  suivant  le  module  Sn  -f-  r,  i^ombre  qu*oi^ 
a  appris  à  trouver  dans  la  section  prépédefil<e,  oq  aQraa*~  i^  of^ 
(a— i)  (a^-ha'+<»'+a+0^o  (  Bood.  5ff 4- 1  )•  Mais  çpmpm 
on  ne' peut  avoir  asi ,  il  t'ensait  qn'on  aura  o^+o'+d'-Hi 
+  i=o}  donc4Ca<-f-«>4-a*+â-4- 1  ) =f  a^+a+a  )•— 5a«=0î 
e^-à<dire,  que  5a*  est  ré»idu  dq  5» -f^t^  et  partant  s  ]uî*méme,' 
puisque  û*  est  un  résidu  non-divisible  par  5a.*|riJ-Ci^^  .à  cap<e 
4e  a^aïf  a  n'est       clivlùblç  par  5A4~>f  •  . 

GomiiMi  le  cas  oii  il  est  question  d'nn  noadm  pramier  de  la' 
fonoè  5ii-f>4  demajnde  ^et  artificév  particaliB»  de  calenls»  et 
conme  nont  traiteront  par  la  tuîte»  Ainè  inanlère'^nérale»  lek 
propoaitiont  an  mojen  desquelles  on  peut  résoudre*  ée  piioblêine^ 
noof.îioiis  eôotenterons  d'en  parier -id  en'  jpasMuit.        '    <  * 

1*.  Si^est  vn  n  oni  bre  premier^et  b  un  nombre  aussi  dooné  non-résidu 
de  p,  la  valeur  de  l'eipression .(^4-l/fr;)^'-^,(x-t/^)>;:2  ^ ^  ^ 

dont  le. développement  ne  contiendra  pas  d'irrationnelles,  Wa  foU'^ 
jours  divisible  par  p,  quelque  valeur  que  l'on  attribue  à  x.  En 
effet  il  est  clair,  par  l'inspectioa  des  coefHciens  qui  naissent  de  ce 
développement,  que  tous  les  termes ,  depuis  le  second  jusqu'à  l'a- 
Tant-dernier  inclusivement,  sont  divisibles  par  p,  et  que  partant 

(p't.^ ^'^jx^-i-xà^^^^  ( mod. p) >  mai» parc«qpç  p,iu}uonr 

résidn  de  p,  on -aura  ^^^s-^i  (moà>p),  (  n'ioô)}  or  dâ'a 
Mnjonrs  2^=:e  (section  précédente)»  d'où  s'ensuit  ^50*  . 

a*.  Dans  la  congnience  A  Tindéterniinde  X  muê.  p  dinèen- 
sions ,  et  tous  les  nombres  o,  i,  a,  S....;?— i  ,  Seront  racines 
de  cette  congruence.  Soitjtf  nn  diviseur' de j?-f-i«  l'expression^..: 

X  y  anra  e»  i  dimensions ,  et  il  est  constant  parles  premiers  dldoMoa 

d'analjse,  que  A  est  divisible  par  B,  Or  je  dis  qu'il  j  a  e—i  vêr 
leurs ,  qui  rendent  B  divisible  par  p.  En  effet ,  soit  ^=BC,  x  anra 
■dans  C,  p — r+i  dimensions,  et  partant  la  congruence  C=o 
X  ïaoù,p)p  ne  pourra  avoir  pl|is  de^— «-^i  raciojes j  d'où  il  suit 

M 
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cïiié  les  c — I  autres  nombres  pris  dans  la  série  o>  1,2,...^— 

seront  racines  de  la  congruence  B^o.  *      -'  i 

'  5%  Supposons  maintenant  j)  de  la  forme  5«+4i  e=5,  h  un 

npa-résidu  de  /'^  et  le  nombre  <z  détern^iné  de  manière  à- rendre 

^"tV^.^ ^'f^yT  ^"i^ y iTii,Ti°i>-'"  par       ÇeUe  expression  devient 
^ioa*+îioa*H-aZ;'=a'{(fcH-5«')'^2<>a*  };  donc  (b+Bu'  )—2oa*=o 
(mod.  ;?)•,  c'est-à-dite  que  30a*  est  résidu  de      mais  comme 
est  un  résidu  non-divisible  par;?,  (  car  on  voit  facilement  que  a 
ne  peut  être  divisible  par  ;?  ),  5  sera  lui-même  résidu  de  p. 

II  est  clair  parla  que  le  théorcnïe  és^ucé  au  commençemeni 
de  pet  article  est  généralement  vrai. 

Observons  encore  que  les  dcnioiistratiops  des  deux  cas  sont  dues 
kLagrange,  (^Mémoires  de  rAcaileinie  de  Berlin  ^  ij-jS,  p.  35a). 

134.  On  démontre  par  une  méthode  semblable  que  — 7  est 
non-résidu  de  tout  nombre  premier  qui  est  non-résidu  de  y ,  et 
Ton  peut  conclure  par  induction,  que  7  esi  résidu  .de  tout 
nombre  qt4cAt  résidu  de  7;  mais  personne  n*a  encore  démontré 
^inente^ieiit  ee^e  seconde  partie;  Pour  les  nombres  qui  sont 
féaidos  de  7  et  delà  forme  411— 1,  la  démonstration  est  facile, 
car  on  pewt  démontrer,  par  la  méthode  précédente  qui  est  main- 
tenant' awix  connue',  que  +  7  est  toujours  non-résidu  de  ces 
nombres,  et  partajit  —7  résidu.  Mais  nous  sommes  peu  avancé* 
par  là,  car  les  autres  ca?  ne  peuvent  être  traités  par  cette  mé- 
thode. Il  y  a  cependant  un  cas  qui  peut  être  résoln  de  la  même 
manière  qu'aux  n«»  irg,  ia3*  Soit/?  «a nombre  de  la  forme  7»-fi* 
et  a  nn  nombre  appartenent  àrexpoMWit  75  on  voit  facilement  què 

ï£^^==(L''H.a'---a-ra)--+-7  («'-*-û)'so,  'e^  que  ;  ixartant 
^^(^-(-j,  )•  est  résidu  de  p.  Mais  (a*+a)'  comme  quanré ,  eilfé^ 
aida  àop\  de  plus  il  est  non  divisible  par;;.  En.eftt»n*e8tms=o, 
iis- 1  (  mod.  p).  c  esl-à-dire  que  ni  a,  ni  tf+i  neiont  dm- 
riblespar  ,,  ^  partanU?  c^uarré  (;r:?>:f?;!Î;!!î/!l'î:'^ 


avons 
ion  est 


«iic6re  ài^e^tà^ahgt,  Çiùidem).  'Nous  montrerons  plus  bas  gé- 


aMwnm.^  MetioDryPv  qpe.|:eKpriMiff»  i^^^rr^  l^l^tvif^km 

ètie  nméâée  k  Id  fonno  X^'sppTK'  Xtt  'l^'é^ 
rationnelles  et  entières  dtx,  et  où  l*on'doît  ))feiiidVêllé'ldgde*sb'^ 
périeur,  tjuaiu]  p  est  un  nombre  preniiér  de' là  forme' et 
le  signe  ioférieur,  quand  p  est  de  la  forme  4^*^^'.'' ÏJdgnmge' n'à 
|tt8  poussé  cette  analjse  au-delà  du  cas  où  Fofvz^ito^)* 
ia5.  Puisque  les  méthodes  précédentes  ne  silffi'ient  pas  pouf 
établir  des  démonstrations  générales  ,  il  est  temps  d'en  exposer 
une  autre  exempte  de  ce  défaut»  Commentons  par  un  llicurème  dont 
la  démonstration  nous  a  long-temps  échappé ^  quoique  au  prc-iiiicr 
jupect  il  paraisse  si  &cile,  que  plasieors  «ntents  *n'ont  pas  même 
cm  qu'il  fùA aéôeiSBirade  ledémontrer.  C'est  oeluii^it  TaminomAr^ 
ti  Pon  en  canepU  les  quarfés  pria  potUbwmefU^  eat  .iatijem*  noi^ 
réêidu  ëe  quelquee  nombres  première*  Mai»  comme  ee  tbéorèm» 
se  non9|S6ervira  que  d'auxiliaire  pour  d'autres  démonstrations  > 
nous  ne  présenterons  que  les  cas  dont  nous  pourrons  avoir  besoin^; 
les  autres  se  trouveront  démontrés  par  la  suite.  Nous  allons  donc 
&ire  voir  que  tout  nombre  premier  de  la  forme  4'i-f-ï  suit  pO' 
eitif,  soit  négatif ,  est  non-résidu  de  quelques  nombre^  premiers, 
et  même  de  nombres  premiers  plus  petits  que  lui 

Quand  le  nombre  premier  p  de  la  forme  4^/ -f^  i  est  pris  négative* 
ment,  soit  sa  le  nombre  pair  înmiédiftteRMit  plus  grand  que  \/p. 
On  Foit  Acilementque  4^'  esetei^ou(i<a^  (''^j  ovqiM^'^/'iKP» 

(^*)  Il  eat  évident  qu'il  f^iut  excepter  -f-l.  "        *       *  «•»-» 

C**)  L'assertion  de  l'auteur  est  vraie,  excepté  pour  les  valeurs  p—5  et/isi/. 
âoit  CB  effet  p=ii^4.k ,  m*  étant  k  plus  gnod  qoluré  'Oontenu  dans  p\  on  nu» 
sa  —  m-\-i  ou=m-|-a,taiTaatqnemMniiinp«îr<Mipdr,  doèo4tt*Mraiii^-aiii«ftt 

-ou  m*-f.4m-f-4;  d'oii  il  suit  "  ..W., 

4a»— ap=i — aA-}-am~m*=a(i — k) — (m — l)*ou4a^-*lljp«=B(4 — k) — (m — »)• 

or  dans  le  premier  cas  oa  a  évidemmeot^^-^a/x^o,  puisqiié  A-  iie  peut  .pas  être 

pins  petit  que  4-      **   ......     .   .  .,  ^ 

Dans  le  second  OM,  l*ainftieB  «t  eÉ  déficit iMar.toM !«« nmfbve^dtu leCpcb 

A  <C4  (ce  qui  exige  qu'on  ait  A=i  ,  puisque  k  eat  de  la  forme  4"+  O  »  et 
^"•""^ï}*^ 6»  c'est-à-dire,  pour  les  nombres  pour  lesquels  m  =  a  ou  m^ss^', 
flee  nombreeeoot  donc  a* 1  =5  et  4*  +  »  a/  ;  owua  pour  tput.  autce  oa  élira 
4«r-2/'<o.  )i  :    •  :    .  .  S  Ai'.  ..  '.n  r'.-t 

Oa  peut  eulMtitacr  la  déimwettUpoa  mivaate  qgi  adBtf.msw^  axoey^oif.. ,  . 

a 
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1^  mào.  Ya  ftMfne 4a+S et .^•A' Mkié*ldii qtiadnâqM 

^  fNdMiM  J^^p  (ond.  4^' — /7  )•  Si  donc  4<z*-~~^  ^ 

|UI nombre  premier,  •— ^  sera  non-résidu;  dans  le  cas  contraire 
^«  i_  renfermera  an  facteur  de  cette  forme  donc  '•\rp  icra  ré- 
sidu,  et  partant — /J  non-résidu. 

.  Qnand  le  nombre  premier  est  pris  positirement ,  il  est  néces- 
«aire  de  distinguer  deux  cas  ;  celui  où/;  esl  de  la  forme  8«-f-5,  et 
celui  où  il  est  de  la  ferme  8//-|-i. 

Soit  d'abord  p  de  la  forme  8/1-4-5  >  prenons  un  nombre  po» 
«tif  quelconque  a<CV ïPt  alo"  8/I-+-5 — aa*  sera  uv  nombre  po- 
sitif de  la  forme  fia-^S  <m  8a-f-S,  sulTant  que  a  sera  pair  on 
impair ,  et  iileewaïramffnf  divisible  par  m  Bonbre  premier  de 
\n,  îanm  iRi-f>S  ou  afi«4*5,  cir  1»  pcedoîl  des  nombm  de  la 
firM»  8«+i  et  &I+7  ne  pent  avoir  ni  la  forme  Sn+S ,  ni  la 
forme  8/3+5.  Soit  cette  différence  égale  &  g,  on  anra  8a4|-5^aâ' 
V  (  mod.  q).  Mai»(n''  ii3)  2  est  non-résidu  de  g,  et  partant  aa* 
et  8/1-1-5  (n*  98),  a'  en  effet  n'est  pas  divisible  par  car  «ma 
■cela  le  oonsbre  premier  p  serait  divisible  f>ar 

•  ia6.  La  démonstration  n'est  pas  aussi  simple  dans  le  cav 
où  le  nombre  premier  positif  est  de  la  forme  8/1 -f-i.  Mais  comme 
•«ette  Térité  est  d'wie  grande  importance  »  aauasa  powoi^  anettta 
J«  ddHMMttalioa  ,  quoiqu'un  peu  longue»  . 

•  '  lamti.  Si  Pm ude^^jjmUtë  éhmomBns  A»  Bj  D  t  éte.  (I), 
A'»  F,  C,  fy,  etc.  (11)»  (  dans  lesquelles  il  est  indiffirantqnto^ 
les  termes  soient  on  aon  en  mêine  nonibre  y  telles  que  p  étant 

\u»  nombre  premier  qiÊàoonque  au  une  puissance  d'un  nombre 

premier  qui  divise  un  ou  plusieurs  termes  de  la  seconde  y  il  y 
ait  au  moins  autant  de  termes  de  la  première  qui  soient  divi' 
sibies  par  p  ;  alors  je  dis  que  le  produit  de  tous  Us  nombres 
,  de  (I)  est  divisible  par  le  produit  de  tous  les  nombres  de  (II). 

aaitpflB(»+i)»--ft»  m  «tut  11  iMiee  ae  pfiM  pand  qaanri  contei» 

a  tn  Timâts  {m-^  tytmp  (mod.  A).  Or  si  m-f  1  est  pair,  k  sera  de  la  forme 
4nH~3  «t  parconséqnent  —  p  sera  non-résidu  de  k;  n  m-f  - 1  est  knpatr ,  k  «era 
4a  la  fonna^A,  et  comme  les  oombres  de  oetta  fome  n'ont  d'antrw  vindas  que 
•MB  fn  «Mt  dt  k  fonm  ^-H  >  ««  >»+  >  (■*  >o8)  «  H  •*«essit  qna— p  «it  aon- 
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' Mxêmpîe.  SoU  (T)  composé  des  oombrea  xa,  \%ii^%K{Sy^txsmgot/k 
det nombres  3,  4 ,  5,  6,  g-,  alors  en  faisant  »ucces«îvemeut;;=:2,4# 
5,  9,  5,  on  trouvera  dans  (I)  a ,  i ,  3  ,  i  ,  i,  termes  divisibles,  el  a 
1,5,  1 ,  1  dans  (II)  respectivement  ;  or  le  produit  de  tous  les  termes 
de  (l)==97ao  qui  est  divisible  par  3240,  produit  des  termes  de  (II), 
Démonstration,  Soit  Ç>  le  produit  de  tous  les  termes  de  (I),  et 
le  produit  de  tout  lei  termes  de  (II),  il  eti  érident  que  tout 
IKunbm  premier  dlvisenr  de  le  sera  aussi  de  Q.  Prouvons  main* 
tenant  qne  font  £ftetenr  premier  de  est  an  moins  élevé  à  la  mênin 
puissance  dans  Ç.  Soit  p  ce  diviseur»  et  supposons  qu'ilj  ait  dans 
la  suite  (I)  a  termes  divisibles  par  p  et  non  par  ,  b  par  jftX  non 
par  p^  y  c  par  et  non  par  p*'  ^  etc.  ;  </,  b\  d ,  etc.  ayant  la  même 
signification  dans  la  suite  (II).  On  verra  facilement  que  n-j-aô 
•f-5c-|-etc.,  est  l'exposant  de  p  dans  (),  et  ii'4-a£»'-|-5c'-f-elc.,  l'ex- 
posant de  p  dans  Q'^  mais  a'  n*est  certainement  pa8>(Z,  mb''^b, 
etc.  parlijpotlièse  ;  donc  aussi  4/<-|-a6'-j-^'+  etc. ,  ne  sera  «pas 
>a-f-a5-f"^+  etc.»  ainsi  «  comme  aucun  nombre  prender  ne 
peut  avoir  un  exposant  pins  g^and  dans  Çf  que  dans  Ç  est  divi- 
sible p«r     (n*  17). 

lay.  Lemmb.  Dans  la  progreêêian  i ,  a>  S,  4*  •  •  •  d«  if^^ peiU 

y  airoir  plus  de  termes  divisibles  par  un  nombre  quelconque  h*, 
que  dans  la  progression  a,  a-^-i»  *H-a>  ••••  a-^n«l » 

le  même  nombre  de  termes, 

£n  efièt  on  voit  sans  peine  que  si  n  est  divisible  par  A»  il  j  a 

dans  chaque  pngmsiion  J  tenues  divisibles  ptr  A }  sînea  soit 

jxs  A^-H/y/étant  <  A  ;  il  j  aura  dans  la  premlèie  série  9  ttsmi, 
et  dans  la  seconde  e  on  e-^i  teoMs  divisibles  pas  A. 

ait  tou)onit  im  nombre  entier  :  proposition  connue  par  la  théorie 
*'dei  nombces  figurés*  mais  qui,  si  je  ne  dM  trompe ,  n'a  encore  été 
'  «Mnontiiée  disedement  par  penonne. 

Enfin  en  avait  pu  pféaenter  plus  généralement  ce  lemme  comme 
Il  mit: 

Dfcna  la  progression  «4-1,  â4.a..*.tf+}ir-.i ,  il  y  a  an 
mâm  amut  de  teimeseongnaf  soivant  lemodolé  A  à  «1  Mobie 
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donné  quelconque ,  qu'il  j  a  de  termes  divisibles  par  h  dani  la 

progression  i  ,  2  ,  3. . . .  n.  ^ 

128.  Théorème.  Soit  a  un  nombre  quelconque  de  la  forme 
8/7  + 1  ,  p  nombre  quelconque  premier  ai>ec  a  et  dont  soit 
résidu ,  et  m  un  nombre  arbitraire  ;  je  dis  que  dans  lu  suite , 
H ,  i  (a  —  i) ,  a  (a— 4) ,  \  (a—g) ,  a  (a— 16), ....  a  (a— m*)  ou 
I  (a— m* )  suUfont  que  m  esf  pair  ou  impair,  iljr  a  au  moins  au- 
tant  de  termes  ditdsibles  par  p  que  dans  la  suite  1 ,  a  ,  5 .  • .  aiii+  u 
Désigpons  la  premi&re  par  (  1}  >  Ja  lecoode  par  (H). 

I*.  Quand  ^B3,  tous  les  fermes  de  (I),  le  premier  eioepti« 
c'est-à-dire  m  tennefr»  seraot  diviiUiles  par  a>  et  il  7  en  aura  autant 
dans  (U). 

T,  Si;?  est  un  BombceSiiipair,  on  le  double  ou  le  quadruple  d'un 
nombre  impair  »  et  que  as/' (  mod* «  alors  dans  la  progression 
•—771,  — (m  —  1)  ,  —(m — 2). . .  o,  1,2...  771  (  ITI),  qui  a  le  même 
nombre  de  termes  que  (11),  il  j  aura  au  moins  autant  de  termes 
congrus  à  r  suivant  le  module  p ,  qu'il  j  en  a  dans  (  Il  )  de  divisibles 
par  p  (a"  précéd.)  ;  mais  on  ne  pourra  pas  en  trouver  deux  qui  ne 
diffbent  que  par  le  signe}  en  efièt  si  rB«— y*~»f-y  ( moâ.p),  on 
^nra  a/seo^donc  aussi  aaêo,  puisque  par  hjpothèse/'sa} 
mais  comme  «est  premier  vncp,  on  ne  peut  «roir  aa=o  (moà,p) 
k  moins  que  p^a,  et  nous  avons  déjà  parlé  de  ce  cas.  Enfin  cbaoua 
de  ces  nombres  aura,  dans  la  série  (I),  son  correspondant  qui  sera 
divisible  par /Jj  savoir,  sidr^est  un  terme  de  la  série  (III)  congru  à  r 
suivant /7,  on  aura  a  —  b*=o  (mod.  p).  Si  donc  b  est  pair ,  le  terme 
a(a— i^')  sera  divisible  par  p',sib  est  impair,  le  terme  î  (a — b') 

sera  divisible  par  p  ;  car  — —  sera  entier  et  pair^  puisque  (  hjp.  ) 

«est  de  la  forme  ôn-f- 1 ,  et  l'est  aussi  comme  quarré  d'un  nombre 
impair ,  tandis  que  p  est  au  plus  divisible  par  4-  C)n  conclut  enfin 
de  là  qu'il  y  a  dans  la  série  (I)  autant  de  termes  divisibles  par  f», 
qu'il  J  en  a  dans  la  série  (III)  de  congrus  avec  r  suivant  le  mo» 
dule  p ,  c'est-à-dire  autant  ou  plus  qu'il  ^  en  a  de  divisibles  par/» 
dans  la  série  (II),  ^ 

^\  Soit  p  de  la  forme  8/z ,  et  a=r*  (mod*  ap);  car  pu  Toit  frcîp 
liment  que  a  étant  résidu  dcp^ie  sera  aussi  do  Sf*  AUm  dans  U 
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sërîe  (  TTT  ) ,  il  J  aura  au  moins  autant  de  ternies  congrus  à  r  suivant 
p,  qu'il  y  en  a  dans  (11)  de  divisibles  par p ,  cl  ils  seront  tous  iné- 
gaux j  mais  à  cbaoan  d*ei»,  il  en  «onetpoodcft  m  dans  la  «érie  (]) 
qui  sera  divisible  par;^.  Si  en  eifttdsfasr  (mod.  i»),  on  aara,^Br* 
{taioA,Ap)  et  partant  iOA—^*),  et  k  pin»  iWt&  nim 
a  seront  divisibles  par  p.  Donc  il  7  aura     Wiriat  lateat  '  - 

de  terme»  divisibles  par  p  daae(I)  que  daaa  (II). 

139.  THÉ<HiSiiiB.  Si  a  est  un  nombre  premier  de  la  forme 
8n-f-i ,  il  y  aura  nécessairemtnt  au»desê9i4S  dc  »^titm-nom6f^ 
premier  dont  a  est  non  résidu. 

En  effet,  soit  s'il  se  peut  a  résidu  de  tous  les  nombres  premiers  • 
plus  petits  que  il  est  clair  que  a  serait  aussi  résidu  de  tous 

les  nombres  composés  plus  petits  que  ay/  u  (n°  io5).  Soit  m  le 
nombre  immédiatement  pins  petit  que  |/«.  Alors  dans  la  térie  (I) 
il  j  anra  an  moins  autant  de  termes  divisibles  par  on  nomlme  qaelr 
conque  <  a  |/a  que  dans  la  série  (II)  dn  n*.  précdd.*^  d*où  il  eoift 
que  le  prodnû  Ç  de  tous  les  termes  de  (I)  est  divisible  ppr. le  pro- 
duit de  tous  ceux  de  (  III  )  (u"  126)  -,  mais  le  premier  est  a  (4—1) 
(rt — 4)  •  •  •  — ou  la  moitié  de  ce  produit ,  suivant  que  m  est 
pair  ou  impair.  Or  puisque  Q  est  divisible  par  Q  et  que  tous  les 

facteurs  de  (II)  sont  premiers  aTec4S>  il  s'ensuit  ^ne  ^  est  di- 
visible par  Q\  Or      peut  6tre  mis  sons  la  forme t  

( j» 4- 1 ) .  (m-f*i^ — 1  )Xm-f-i  — 4)«  •  •  •  (m+i*  — i»*)',  et*l*aii 
aurait  -A—  .  .  z^Hf    ....  ■  ^"T**^   es  nn  nombre  en- 

m-f-t  — 1     m-fi  —4  m-f-i  —m* 

lier,  quoique  ce  soit  le  produit  de  plusieurs  fractions  plus  petites 
que  l'unilé,  puisijue  v/û  élant  irrationnel,  on  a /n-f- i>-v^(Z  et  par- 
■tant  (/n-f- 1)*  >  a.  Il  suit  de  là  que  notre  supposition  ap  peut  aroir 
lien.  •    .  I    ,  . 

Or  comme  ti>4/  on  aura  2v/«x-<a  ,  et  il  existera  un  nombre 
premier  <a  dont  a  est  non-résidu.  ♦ 

^.  i5o*  Maintenant  que  nous  avons  démontré  que  tout  nombre 

(«)  Ba  «8«t.i*-i«3  (&+r)  (^-^r)  ;  rtm  de  ces  facteurs  est  diviubls 
par  p;  l'autre  est  dMûbl*  *^  a,'  puiaqn'ili  sont  tool  denx  pain;  donc 
il*  — r' o  C  n^ocL     } . 
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g6  RECHERCHES 
premier  de  la  forme  4^-^^  positif  oa  négatif,  est  toujoars  non^ 
résidu  d'un  nombre  premier  au  moins. plus  petit  que  lui >  nous 
aUoM  pMier  à  Vmamn  enct  et^aéral  de  la  oondition  néeenaiié 
fjoor  qn'on  Booibro  pmnlflr  toit  rétldii  on  aon-fféiidii  d'un  aulfr. 

Nous  «TOUS  démontré  p|p>  hant  qoo^S  et  «f-S  sont  lésidut 
ou  Dcm-résidoi  de  tous  les  nombres  premiers  qui  toêt  rstpectife* 
neot  rétidiit  <ou  non-résidus  des  nomlxei  5  et  5. 

On  trouve  par  induction,  relativement  aux  nombres  snivant,  qae, 
— 7,-11,  4-i5,-f-i7,  —19,  —33,  -f-29,  — 3i ,  +37,  -+-/,!, 
—  45»  —47»  "f~53  ,  —  59 ,  etc. ,  sont  résidus  ou  non-résidus  de  tous 
.les  nombres  premiers  qui,  pris  positivement,  sont  résidus  ou  non- 
jétidus  de  ces  nombres  premiers.  Cette  induction  s'établit  facile- 
■aant  ou  moyen  dt  Ut  Table  II. 

.  Une  légère  attention  tnRlt  pour  remarquer  que  pamd  cet  aoinbret 
fce^Uen,  eeox  da  la  fbnne  4114-1  tont  afietÂ  dn  ttgne  «è-j  et 
can  de  la  fenne  ,  dn  tigne  . 

'  '  iSi .  Nont  démontreront  bientôt  généralement  ce  qne  riodocfioft 
âmit  a  fait  découvrir  *,  mais  avant  de  l^entrepcendre ,  il  ett  néoet- 
«die  de  faire  voir  tontes  les  conséquencet  de  ce  théorèfloe  toppoié 
vrai  et  qœ  nous  énonceront  ainsi  : 

Tout  nombre  qui,  pris  positivement  ^  est  résidu  ou  non-résidu 
de  ^,  aura t  pour  résidu  ou  non-résidu ^'-^p  ou-^p ^  sçlonque  p 
sera  de  la  forme  4n  +  »  ou  4n-t-5.  ^ 

Comme  presque  tout  ce  qu'on  peut  dire  sur  les  résidns  qua- 
dratiques est  une  suite  de  cé  théorème ,  la  dénomination  du 
théorème  fondamental  dont  nous  nous  servirons  dorénavant,  ne 
lera  pa3  déplacée. 

.  Pour  exposée  nos  raisonnement  de  la  nûniëre  la  plot  eowfe^ 
nom  déiigàerant  par  a,  a\  ete.  let  nenbcet  premiert  de  la 
firaw  4a*^i  ,pÊtb,y,  eto.  lat  nombiet  pranfen  de  la  forme 
4114.5,  par  4f  A 9      etc.  let  nombcet  qoelooiiqiiet  de  la  forma 

4n+i ,  par  B,  R^B^,  etc.  les  nombres  quelconques  de  la  forme 
4^H-S.  Enfin  la  lettre placée  entre  deux  quantités,  indiquer» 
qne  la  première  est  résidu  de  la  seconde ,  et  la  lettre  N  indiquera 
le  contraire.  Par  exemple ,  5  iî  1 1 ,  a  iV5 ,  indiqueront  qne  5  est  ré- 
lidn  de  I X ,  et  ^ue  a  est  non  «-résidu  de  5. 

Mainlènantâ^ 


ARITHMETIQUES.  9; 

Maintenant,  à  l'aide  des  théorèmes  du  n*  m,  tm  déduirft  do, 
théorème  foodameatal  les  propositions  suivantes-:  .  '  ' 

Si  on  mtL 

!..  zhaRa'  dba'Ra 

a..  =è=rtAV  dca'Na,  ...  . 

..  ■  HtfZ]  

5..  ±:bRa   

6..  ^bNa   ^^'^^^ 

^"i-^blSb'S l—b'Rl/ 

i+bSb*)  .  i-^'b'Rb 

"i-'bRb'l 'i'-b'Nb 

iSa.  Ce  tjEibleau  renferme  fous  let  cas  qui  peuvent  se  présenter 
<]tiand  on  compare  deux  nombres  premiers;  le  tableau  sui^j^nl;^. 
ferme  ceux  gui  convienneat  à  la  opmpara^qii  des  |ipmbi:M  àii|j« 

conquçf.  '     '       '     '  -     -  •> .  ;^ 

,                     Si                      '  •    "    on  aura 
Q.dbaiL^.i   zhAR'a 

.  lO.AWLrf    ./J-^^^^  ' 

II. +</7î^.   db-fiA»  ' 

sa.— oAff  dsfilfa 

t^.-i-bRB  {—BRb 


i^.'-bRB  


N 
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^  .'•  recherches: 

Comme-  It»  inliiiiet  priocîpet  copduiieiit  an  dénonitrationt'  d«r 
ce»  propositions*  il  B*e^  pu  aécsmire  de  les  développer  toutes;  la 
démonstration  de  la  proposîtiea  9.  que  nous  plaçons  ici,  peut  servir 
de  modèle;  raais^  avant  tout*  il  fiiut  observer  que  tout  nombre  de 
la  forme  ^-^i  ne  lenfermera  aucun  facteur  de  la  forme  4a-I-'3, 
ou  en  renfermera  nn  nombre  pair  parmi  lesquels  il  pourra  y  en  avoir 
d'égaux;  tandis  que  (oii(  nombre  de  la  forme  4"~f-^  ''"i*^  '^'^  ren- 
fermer un  nombre  impair.  Le  nombre  des  ffivteuss  de  la  ioiine 
4''-f-i  reste  inciéfeiminé. 

Passons  à  la  démonstration  de  la  proponifion  g.  Soit -.^  le  produit 
des  facteurs  premiers  a',  a',  a',  etc.  ù ,  h' ,  b%  etc.  \  le  nombre  de  ces 
dçmiers  sera  nid  oopair.  Or  si  a  est  résidu  de  A,  ilsera  résidu  de 
tons  les  fiietenrs  a',  tCt  etc.  V*Vt  «te.;  donc,  par  les  pro- 
positions I  et  S  du  n*  précédent ,  chacun  de  ces  facteurs  sera  r^dn 
de  a,  et  partant  leur  produit  A\  donc  (n"  1 1 1  )  — A  le  sera  aussi; 
mais  si  — a  esl  résidu  de  A ,  il  le  sera  de  tous  les  facteurs  de  A ,  et 
chacun  des  nombres  a\a,  e!c.  scia  rcsidu  de  a,  tandis  que  chacun 
des  nombres  b ,  U ,  etc.  sera  non-rc  sitlu;  mais  comme  ces  derniers 
sont  en  nombres  pak,  le  produit  total  A  s^ra  résidu  de  a,  et  par 
conséquent  aussi  — -    -  - 

i55.  Donnons  encore  plus  de  généralité  &  nos  lecherebes.  Gonst' 
dérqns  deux'  nombres  quelconques  P  et  Q  impairs  et  premiers- 
'entré  eux,  affectés  de  signes  quelconques.  Concevons  P*  abstraction 
laite  du  signe,  décomposé  en  Ëicteurs  premiers ,  et  désignons  par  p 
le  nombre  de  ceux  dont  Ç  est  non-résidu,  en  comptant  plusieurs 
fois  les  facteurs  qui  entrent  plusieurs  fois  dans  P  et  dont  Ç  est  non- 
résidu.  Soit  de  même  q  le  nombre  des  facteurs  de  Ç  dont  P  est  non- 
résidu.  Les  nombres  p  et  q  auront  entre  eux  \me  certaine  relation 
dépendante  de  la  nature  des  nombres  JP  et  Q;  savoir^  si  l'un  des 
nombres  pq  est  pair  ou  impair,  la  fovme  dés  nombres  P  et  Q 
apprendra  si  l'autre  est  pair  ou  impair.  Cette  lelation  est  présentée 
dans  la  table  suivante: 

p  etq  seront  à-la-feis  pairs,  on  impairs  quand  les  nombres  P  et  Ç 
seront  des  formes  r 

et  -f^  ^^A^X-^jf .  .  .  .Z^  A  et  4-/? 

4  -f-  ^  et  —   5  — y/  ët  —A'  ...H+Bftt—B'. 

Au  contraire  ^  l'un  sera  pair  et  l'autre  impair  quand  P  et  Q  au- 
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A  UlTUMi: TIQUES.  99 
T-out  un<i  des  formes 

j—A  et  4-5  8— -^et-/r  g^/ïot+Zi'  JO— et  —  B" . 

'Exemple.  Soient  les  nombres  proposés — 55  cl +  1197  (jiii  (loi- 
Tcnt  êire  rapportés  au  /j^  ca^.  1197  est  non-résidu  d'un  seul  ra("lcur 
premier  de  55  savoir,  5j  mais  — 55  est  résidu  de  trois  facteurs  pre- 
miers de  1197,  savoir,  5,  3,  19. 

Si/*ct  Ç  désignent  des  nombres  premiers,  ces  propositions  re- 
TÎenneat  à  celles  du  nM5i.  Eu  efiét,  dans  ce  cas  ^  et  ^  ne  peuvent 
êtie  plus  grands  que  i  )  parcons^uent  lonqu'on  suppose  p  pair,  il 
est  uécessairemeot  =0,  c'est-à-dire  que  Q  est  résida  à»  P\  mais 
ji)iiaiid  p  est  impair,  Q  est  non-résidu  de  -P,  et  vice  vertâ.  Ainsi  en 
mettantaet^aulieu  de  ^et^,  il  suit  de  la  8^  que  si  — «lest  résida 
ou  non -résidu  de  — b  sera  uon-ré«iduou  résida  deis^cequi 
s'accorde  avec  la  oi^  et  la  4®     u'  i3i. 

En  général  il  est  clair  que  Çne  peut  être  ré>idii  de  P ,  à  moini 
qu'on  n'ait  /^asoj  si  donc  p  est  impair,  est  certainement  non- 
résidu  de  P, 

On  peut  déduire  sans  peine  de  ià  les  propositions  dn  n*  précédent. 

Au  reste  on  verra  bientôt  que  ces  relations  générales  ne  sont  pas 
une  spéculation  stérile,  puisque  sans  leur  secours  il  serait  presqu'iov 
possible  de  donner  une  démonstration  complète  du  théorème  fonda* 
-mental.  '     •  . 

134.  Yo/ons  maintenant  la  manière  de  déduire  cet  propositions* 

I**.  Soit,  comme  ci-desin8>  décomposé  eu  facteurs  premiers ,  et 
Ç  en  facteurs  quelconques,  ajant  toutefois  égard  au  signe  de  Ç. 
On  pourra  combiner  chaque  facteur  de  P  avec  chaque  facteur 
de  et  si  l'on  représente  par  5  le  nombre  de  tontes  les  combi- 
naisons dans  lesquelles  le  facteur  de  Q  est  non-résidu  du  facteur 
de  P  ,p  et  «  seront  tous  les  deux  pairs  ou  tous  les  deui  impairs. 
Soient  en  ^Sttf, /',/*,  etc.  les  fiwteurs  premiers- de  f?»  et  suppo- 
sons que  parmi  les  facteurs  de  Q,  il  /  en  ait  1»  nbn-résidus  de 
•  m' non-résidus  de/'.,  m'  non-rjîsidos  4e/',  etc.  Ou  voit  facilement 
que  l'on  aura  ^ssm-f-m'-f-m'-f-etc. ,  etquc/;  exprimera  combien  il 
y  a  de  nombres  impairs  parmi  m,  m' ,  m'  etc.;  d'où  ^ suit  qq||W  ^ 
pair  ^uand/7  est  pair,  et  impair  quand  p  e»t  impair. 
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^  RECHERCnES 

a\  Ce  que  nous  venons  de  dire  a  lieu  de  quelque  manière  qu'on 
décompose  Q  «a  fecleiirt.  Passons  aux  cas  parliciiliers.  Coosi* 
dénms  d'abord  le  cas  où  l'oo  des  nombres  P  est  po^tif^  et  Vautre 
de  la  fornie  -f*>^  on  —  ^;  décomposons  P  et  ^  ea  fàctears  pre- 
miers, en  donnant  à  tous  les  iâcteurs  de  P  le  signe  -f-,  et  le  signe -J- 
ou  le  signe  —  à  chacun  do  ceux  de  Q ,  suivant  qu'ils  seront  de  la 
forme  <i  ou  b,  vt  Q  sera  alors  de  la  Ibruie  -j-yf  ou  — B,  comme 
l'hypothèse  l'exige.  Combinons  chacun  des  facteurs  de  P  avec 
chacun  des  fadeurs  de  Ç> ,  et  désignons  comme  ci-dessus  par  *  le 
nombre  des  combinaisons- dans  lesquelles  lé  facteur  de  Q  estnon<' 
résidu  du  facteur  de  et  seniblablemeot  par  /  le  nombre  de  celle» 
b&  ie  &cteur  de  P  est  non-résidu  du  fiicteur  de  Q.  Il  suit  du  tbéo- 
kème  fondamental  (]ue  ces  combinaisons  doivent  être  ideutiques^ 
donc  srsst.  Enfin  de  ce  que  nous  avons  démontré  tont-à- 
l'heure,  il  suit  que  p~s  (mod.  a)  et  q—  f  (mod.  2),  d'où  p  =  q 
(maû.  2).  Les  propositions     5,  4«  ^  ^  trouvent  dé- 

montrées par  lù. 

On  peut  démontrer  les  autres  propositions  directement  de  la 
niêtne  manière;  mais  elles  exigent  une  considération  nouvelle,  et 
il  est  plus  aisé  de  les  déduire ,  comme  il  suit,  des  précédentes. 

5°.  Désignons  de  nouveau  par  P  et  Q  des  nombres  quelconque» 
impairs  et  premiers  entre  eux  ,  par  ^  et  ^  le  nombre  de  facteurs  pre- 
miers de  P  et  Ç),  nombres  dont  Ç  etP  sont  respectivemctot.  non- 
résidus.  Soit  enfin  p'.le  nombre-de  facteurs  de  P  dont       est  nou" 

'inisidu  :  'qiiànd  Q  sera,  négatif  ,  par  lui-même,  il  est  évident  que 
•UQ  indiquera  un  libitibre  positif,  bistribootas  maintenant  le»  fko- 

'  teurs  de  P  én  quatre  classes. 

l   (ij  lî!n  facteurs  dç,  la  forme  /é,  4<»»t  Ç-  êsl  résidu.  J  , 

/  .  (a^' jE^ /acteurs  de  la  for^  Jf,  dent  Q  ^  Eé|&dii;  tfii^  leur 

.JlWPlJre^C.  ■    in  I  ,  ^-  • 

.  .  (3^  fin  f  icieurt  de^a  foonè      dont     M  noii-résidii.9  soit 

leur  udiribre  4'»  '  !' 

(4)  £n  facteuto  de  Ja  ferme  b,  dont  Q  .est-non -résMto^^; 

leur 'nombre        •  v'-.  .»,.■-•'  f   -^H-'-  ' 

On  vbît  fucileihcnt  qhe  >s=:i+H»{ii;  'et»  /i=^-f->j/ ;  ^'àù. 
—  »  =  .  '  ;         H^rrii  l»  n.v.. 


Digitized  by  Google 


AKITiniÉTIQUES.  rvt 
Quand  P  sera  de  la  forme  =b^/,  on  aura  x4-»~o  (mod  a), 
(n'iSa),  et  parcQOséquent % — «=2»,  eux  — «SO  (mod.  3)} 
donc  ;j'—p=o  (mod.  2).  Quand  P  est  de  la  forme  d=f  on  trouve 
par  UB  rataonntmenk  aemblable  qioe  petf/^  «ont  iacongruB  suivant  W 
fliodiilv  a,  .  , 

4*.  Appliquons  cela  aox  différenscas.  Soient  d'abord  P  et  Q  ê» 
laforme+^i  on  aura  (prop.  i)p^ç  (mod.  a);  mai»  (3».);>'s;?; 
donc  p^  =  ç  (mod.  a)  ,  ce  qui  s'accorde  avec  la  proposition  a.  De 
même  8i  P  est  de  la  toi  me  — A  et  de  la  forme  -f-^»  O'i  a^r* 
^  =  <7(mod.  2),  par  la  proposition  a  que  nous  venons  de  démon-» 
trer^  donc^comoie  p':=p,oii,  aura  p'^if,  ainsi  la  prop.  5  est 
démontrée» 

On  déduira  de  la  même  mani&re  la  prop.  7  de  la  prop.  3^  la  8*  de 
la  4«  ou  de  la  7«,  la  9P  et  la  i<fi  de  la  6". 

i55..  I^s  propositions  du  n°  s53  ne  sont  k  la  vérité  pas  démon* 
trées  par  le  n*  précédent;  malt  nous  avons  fait  voir  que  leur  vérité 
^peiûl  de  la  vérité  du  théorème  fondamental  que  nous  avons  sup- 
posé-, et  par  la  méthode  que  nous  avons  suivie  pour  les  déduire»  il 
est  évident  <|u*elles  ont  lieu  pour  les  nombres  P  et  Q,  si  le  théorème 
fondamental  a  lieu  pour  tons  les  facteurs  premiers  de  ces  nombres 
comparés  entre  eux ,  quand  même  il  ne  serait  pas  généralement  vrai. 
Passops  maijQteiiaat  à  la  démonstration  du  théorème  fondamental* 
Pour  rendre  plus  clair  pe  qui  suivra»  il  est  bon  de  prévenir  d'avance 
que  lorsque  non^  d.irons  que  le  théorème  fiwdamental  est  vrai  fus- 
qu^  un  nombre  M,  nous  entendrons  par  Ml  4u*il  a  lieu  pour  dénis 
nombres  premiers  quelconques  dont  aucun  n*est  plus  grand  que  M, 

On  doit  entendre  la  même  chose,  lorsque  nous  dirons  que  les  théo- 
•lèmes  des  n"*  ,  i5:>. ,  i55  sont  vrais  ju8qu*à  une  certaine  limite. 
vAiJ  reste,  on  voit  (jiie  si  la  vérité  du  théorème  forulamental  est  cons- 
tatée jusqu'à  une  certaine  limite»  ces  propositions  auront  aussi  lieu 
jusqu'à  la  même  limite. 

i36.  La  vérité  du  théorème  (yndamenlal  pour  de  petils  nombres^ 
-m^iéewKHf  fortement  par  l'iuduction  y  ainsi  on  aura  upe  }imUe  jut- 
•.^!à  ]aqiifdU9iil«}r«  Ue»»  .Nm  s uppoions  oetfe  induction  jétablin» 
et  il  est  abBolumeDtiofdiiSGitrtiQt juMin'jB  qiad  point  on  \fk  ppnve.  .Aiuli 
il.  sufÇrait  de  J.a  co.ntinuer  jusqu'au  nombre  5,  ce  qui  se  fiiit  par 
*iline  tféule  dbaervatlon,  puisqu'on  a  ;t5xV3  et  d:  3^5, 
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Or  si  le  théorème  fondamental  n'est  pas  généralement  vrai ,  il 
existera  une  limite  7  jusqu'à  laquelle  il  le  sera*,  deaorte  qu'il  n'ait 
pas  lieu  pour  le  nombre  immédiatement  plus  grand  2*4- 1  :  ce  qui 
revient  an  même  qne  ai  nous  disions  qu'il  y  a  deux  nombres  premiers, 
dont  le  pins  grand  est  T+i»  qui  sont  contraires  an  théorème» 
quoique  deux  autres  nombres  quelconques  s'accordent  avec  lui, 
pourvu  qu'ils  soient  plus  petits  que  T-f-i.  D'où  il  suit  que  lei 
propositions  des  n"^  i5i  ,  02,  i55  auront  lieu  jusqu'à  T.  Nous 
allons  voir  que  cette  supposition  ne  peut  subsister.  Il  y  a  plusieurs 
cas  à  distinguer,  suivant  la  forme  qu  ailectent  T-^-x  elle  nombre 
premier  plus  petit  que  lui  qui,  comparé  à  ,  contrarie  le 
théorème.  Désignons  ce  nombre  par  -p* 

Quand  T+x  et  p  sont  de  la  forme  4^-^i,  le  théorème 
fondamental  pourrait  6tre  fans  de  deux  manières^  savoir,  si  l'on 
avait  À*la-rois,  ou sb/9ii(7+i)  et  :^{T-^i)Np,  mxdspNÇr-j-i) 
et  ih(T^i)Rp, 

*  Quand  T+i  et  p  sont  de  la  ferme  4^4-'»  le  théorème  fon- 
damental est  foux,  si  l'on  a  en  m£me  temps  on  />iï(2*4-x)  et 

— (T+i)iV)»j  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  et 
H-Cr+i)/?/;  ,  ou -f./»JV(r+0  et  — (r-^-i)/^,  ou—pRiT-^i) 
etH-(r+OiV/;. 

Quand  T+J  est  de  la  forme  4«+i  >  et  ^  de  la  forme  4«-f-5# 
le  théorème  fondamental  est  faux,  si  l'on  a  à-la-fois  ou  zk:pR{T-\-i) 
et-f.(7'+0A>',  ou— (T-l-O/î/?  ou  sb/^ACr+i)  et— (rH-i)A>, 
ou  -{-Çr-\-i)Rp. 

Quand  T~\-\  est  de  la  forme  /^n-^-'^,  et  p  de  la  forme  4^4->* 
le  théorème  fondamental  est  faux,  si  l'on  a  ou  pJi(T-^i) , 
o\i—pN{T-i-i)etzL{T'j-i)Npi  ou 4-/;A(r-i-i),  ou— ;;iî(rH-x) 
et  dz(T-^i)Rp, 

Si  l'on  peut  démontrer  qu'aucun  de  ces  cas  n'a  lieu ,  il  sera 
certain  que  la  vérité  du  théorème  fondamental  n'est  limitée  par 
aucun  terme*  Entreprenons  donc  cette  tâche}  mais-  eomue-  pèa- 
•slenrf  de  ces  cas  dépendent  des  antees^iiottsnepoiirroiisooostcviBK 
l'ordre  dans  lequel  nous  les  avons  présentés. 

tZy,  Premier  eai.  Quand  T+i  ut  de  la  forme  4n+i(=a)  jj 


AHITHMl'lT  I  QUT  ro'; 
et  p  de  la  même  forme,  et  (jue  l'on  a  dr|)Ra  ,  on  ne  peut  pas 
avoir  rfcaNp.  C'est  le  jjrcmicr  cas  du  n"  i3i. 

Soit  +p=e*  Çmo(\ .  a)  et  e  pair  et  <a,  ce  qui  e:it  toujours  pot- 
fible.  Il  7  a  deux  cas  à  distingue^  : 

i'.  Quand  e  n'est  pas  divisible  par Snif  c*—p-\-af,  f  sera 
posilif  et  de  la  forme  /^n-{-^,  (on  df  la  Titrinc  /î),  "<t/  et  uoa 
divisible  par  p.  On  aura  donc  c''fr=/7(niod./),  c'est-à-dire,  pR/, 
d'où,  par  la  proposition  ii  du  n"  i52,  d=//?/7;  (car  les  proposî- 
tions  ont  lien  pour  les  nombre»  p  et  /  <a}',  mais  on  a  autil 
a/Rpf  donc  dezaRp  (n*  g8). 

Quand  ^  est  divisible  par  Soit  e=gp  et  e*=p'j-aph , 
ou  f^*= I  -f-fl^*'  Alors  A  sera  de  la  forme  4^^  H-  3  (c'est-à-dire  B  ) , 
et  inremier  avec  p  et^.  Or  on  aura  pg'Rh,  doac  aussi /^iî/^,  donc 
(proposition  ii ,  n*  i3a)  rfeft/^;  mais  on  a  aussi  ^ohBp, 
à  cause  de  — i  (mod.  p),  donc  aussi  qp4»l^, 

.  i58.  Second  cas.  Quand  T-f-x  eti  de  la  forme  4"+  » 
p  /a  forme  4n+^'  ^/ ^ur  d=pB(T+i) ,  o/i  ne  peut  pas  avoir 
H-(T+i)Np»  ou  — (T-f-i)Rp.  C'est  le  cinquième  cas  du  n*t5i. 

..  Soit^  comme  ci-dessn»>  e^ssp^fo,  e  pair  et'<a: 

1%  Quand  e  n*est  pas  divisible  par  /^^  /  ne  le  sera  pas  non 
plus;  d'ailleurs  f  sera  positif,  de  la  forme  4"'^^  (on  ct<a» 

or  on  a  -i-pJRf,  et  partant  ^fl^  (pv^P*  mais  on 

a  aussi  '^foBp,  donc  aBpf  ou  — 

3*.  Quand  e  est  divisible  par  p.  Soit  e:=pget  fssspk,  on  aura 
alun         I  +  (Jh-,  alors  /(  sera  positif,  de  la  forme  4a4^5(=s^ 

et  premier  à  p  eikg^.  Or  -^g^pRh,  et  parconséquent  donc 
(prop.  i3,  n°  i5a)  — i^^;  mais  on  a  — oÀA/r,  d'où  il  résulte 
aRp  et  — aNp, 

iSg.  Troisième  cas.  Quant/  T+i       ^/d  /ri  4n  +  i(=a), 

p  de  la  même  forme,  et  que  d=pNa,  on  ne  peut  pas  aco/r  diaRp, 
C'est  le  deuxième  cas  du  n*  i3i. 

Soit  pris  un  nombre  premier  moindre  qucû,  dont +0  ne  soit 
pas  résidu  (laS — 129);  il  faut  considéier  séparément  deux  cas, 
•  suivant  que  ce  nombre  premier  sera  de  la  forme  4^4-1  ou  ^n-^^f 
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car  il  n'a  pas  été  démontré  qu'il  en  existe  de  tels  soos  Tune  oa 
l'autre  forme. 

I»  Soit  ce  nombre  premier  de  la  forme  4^-\-î  et  sera',  alors 
on  aura  zha'Na  (n*  iSy)  ,  d'où  dtapRa,  Soit  donc  e*~ap 
(mod.  «^)*  Il  /  aura  encore  quatre  cat  à  dittingaer  : 

i".  Quand  e  n'est  pas  divisible  ni  par  p,  ni  par  n.  Soit 
^ista*pdtaf,  en  prenant  les  signes  de  telle  manière  que  y  soit 
positif.  Alors  on  aura  premier  avec  etp:  pour  le  signe 
àupërieur»  il  sera  de  la  forme  4'*+S>  pour  le  signe  infSSrienr^ 
de  la  fi>rme  4'>-H<«  Désignons,  pour  abréger  «  [-^^  j]  1« 
nombre  de  facteurs  premiers  de  ,  dont  x  est  non -résidu; 
comme  on  a  évidemment  apl\f\  il  s'ensuit  [a'/;,y]  =  o-,  donc 
[y"^  a/']  sera  un  ncMnbie  pair  (prop.  i  ,  3,  n"  i33),  cVst-à-dire 
ou  =o,  ou  =2  ;  doncy  sera  résidu  des  deux  nombres  a'  et  p, 
ou  ne  le' sera  d'aucun  des  dem;  mâis  'Ia  première  supposition 
est  inadmissible/puisquesba^ est  résidu  de  d etque  dbaiVa'  (hjp.), 
d*<lè  il'  résulte  'àzfNd,  Donc  f  est  non-résidu  des  deux  nombres 
et  p\  mais  puisque  i^afBp^  Km  vianirAzàSp, 

3*;  Quand  e  est  divisible  par  /i  et  non  par  Soit  e-^gp  et 
^psxd:±:ah i  le  -signe  étant  "pâs  de  manlèie  à  eo  que  h  sott  positif. 

On  aura  h<^a  et  premier  avec  a*,  p,  pour  le  signe  supérieur 
delà  forme  4^? -4-3 ,  et  pour  le  signe  inférieur  de  la  forme  4^+1.  En 
multipliant  tantôt  par  p  et  tantôt  |»ari(»' l'équation  ^V^^'^^j 
on  en  tire  sans  peine 

De  (01)  il  suit  que  [pa\  //]=o«  et  partant  (prop.  i  et  3,  n*  x55) 
[h,  paf]  pair,  c'est-à-dire  que  h  sera  résidu  ou  non-résidu  âe.p 
et  de V.  Dans  le  dernier  cas,  il  suit  de  (jS)  que  dbapNd  et 
comme  par  hjpothèse  zhaNaf,  on  aura  dbpRd-,  donc>  par  le 
théorème  fondamental  qui  a  lieu  pour  les  no«nbres  p  et  a  moindres 
que  T-f-i,  dza'Bp.  De  là  et  de  ce  que  hNp  on  tire,  au  mojea 
de  (y),  dtaNp.  Dans  le  premier  ci\s,  de  (^)  on  tire  zhapRa' , 
d'où  dtzpNa,  dtza'lsp  f  de  là  enfin  et  de  hRp  ou  déduit,  au  mojen 
de  y  y  zt:aj\'p, 

3%  Quand  e  est  divisible  par  a'  et  non  par  p ,  la.  démonstra- 
tion 
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tîon  procède  presque  de  la  mètAe  manière  tjne  dans  l'h^'pothèse 
pr^édente»  et  ne  pourra  pas^arrêtér  celui  qui  l'a  bien  conçue. 

•  4%  Quand  e  sera  divisible  à-îa-fois  par  a'  c\  par;?,  il  le  sera  aussi 
par  le  produit  a'p-,  (en  eflet  nous  supposons  les  nombres  a'  et  p  iné- 
gaux, sans  cela  l'hypothèse  aNa'  contiendrait  la  relation  «A>,  qu'il 
«'agit  de  démontrer).  Soit  e=^a'p  et  g^'p=sï:àsah,  h  tm  <.a 
et  premier  avec  p  et  a'  -,  il  sera  pour  le  signe  supérieur  <fo  la  forme 
4^+3 ,  et  pour  le  signe  infiSricur  -de  U  ferme  4»H-s*  Or  on  Toit 
facilement  que  de  cette  équation  on  peut  déduire 

relations  qui  s'accordent  avee  .oellet  tnm?ées  Quant  an 

reste,  la  démonstration  est  la  même* 

II.  Quand  le  nombre  premier  est  de  U  fimne  4'^+^  >  U  dé« 
ntoostratioB  est  û  coofimne  à  U  précédente^  qn*U  nous  a  para 
superflu  de  la  fdacer  ici.  Nous  observerons  sralement,  en  &• 
TOUT  de  ceux  qui  veulept  la  fiuure  eiix-mèmes  (ce  que  nous  re- 
commandons) ,  qu'il  est  avantageux,  lorsqu'on  e«t  arrivé  à  l'équa- 
tion e^  —  hp-±inj',  dans  laquelle"  b  représente  le  nombre  premier» 
de  considérer  séparément  les  deux  sijgnes. 

■  •  •  •  . 

i4o.  Quatrième  cas.  Quand  T+K  est  de  la  forme  4n+ 1 
p  de  la  forme  4n+3  et  d=p,Na>'tf}l  Wt  ptut  auoir  4-aBpi  OU 
*aNp.  Sixième  cas  du  ii°  i3i. 

Nous  omettons  la  démonslration  de  ce  eat^  pareeqn'elle  est 
absolument  semblable  à  celle  du  troisième. 

i4i  n  Cinquième  cai.  QtiandT+  leetdela fhume  4n + 3 (=3b), 
de  la  même  forme,  et  que  Von  a  pRbf  ou  — pNi),  on 
ne  peut  aitoir  4-bRpf  ou  -^bNp.  Troisième  cas  du  n*  i5a. 

Soit  j»5e*(niod.6)«  e  étant  pair  et  <^.  - 

L  Qnand  e  n'est  pas  divisible  par  p\  soit  t^:spJ^bf,  f  sera 
positif,  de  la  forme  4's+S  et  premier  avec  p.  Or  on  a  pEf, 
et  partant  (prop.  i5 ,  n"  i?^)  ^fRp\  m^caamô^Bp,  iis*eo- 
anit*qne  ^bUp  ,  d'où.  +bNp, 

n.  Quand  e  est  divisible  par  soit  e^pg  et  ^/»asi4-M. 
Akis  h  lent  de  la  &n«e  i|ff-f-i  et  premier  Avec  p»  p^i^f^ 

O 
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(inod./i),  parconséqueni  pjRA» 'd'où  il,  résulte  (prop.  lo,  n*  i5a) 

•f.        mak  on  a  —rbhRp,  donc  -7-^/;. ou  -h^^p* 

142.  Sixième  cas.  Ç^a/i^f  T  +  x  est  de  la  forme  4n4-3(=b), 
p  de  la  forme  4^+1  ^  P^I^»  on  m  /^^rz/^  pat  dHWÙ*  ;i;bNp« 
Septième  cas  do  n*  iSx* ,., ..  .       .  . 

Noaf  omeftoBi:  la  d^aromirciioii ,  qui  eit  iMiblable  à  la  pr^« 
eédente.  •  î  :    »  .  i.  ■.  •  "  : . 

p  /s  même  fimie  et  'qu*on  a  H'pNb ,  ou  — pRb ,  on  né 
pourra  avoir  i^YH^pt  ou  — bBp.  QMtrîàme  €m  dttn*  i5i. 

Soit  — (mod.]^);  et  e  pair 

I.  Quand  e  n'est  pas  divisible  par  p  ^  soit — p=e* — ^f)/  W'à 
positir»  de  la  ferme  ^n-^i ,  premier  avec  p  et  moindre  que  b\ car 
da  oe  4110  e  n'est  pas  plus  grand  que  i ,  et  que  p<,b-^i ,  il  l'en* 
tuitque  b/asp'^^^^l^-^b,  on  f^b^t.  Or  on  a  '^pRf,  donc 
(prop.  10  II*  x3a}  "^fBp ^  d'ailieun  bfBp,  don6  bRp ,  ou  -^bNpL 

n.  Quand  e  est  divisible  parT?^  soit  es=pg  et  g*psiz — ^^i-f.Mt 
h  sera  positif  j  de  )a  fermtf  4f>+^  »  premier  à'  et  <Cb*,  or  on 
a  —pRh ,  donc  (piop.  x4f  n^  iSa)  d'ailleurs  Mi^,  donc 
rhbJBip  e(  --^i^.  ' 

144.  Huitième  cas.  Çwmd  T-i-t  èH  délaformûJ^'J^i^h)^ 
p  de  la  forme  ,  et  que  +'iSNb»  oU  ' — pRb;off  Atf/wwra 
avoir  rhbRp^  Dernier  cas  du      i5i,      '  . 

La  démonstration  est  là'  mâme'qûe  ^àns  le  cas  précédent. 

\4fi»  Dans  la  dénioriattatioii  dti  .tb&>rtnM.  foodaraental ,  nous 

avons  toujours  pris  pour  c  une  valeur  paire  ;  on  aurait  pu  également 
employer  une  valeur  impaire }  mais  alors  il  aurais  fallu  distinguer 
difféieiis  cas.  Ceux  qui  aiment  ce»  recherches  ne  perdront  pas 
leur  temps,  s'ils  s'exercent  à  les  développer  :  il  est  alors  néces- 
taire  de  supposer  les  tbéofèmes  relatifii  aux  résidus  H-a  et— 
mail  comme  notre  démonstration  a  été  achevée  sans  y  avoir  re* 
ooniSy  nous  .en  tirons  une  nouvelle  manière  de  les  démontrer; 
elle  est  d'autant  moins  à  dédaigner  «  que  les  méthodes  dont  nous 
nous  sommes  servis  pour  démontrer  que  db3  est  résidu  de  tout 
xiombre  pcemi^  de  la  forme  Ô/;-^  i  pouveoyt  w  pas  sembler  assez 
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directe?.  Nous  supposerons  les  anfres  ca'S  dénifintrés  parles  mcdiodcs 
exposées  précédemment,  etqnecclui  où  le  nombre  premier  est  de 
la  forme  d/z-f-i  n'est  trouvé  que  par  induction,  ^iuus  le  démon- 
trerons rigoureusement  de  la  manière  soiTaRte. 

Si  =i:2  n'était  pas  résidu  de  tous  les  nqmbres  premiers  de  la 
forme  8/x-f-i^  soit  a  le  plus  petit  nomlne'  de  œtle  'forme,  dont 
slsa  toit  noiMésidnf  ensôrte  que  le  théorèmè  ait  lieu  pour  tous 
les'  àoBibrat  plut  petits  que'  m.  On  prendra  nn  nombre  premier 
<ia«  dont  a  ne  toit  paa  'iMloi  -ce  qni  est  toujours  possible  « 
puisque  par  le  n*  tag  on  en  trouvera  un  <av/a,  et  qu'on  s 
3v/««C3û,  car  cette  condition  se  réduit  à.  4<!  \/ ^ t  ou  rt!>i(>, 
et  le  plus  petit  nombre  premier  de  la  forme  8/;-f-i  (i  excepté) 
est  17.  Soit  ce  nombre  on  aura ,  par  le  théorème  fonda- 

mental, ^iVa-,  d'ailleurs  dbaiV^z,  donc  diapRa,  Soit  donc  e'^up 
(mod.  a),  e  étant  impair  et  <a*y  alors  il  j  a  deux  cas  à  disfiogner* 

I.  Quand  e  n'est  pas  divisible  par  p.  Soit  e*=2^+<zy ,  g  sera; 
positif,  <<z,  Qon-divisible  par/»,;  il  sçjca  de  la.'fvHCOie  8a<>|- 7 ,  ou 
^•fS,  suivant,  que  p  •Bra..i'dlLiB*<fi)rnM  4niH^^Qu4«Hs-5.  On 
distribuera  tous  les  fiMsfèors  premiers  de  y  en  quatre  classes,  et 

supposons  qu'il  y  en  ait  y  de  là  forme  8/Z-+-1,  g  de  la  forme 
8// 4-3,  /i  de  la  forme  8/î-f-5,  et'  /  de  la  forme  8/1+7.  Soient 
F,  G,  H,  L  les  produits  des  facteurs  de  ce»  quatre  classes*,  on  obser- 
vera que,  si  les  Facteurs  d'une  certaine  classe  manquaient,  il  faudrait 
mettre  i  à  ia  place  de  leur  produit.  Cela  posé,  commentions  par  lo 
ets  <A  p  est  de  la  forme  1 ,  et  conséquemmeat  ç  de  la  forme 
^+7*  9  ^tant  <a,  lethéôffèmea  lieupourses  divisenrsdela  forme 
^-f-i,  ddnc  aRF;  maus  U  est  démontré  que  n  est  rdsidn  de  tout 
nombfte  de  la  fiMrne  Sn-^^'f,  donc  aussi  aRL»  Or  l*éqnation 
e*= 2/7 -f-<z^  donne  HpRç  et  pBTUat  'apEF  it  apRL ,  donc  pRF  et 
pRL;  d'où  s'ensuit  enfin,  en  vertu  du  m^me  théorème  fondamental 
(prop.get  11,  n^  i^a),  FRpçt  LRp.  Mais  2  est  non-résidu  de 
tout  facteur  de  la  forme  8/7-|-3  ou  8«-{-5,  donc  il  est  résidu  ou 
npa*n^sidn;.-de         suivant  quQ.  est  pair  ou  impair^ 

et, il  est  aisé  de  voir  que  p  est  aossi^résidn  on  non-résidu  dàos 
les  'niêmetf  cifomién^;  liistâV^  We 'saurait  être  impair,  car 
|B'"f|anjîri'ant  les  diffSréiis  cas,  il  s'ensuivrait  que  F  G  U  L 
wk  q  serait  de  la  fom  ^n^B»  cootcè  i'iiypotbèse.  On 

n 
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aura  donc  pR  GH,  d'oè  Gff  Rp,  et  comme  now  avons  déjà  FLRpi 
il  s*ensaitF(?  Hl»  Rpou  qRp\ d'ailleqis  l'équafciqn^'Bsa^-Hfdoaiie 
encore  aqRp,  donc  oBpp  contre  l'hypothèse.  Dana  leeas  o&^r 

e«t  de  la  fi>mie  4'*H"'  ?  forme  8/x4-^  >  on  peut  faire  voir, 
delà  même  manière  que  pRF ,  et  partant  FBp,  — pRG,  donc 
GRp\  enfin,  que  //  +  /cst  pair,  et  parcoaséquent^  HL  ^,.à*OVk 
il  suit  ^/Îy3  et         ,  contre  l'hypothèse. 

IL  Quand  e  est  divisible  par  p,  la  démonstration  peut  «'(éta- 
blir (l'une  manière  semj^lable:  aqus  laissons  au  lecteur  le  soin  de 
la  trouver. 

i/f6.  Au  moyen  du  théorème  fondamental  et  des  propositions 
relatives  à  — i  et  db2  ,  oti  peut  toujours  déterminer  si  un  nombre 
donné  quelconque  est  résidu  ou  non-résidu  d'un  nombre  premier 
donné.  Mais  il  ne  sera  pas  inutile  de  reprendre  ici  ce  que  nous 
avons  &U  voir  plus  haut^  afin  de-'rénnlr  tontoe  qui  êsfc  nécessaire 
pour  la  spluiion.dejQOiifQl^mie-ftii:     'i.:  '  i  '      .  • 

Fun  'd'eu»'.      réiidu  mi  non-tiêéiuf  'êg  toatit»  '  ' 

T.  Soit  Pz=a*l/^c^  etc.,  a,  ù,  c,  etc.  désignant  des  nombres 
premiers  inégaux  pris  positivement*,  car  il  est  évident  que.  P  doit 
être  toujours  regardé  comme  positif.  Pour  abréger,  dans  ce  nu- 
méro nous  appeUerpfis  simplement  religion  detdeox  nombres  a:,  jr, 
celle  qni  esiste  entm  •oeardeQûe  ocjmhref  i.:en  Utot  qAe  le  premier  x 
est  résidu  on  non-résida  du  second     LaitelMton  des  nombne 

O  et  dépend  ainsi  de  la^  relation  dés  nombres  Çct  a",  Qplb  ,etc. 
(n*  io5).  ,^ 

II.  Cheicbonsla  relation  des  nombres,  Ç  et  o*  ;  et  ce  que  noua 
«lions  dire  s*app1^uera  é^dement  W  irelAtioa^  '^^Q.f^  ^  f 

1*.  Quand  Q  est  ^iv^le  p^.^Jr»  ioU  Q^V^>  .Q"  a'^t  pM 
divisible  par  a;  alors  «î rrfcce  o»  >«♦  on  aura*  ^ Ai  ,  mais  Si 

tf<a  et  impair,  on  aura  QNa^j.  en^ïX  sV.e<,(iL  et  pair,  Ja  rela- 

'  ■  «— • 

tien  de  Ç  à  4»''  sera  la  mênle  que>celle  de  >^  k  à  ■'  *  AinSk 

€0  cas  est  ramené  au  suivant.  (Yo/ta  n'  102)^  <>' 


A  R  I  T  II     K  T  I  Q  U  E  S.  loo 
a*.  Quand  Q  n'est  pas  divisible  par  a,  nous  ferons  encore  ici 
<^nx  tons-divisions: 

(A)  .  Quand  /ï=:a,  on  a  toujours  QRa*  si  a=i;  mais  si 
«=a,  il  faut  que  Q  soit  de  la  forme  et  quand  a=5 
on  >  5,  Ç  doit  être  de  la  forme  8n-j-i;  si  cette  condition  a  lieu, 

ou  aura  QRa*»  (Yojez  n°  io3). 

(B)  .  Quand  a  ett  différent  àea,  la  idatîon  de  Ç  à  a*  eit  la 
même  que  celle  de  Ç  à  «.  (  Vojes  n*  ioi)« 

m.  On  dierchera  de  la  manière  suivante  la  relation  d'ua 
nombre  quelconque  Q  à  va  nombre  premier  a  impair  :  quand 
Q^a,  on  labskitaera  à  Q  son  résidu  minimum  positif  sni- 
▼ant  le  modale  on,  ce  qni  est  qaelqodoii  ayantagenx»  ton 
résidu  mîittmum  absolu,  qni  aura  avec  a  la  même  zelation 
qne  Ç.  ' 

.  Or  ai  l'oa  résout  Q,  on  le  nombre  pris  &.  ta  place ,  en&eleun 
premiers  Ptff,  jf»  etc.»  amqaeli  il  faut  îoiadie  le  fiulenr  —  s^ 
quand  Q  est  négatif^  il  est  évident  que  la  relation  de  Q  &  « 
dépensa  de  la  relation  des  focteurs  p  tjft  p'»  9tc*  à  a  :  ensnrte  que, 
û  parmi  eux  il  y  en  a  non-résidus  de  a,  on  anra  QRa  \  mai* 
s'il  j  en  a  am-f-i  ,  on  aura  QNa.  Au  reste,  on  voit  facilement 
que  si  parmi  les  facteurs  p,  p',  p",  etc.,  il  j  en  a  un  nombre 
pair  d'égaux  entre  eux,  on  peut  les  rejeter,  puisqu'ils  n'influent 
en  rien  sur  la  relation  de  Q  à  a. 

IV.  Si  —  I  et  a  sont  facteurs  de  Q,  leur  relation  à  a  se  trouve 
par  les  n"'  io8,  113  ,  1 15 ,  114,  mais  la  relation  des  autres  nombres 
à  a  dépend  de  la  relation  de  a  à  ces  nombres.  (Théorème  fondam, 
et  n"  i5i}.  Soit  p  l'un  d'eux;  en  traitant  a  et  p  comme  nous 
avons  traité  Q  eta,  qui  étaient  des  nombres  plus  grands,  on 
tionveia  que  la  relation  dû  a  k  p  peot  être  déterminée  par  les 
V»  (108— ii4),  (cl,  par  exemple,  le  ré^n  vninimum  de  m 
(raoâ.p)  n'est  divisible  par  aucun  nombre  impair)»  on  que  cette 
relation  dépend  de  celle  de  p  k  des  nombres  premiers  plus  petite 
que  lui.  Il  en  est  de  même  des  autres  facteurs  p',  p',  etc.  Or  on 
voit  facilement  qu'en  coi^tinoaiit  cet  (opérations»  on  amvera  né-> 
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cessairement  à  des  nombres  dont  les  relations  seront  déterminct-s 
par  les  numéros  précités.  Un  exemple  éclaircira  cette  méthode. 

Soit  proposé  de  trouver  la  relation  de  à  ia36;  1236=3.4.  io3, 
et  453/?4  (TI.  3.)  (A),  453/?3  (II.  i.);  il  reste  donc  à  trouver 
la  relation  de  4^3  à  io3^  or  elle  sera  la  même  que  celle  de  4'' 
à  io3,  puisque  4^5  =  4^  (iiiod..io3),.  ou  (Théor.  fond.)  qne  cello 
de  io5  à  4i>  on  eocore  que  celle  de  ao  à  41  >  puisque  aoâ  loS 
(inod.4x)»  niait— aos**i.a.a.5;  at.'^iB4t  (n"  io8);5il4t» 
car  4i  =  1  (mod.  5)  et  est  parconséquent résida  de  5  (théor.  fond;);* 
il  suit  de  là  qne  +453  R  io5,  on  enfin  +453  il  ia36. 

i47«  Étant  proposé  un  nombre  queksonqne  ji,ou  peuttronvec. 
de  çertaines  fbrnmles  qui  contiennent  tout  les  nombres  prenuera 

4  A  dont  A  est  résidu,  ou  tous  ceux  qni  sont  diviseurs  des  nombre^ 
de  la  forme  — A,  x*  étant  un  quarré  indéterminé.  Nous, 
appellerons  simplement  ces  nombres  diviseurs  de  x* — A;  l'on 
Toit  facilement  ce  que  sont  les  non-dit^iseurs.  Mais  pour  abréger 
nous  ne  considérerons  que  les  diviseurs  qui  sont  impairs  et  pre- 
miers kA,  les  autres  cas  se  ramenant  sans  peine  à  celui-là. 

Soit  d'abord  ^  un  nombre  premier  positif  de  la  forme  4^/ -f- 1," 
ou  négatif  de  la  forme  4'^  —  Suivant  le  théorème  fondat^çnfal, 
tous  les  nombres  premiers  qui,  pris  positivement,  sont  résidus  de  A» 
seront  diviseurs  de  j^'^Al  maii  tons  les  nombres  premiers  non- 
résidos  de  A  seront  non-diviseurs  de  x^'-^A,  si  pourtant  on.  en 
eiceple  a ,  qui  est  tou|ours  diviseur.  Soient  r,  r',^»  etç.^  (ont  les 
résidus  de  A  qui  sont  plus  petits  q«e  lui,  et  n*  ri^  n',  etc. ,  tous  les 
aon-résidus ;  alors  tout  nombre  premier  contenu  dans  une  des 
formes  Ak-+-r,  Ak-^/,  Ak~^r\  etc.  sera  diviseur  de  x* — A}^ 
mais  tout  nombre  premier  contenu  dans  une  des  formes  Ak-^n, 
Ak^-n'y  etc.  sera  non-diviseur  de  .z* — A,  k  étant  un  nombre 
entier  indéterminé.  Nous  appellerons  le»  premièrc8ybrîiitft4iP»dWi 
êùtfrs  de  a^f^A,  et  les  dnnièras  fanuM  dea  nmt^^Mstun,  La 
Bombre  de  cbaoune  d'elles  seia  éffU  an  nombre  de  résidn^r,  etc.- 
on  de  non-vésidtts  js,  nT»  ete.,  et  p«vfntf*  (n*  g6)  s=K^^O^ 
Or  si  ^  est  un  nombre  composé  Impair  et  que  Vna  wàkARB  »  to«sB 
les  facteurs  premiers  do  B  seront  contenus  dans  une  des  première» 
lenoes,  et  paiconséqoent,  B  luinmème^  donc  tout  sombce  comf 
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posé  impair  qui  sera  contenu  dans  la  forme  des  non-diviscurs  sera 
jion-diviseur  de  x* — A  j  mais  on  ne  pent  pas  dire  que  les  non-divi* 
seurs  dex*— u4  sont  touscomprisdaos  la  forme dcsooi^diviseara,  car 
CD  snpposaoti?  noa^AMmttàea^^^A,  quelques-udt  de  ws  ftclenrt 
fwemieistecontnoii-dititeursde  Jf^^-^,  et  ti  ie  nombre  de  cet  ftfbteuM 
est  pair,  JS.teea comprii  danaqiielqne  fimne  de  diviieim  (n^ gS), 

Aiofi  *  toU  ^38—  1 1  ;  c»n  troiHreni  qae  le§  formes  ^es  dlTiseiirs 
de  smt  2,  S,  4,  5,  g,  et  que eeUes  des  Bon- 

diviseurs  sont  iiA-J^a»  6,  7>  8,  lo.  Ainsi  <— ii  sera  résida  de 
tout  les  nombres  premiers  contenus  dans  une  des  premières  formes, 
et  non>tésida  de  ceox  qui  sont  contenus  dans  une  des  demières. 

On  peut  trouver  des  formes  semblables  pour  lesdiviseurs  et  les  non> 
diviseurs  de  x* — v^,qiiel  que  soit-^jmaison  voit  aisément  qu'on  n'a 
à  considérer  que  les  valeurs  de^  qui  ne  sont  divisibles  par  aucua 
quarré;  car  si  yiz=:a*yf,  tous  les  diviseurs  de  x*-^A  premiers 
avec  A,  seront  diviseurs  de  x'—'A',  et  de  même  pour  les  non- 
divisenrs.  Or^j^ous  disting^uerons,  trois  cas  :  i%  quand  A  est  de  la 
forme  4'>-f-i  .(m  — -^^•-->  i)  ^  J>^  quand  ^  est  6p  la.  fiirme 4n—  i 
ou  — >(4b4-i)'>  3*.'  'qâanà  A  est  pair  ou  de  là  ferme  :fe(4a+a). 

148.  Prerniercas,  Quand  est  de  la  forme  4^2+1  ou — (4/2 — i). 
On  résoudra  A  en  fiictenrs  premiers,  a,  1^,  c,  d,  tic,  en  affe^ 
tant  du  signe  -f-C6QZ  de  la  'ferme  4"+!»  ^  >lgDe  «—  ceuî 
de  la  forme  ^n—i  qui  seront  ^  nombre  pair  ou  impair»  suivant 
que  A  sera  de  la  forme  4^+'  ou  — (^^n-^i^  (n*  iSa).  On  dis* 
tribnera  en  deux  classes  les  noa||bres  pins  petits  que  ^  el  premiers 
avec  lui;  en  mettant  dans  la  prèmière  ceux  qui  ne  sont  non-ré- 
sidus d'aucun  diviseur  de  A,  ou  qui  sont  non-résidus  d'un  nombre 
pair  de  ces  diviseurs,  et  dan;;  la  seconde  ceux  qui  sont  non-résidus 
d'un  nombre  impair  des  mêmes  diviseurs.  Désignons  les  premiers 
par  T,  j',  1^,  eto.  et  les  secondes  par  n,  n',  n',  etc«j  alors  Ak+r^ 
^A+i'y.etc.,  senties  feraies  des  Àviseursdex*— et  Ak-^/ip 
Ak^ti,  etc.  eelles  des  non-diviseurs.  C'est-à-dire  que  toiK  nombre 
premier,  excepté  a,  sera  diviseur  ou  non-'dii^air  de  x*— A» 
euiifont  gu*U,9erA  -mmtgim  dans  ftmc  dtê  premiàrgs  ou  ifuuc  d» 
dernières  formes, 

£n  efifet',  -si  ^  est  on  «ombre  plemier  résidn  on  von-iédda 


Digitized  by  Google 


IIS  RECHERCHES  . 

d*aa  det  facteurs  A ,  ce  &cteiir  «era  rétida  ou  non^résida 
de  p  (théor.  fond.);  donp  ti  parmi  les  factewt  de  il  j  en 
•  m  dont  p  toit  noinréiida;  il  j  en  amm  antaat  qui  iennt  non- 
lésidas  de  p,  et  partant»  lorsque  p  sera  contenu  dansl'nne  des 
premières  formes»  m  sera  pair  et  ABp,  et  lorsque  p  sera  cmi^ 
tenu  dans  une  des  deznièces»  m  tecm  ia^air  et  ÂNp,  ■ 

Exemple,  Soit  ^B>f-xo5ss~5xH*5>C~7>  1m  nombres 
etc.  sont: 

I,    4»        4^9    64f    79»  (lui  ne  sont  non-résidus  d'aucun  fact.; 

3,    8^  aS,  5a,    55^    92,  qui  sont  noa-résidus  de  5  et  5j 

^6,  4i,  59,  89,  101,  104,   5  et  7; 

a5>  53,  73,  8a,   97,  io3»   5  et  7^ 

let.aombces         Jil'f  etc.  sont: 

II»  39,  44i  71  >  74»  86, non*rAidos de  5; 

as,  37,  43,  58,  67,  88,   de  5;  ' 

19,  3i,  34i  61,  76,  94;   de  7y 

17^  38,  47,  63,  68,  85,   de  5,  5  et  7* 

On  déduit  facilement  de  la  théorie  des  combinaisons  et  dei 
n*^  (3a^  ^)  que  la  multitude  des  nombres  r»  /»  etc.  sera 

'V"*""T:r-+      1-8.8.4  r«'cv;. 

et  ceOe  des  nombres  Ji^  j/»  efe? 

V  ^     >.e,5     ^         i.s.S.4.5         ^  ^"^y» 

I  désignant  le  nombre  des  facteurs  a,  c,  etc.,  <  étant 
t=a-'(a — i)  — i)  (c — 1)  etc.,  et  chaque  série  devant  être 
continuée  jusqu'à  ce  qu'elle  s'arrête  d'elle-même.  (En  effet  il 

y  a  /  nombres  résidus  de  a,  b,  c,  d,  etc.,  non-rési- 
dus de  deux  de  ces  facteurs,  etc.  Mais  pour  abréger ,  nous  sommes 
forcés  de  ne  pas  donner  plus  de  développement  à  la  démonstra- 
^on).  Or  chacun^  des  séries  a  pour  somme  ^.a'~'>  car  ia  pre^ 

mière 
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nuere  provient  de  i  -f  ; — H  ^       '  «  +  ^ — TâTâ  ^ 

en  prenant  le  premier  terme,  puis  la  somme  du  second  et  du  troi- 
sième, puis  la  somme  du  quatrième  et  du  cinquième,  etc.  :  la  seconde 
provient  ausiiitoift  même  série ,  en  joignant  le  premier  terme  êu 
tecoiid  ,  te  trotilknB  Ati  qnatriène^tle.  n  y  a  dm  «ntaatde  fb^ 
de  dMeon  de  sâ^^^  qne  de  finmeide  non-diviteon)  €t  ils  sont  «a 
oombfe  3'*=*  dadiaqiie  eipèee,  on  Kis^iX^xX^^X^O 

i49*  Nous  ponTons  traiter  ensemble  le  second  et  le  troisième 
cas.  En  efifet    on   pourra  toujours  poser  — i).Q»  ou 

™C+^)Qi  ou  a)  Q  étan^mi  noOibre  de  la  forma  +4^+< 
ou  »(4a— .i).  Soit  généralement  jissatl,  ensocte  que  «  soit 
on  —I  on  sba.  Alors  ji sera réddn de tont  nombrd  dont  « <t  Q 
seront  tous  deux  résidus»  ou  tous  deux  non-résidus:  au  coatraira  il 
sera  non-résidu  de  tout  nombre  dont  l'un  d*eux  seulement  sera  non- 
résidu.  De  là  on  déduit  snn5  peine  les  formes  des  diviseurs  et  des  non- 
diviseurs  de  X* — Si  a  =  —  i  nous  partagerons  tous  les  nombres, 
plus  petits  que  4-^  premiers  avec  lui,  en  deux  classes.  La  pre- 
mière renfermera  ceux  qui  sont  dans  quelque  forme  des  diviseurs 
dejE*— et  en  même  temps  delà ibrme  4/1+1  «etaussiceux  qui 
aontdans  quelque  forme  desnon-diviseurs  do  j^*— Q  et  en  même  temps 
de  la  forme  4»*!  :  la  seconde  renfermera  tont  m  antres.  Soient  r» 
1^,  r',  etc*  les  premiers  >  et  is,  n%  etc.  tes  derniers;  A  sera  résidu  do 
tous  les  nombres  premiers  contenus  dans  une  des  formes  ^jik-j-r, 
^Ak-{-/ f/^Ak-^r' ,  etc.,  et  non-srésidu  de  tons  les  nombres  premiers 
contenus  dans  une  des  formes  4-^A-f-n,  4^A-f-«',4^A-f-n',  etc.  Si 
A=^3,  nousdistribnerons  tous  les  nombres  plus  petitsque  SQ  et  pre- 
miers avec  lui  en  deux  classes:  la  première  renfermera  tous  cent' 
qui  sont  oonlenna  dans  quelque  forme  des  diviseurs  de 
et  qui  sont  de  la  fimne  6» 4"i  on  Sis-f-y,  pour  te  signe  supé« 
rienr^  et  de  te  forme  Aa+i  on  As-4-5  pour  le  signe  Iniiktenr  ;  eette 
çtesse  compfeodra  aussi  tous  ceux  qui  sont  contenus  dans  quelque 
forme  de  non-diviseurs  de  j:* — Ç  et  qui  sont,  "pour  le  signe  su- 
périeur, de  la  forme  8rt-f.3,  8;ï-t-5,  et  pour  le  signe  inférieur,  de 
la  forme  S/z-f-S,  Ô/z-j-y,  et  la  seconde  loua  les  autres.  Alors  dé- 
signant les  nombres  de  la  première  classe  par  r,  r',  etc. ,  ceux  de 
te  seconde  par  n,  n\  n\  etc.,  dbaQ  sera  résida  de  tous  les  nombres 

P 
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premiers  contenus  dans  les  formes  8ÇA4-r,8ÇA+r^  8QA-\^r',etc^p 

et  n on-rësid u  de  tous  ceux  contenus  dans  les  formes SQk-\~n,  8Qk-^, 
bÇk-^-n',  etc.  Au  reste,  on  peut  démontrer  facilement  qu'il  jaail* 
faafc  de  formes  de  diviseurs  qu'il  jr  eu  a  de  non-diviseurs* 

Mxempig,  On  trouve  ainsi  que  lo  est  résidu  de  tous  les  nombres 

premiers  contenus  dans  les  formes  /^oK-^-Xy  -f-3,  +9,  -f-iS, 
+  37,  -f-3i,  4-57,  +3g,  et  non-rcsidu  de  tons  les  nombres 
premiers  contenus  dans  les  formes  40'&~f*7#  H~iii  H~i7^*Hi9«  ' 
-f-ai,  +a3,  +39,  4-33. 

150.  Ces  formes  ont  plusieurs  propriétés  assez  remarquables; 
nous  n'en  citerons  cependant  (]\i'une  seule.  Si  B  est  un  nombre 
composé  premier  avec  ^/ ,  tel  qu'un  nombre  am  de  ses  facteurs 
premiers  soient  compris  dans  quelque  forme  de  non-diviseur.^ 
de  sc^'-'A ,  B  sera  contenu  dans  quelque  forme  de  diviseurs 
de  3^'^A\  mais  si  le  nombre  de  facteors  premiers  de  B  con* 

'  tenus  dans  quelque  forme  de  non-diviseurs  de  o;*—.^  est  impair, 
B  sera  aussi  contenu  dans  quelque  forme  de  non-diviseurs.  Nous 
omettons  la  démonstration,  qui  n*a  rien  de  difficile.  Il  suit  de 
là  que  non-seulement  foui  nombre  premier,  mais  aussi  tout  nombre 
composé  impair  et  premier  avec  Al  est  non-diviseur  dès  qu'il  est 
contenu  dans  une  des  formes  de  non-diviseur  j  car  néLes^;ruement 
quelque  facteur  premier  de  ce  nombre  sera  non-divisem . 

151.  l  e  ihéorème  fondamental  que  nous  avons  présente  d'une 
manière  très-simple  et  qui  le  met      nombre  des  théorèmes  les  p!u» 
élégans  dans  ce  genre,  n'a  été  jusqu'ici  démontré  par  personne ;^ 
ce  qui  doit  d'autant  plus  étonner,  qu'£/i/£r  connaissait  quelques 
propositions  qui  en  dérivent  et  deaquellesU  était  fiieile  de  revenir 
à  ee  tbéorème*  Il  avait  en  eflPet- découvert  qn'U  esistait  de  cer- 
taines formes  sous  lesquelles  se  j^ésentaient  tous  les  diviseun  pre- 
miers de    — et  d'autres  qui  comprenaient  tons  les  non-divi- 
seurs» de  manière  à  s'exclure  réciproquement;  il  avait  même  donné 
le  moyen  de  les  trouver.  Mais  il  avait  envain  cherché  à  démoj)- 
Irer  sa  méthode,  et  ses  efforts  n'avaient  eu  d'autre  fruit  que  de 
donner  un  plus  grand  degré  de  vraisemblance  à  cette  proposition , 
qu'il  avait  trouvée  par  induction.  A  la  vérité,  dans  un  Mémoire 
lu  àPAcadémledePétersb.  le 30 novembre  177^^  intitulé:  Vovm 
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X^emonstraiiones  cîrca  dwisores  numerorum  formas  x'-f-nj'>  et 
imprimé  (T.  i.  not^.  ad.  Ac.  Peterb.,  p.  4?)  *  il  paraît  croire 
qu'il  a  atteint  son  but;  mais  il  s'j  est  glissé  une  erreur;  car 
il  suppose  tacitement  l'existence  de  ces  formes  de  diviseurs  ei  de 
noà- diviseurs  (i49)  •  ^®  ^itXi»  supposition  il  n'était  pasdi& 
fieile  de  déduira  qoeUet  deiraient  êtra  des  formes}  màls  la  méf 
thode  qu'il  a  employée  pour  démoatrar  cette  Mippositioo  ne  pa-^ 
Tait  pas  convenable.  Dani  nn  antre  écrit  intitulé  :  De  CnterHê 
â?7ua/iSi?fnit  fx'-|-gj*=^z  utrumque  retoiutionem  athnùtat  necne 
(Opusc.  anal.  T.  i),  dans  laquelle  équation  f,  g,  A  sont  donnés 
et  j:,  y ,  z  indéterminés;  il  trouve  que  si  l'équation  est  réso- 
luble pour  une  valeur  de  h  =  s,  elle  le  sora  pour  tout  nombre 
premier  congru  avec  s,  suivant  le  module  4Jk'  proposition  de  la- 
quelle on  pouvait  aisément  déduire  la  supposition  dont  nous  avous 
parlé.  Mais' la  démonstration  de  ce  tbéorbme  a  toujours  échappé 
aux  recherches  de  ce  grand  géomètre  (  *) ,  ce  qûi  n*est  pas  étonnant, 
puisqu'à  notre  avis  il  fiUlait  partir  du  théorème  fondamental.  Au 
lestB,  .la  Técité  àfi  .cette  proposition  résultera  naturellement  de 
çe  que  nmis  ezposei^ons  daps  la  section  suivante* 

Après  Buier,  L^endre  s*est  livré  à  la  même  recherche,  dans 

un  excellent  Traité  intitulé  :  BâOhen^Wê  ^Analyse  indéterm^ 
née  (Hist.  de  i*Acad.  des  Sciences,  1785,  p.  é^&S),  Il  y  est  par- 
venu à  un  théorème  qui,  dans  le  fond,  revient  au  théorème 
tondamentali  savoir  «  que  ù  p  et  ç  sont  deux  npmbres  premiers 

poflitift,  les  résidus  minima  absolus  des  puissances  p  * ,  soi» 
vant  I9S  modules  ^tp»  lespeclivement,  seront  tous  les  deux  -^i 
on         quand  l*un  des  deux' est  de  la  ferme  ^'^^i  ;  mais  que 


(*)  Comme  il  l'avoue  lui-même,  p.  ai6.  Hujus  elegantissimi  thenrematls 
dL'inomiralio  atl  hue  deiideralur ,  postquàn  d  pluribus  jaindudîun  frustrà  est  in-' 
vtsiiffÈla, (^oKirca  plunmim  in  prasUtissa  ^ensatdus  erit^  cvi  sutxesstrit 
dcnvmsiraiionent  hujus  iheormnatu  Htitriîft  y>.'  Ou  peut  voir  dus  les  Optise.  mai. 
(  T.  I  ,  jidditamentum  ad  dissert.  VIU,  et  T.  Il,  dissert.  Xfu),  et  dans  plusieurs 
Oissertations  des  Comment,  de  Pétersb.,  avec  ^elle  ardeur  cet  homme  immortel 
«  cherché  la  démonstntioii  de  ce  théorèiiie,  et  de  quelques  antres  qni  ne  soot 
que  des  c«i  ptttiailierr  de  notre  OMme  findamcntil. 

a 
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Ù  p  et  ç  «ont  de  la  forme  l'un  des  résidus  nûnimaietm 

•l-i  etWilbw  —I  (p.  5i6);  d*o&>  aa  mojeB  dn  n*  io6«  il  •*«»<• 
Mil  qii9  Ift  ivA9<l9it  ^  pkq  eitt  1*  m6iiie  que  ccilia  à»  q  kp, 
qittiid  ;r  oa  f  9lk  4»  Ui  fiwm»  4»  +  x  •  et  qn'dle  eat  ùwerse 
quand  p  ^  ç  saut  de  la  forme  4^+3  (*  ).  CeMe  prqfMÎliQii  est 
€0Otenne  parmi  celles  du  n°  i5i)  elle  suit  aussi  des  proposition» 
I,  5,  C)  du  n'  réciproquemeot^  le  tbéorcme  fondameatal  peut 
se  déduire  de  la  proposition  de  Legendrc.  Ce  célèbre  auteur  en 
a  donné  la  démonstratioa  y  et  comme  elle  est  très  -  ingénieuse , 
ooaseii  parleiont  plus  amplememi  dans  la  sectioo  sqivante.  Comme 
Il  y  suppose  pl||i||[9«nt  cIiÎmçs  gaiu  démonilnitfaNi  (tinsi  qu'il  en 
comnent  lii|^â#9^j  Saf  :  ITou»  acttM,9i|pipçii<  s&sfgn^,  ete.) 
dont intqn'4  pn^ntme  partie  n*aélhS  d^Viantii^  personne,  et 
dont  l'autre  partie  ne  peut,  selon  nous,  Têtce  que  parle  théorème 
fondamental.  Il  nous  semble  que  la  route  qu'il  a  prise  ne  peut  pas 
lui  faire  éviter  la  difUculté ,  et  npire  dénKWsÛatipii^  f^ut  être 
regardée  coouue  la  première. 

Au  reste,  nous  donnerons  plus  bas  denx  autres  démonstration» 
de  cet  important  théorème,  absolument  différentes  entre  elles, 
et  de  la  précédente. 

i53.  Jusqu'à  présent  nons  n'avons  tr^të  que  la  coBgruence 
simple  x*~yi  (mod./n),  et  nous  avons  appris  à  reconnaître  le» 
cas  où  elle  est  résoluble.  Par  le  n°  io5,  la  recherche  des  ra- 
cines elles-mêmes  est  ramenée  au  cas  où  m  est  un  nombre  pre- 
mier, ou  une  puissance  d'un  nombre  premier^  et  par  le  n"  loi, 
ce  dernier  cas  est  nunené  à  oelni  oà  m  est  un  ncunbre  premier. 
Quant  à  celni-ci,  en  oomparant  ce  qne  noas  aToot  dit  (n<*  6t 
et  sniT.)  aretf  ee  qne  nous  enseigneront  sect.  Y  et  VlU,  on  aura 
presque  tout  ce  qui  peut  se  fiûre  par  les  méthodes  générales.  Mais 
dans  les  cas  où  elles  sont  applicables^  elles  sont  infiniment  plu» 
longues  que  les  méthodes  indirectes  que  nous  exposerons  dans  la 
section  VI ,  et  partant  elles  sont  moins  remarquables  par  leur 
utilité  dans  la  pratique  qne  par  lear  beauté* 


(*)  Le  mot  relation  reçoit  ici  le  mu  que  noua  lui  avoni  donué  u"  146. 
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Les  congruences  complètes  du  second  degré  pttnfi&t  ètrp 
menées  &ciieiiient  à  des  congruences  simples. 

» 

Soit  la  congruence  aj:*4-^^+cso  (mod.  m)  \  elle  sera  équipa» 
lente  à  celle-ci  :  4^*x*-i-4fl3j^-f-4^^=o  (mod.  4^772).  Celle-ci  peut 
se  metfre  sous  la  forme  (2#jH^)*^A» — /^ç  (tQo4  \êm\^t  doDBera, 
si  elle  est  résoluble^  toutes  les  valeurs  de  :xetx^h  moindres  que  4am. 
Désignant  une  quelconque  d'entre  elles  par  r,  les  solutions  de  la 
congmence  proposée  se  déduiront  de  i&  solution  de  la  congruence 
a«5r— 3  (mod.  4âm),  que  nom  «vont  «xpoiée  sect.  II.  Au 
nste  Bou  obferreiQDt  le  plot  tonvent  la  loliition  peut  se 
timpllfiw  par  difen  artificet;  parenmple,  en  peut,  an  lien  la 
congruence  proposée,  en  trouver  une  autre,  -f-a  i'ar-f.e'sQ, 
qui  lui  soit  équivalente  et  dans  laquelle  d  soit  di?iitble  par  lir. 
Mais  comme  ces  considérations,  sur  lesquelles  on  peut  mnstrlfer 
la  section  YIII,  alongeraient  trop  cette  section,  nous  la  snp- 
|vimons  ici. 
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SECTION  CINQUIÈME. 

Des  Formes  f  et  des  Équations  indéUrrmnéts  du  second 

ê  *•••»  al  .« 

i55.  Novs  parlerons  anstont  dans  cette  faetiim.dMibiiettoiit  de 
deiz  iudétermixiées  de  Ut  ferme  ax^-^^a^'^cy,  tAa,  b,c  tant 
detoombres  entiers  donnés,  fonctions  qu«  nous  appellerons  Jormes 
du  second  degré ,  ou  simplement  formes.  Ces  rechercl^es  nous 
conduiront  à  trouver  toutes  les  solutions  d'une  équation  inHé- 
terminée  quelconque  du  second  degré  à  deux  inconnues,  soit  qu'on 
puisse  en  obtenir  la  solution  en  nombres  entiers,  ou  seulement  en 
nombres  rationnels.  Quoique  ce  problême  ait  déjà  été  résolu  dans 
tonte  sa  généralité  par  ^<{§t4^^ji  et  qu'il  ait  trouvé  pltulenn  pro- 
priétés dM  firmes  f  auxquelles  il  faut  encore  joindre  celles  décou- 
vertes par  Euier»  oi»déinontrées  par  lui  et  annimcées  par  Fermais 
cependant  un  examen  pins  approfondi  des firmes  nous  a  làit  Toir 
tant  de  choses  nouvelles  ,  que  nous  avons  cru  utile  de  reprendre 
ce  sujet  en  entier,  avec  d'autant  plus  de  raison  cjue  nous  avons 
remarqué  que  les  découvertes  de  ces  lioramcs  iiluslics ,  répandues 
dans  divers  ouvrages ,  étaient  connues  de  peu  de  persounes. 
D'ailleurs  la  méthode  que  nous  avons  employée  nons  appartient 
presque  en  entier ,  et  les  ekoses  que  nous  ponvioas  ajouter  n'an- 
taient  pas  été  entendues  sans  une  nouTelle  exposition.  An  reste 
nous  placenms  eu  temps  et  lien  ce  qui  a  rapport  à  rbistolre  des 
vérités  remarquables»  1^ 

Nous  représenterons  la  forme  az^+a^ba^'^'cy'  par  le  symbole 
(a,  b,  o),  quand  il  ne  s'agira  pas  des  indéterminées  x  et  y.  Ainsi 

cette  expression  désignera  d'une  manière  indéfinie  la  somme  de 
trois  parties,  dont  la  première  est  le  produit  d'un  nombre  donné  a 
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par  le  quarré  d'une  indéterminée  quelconque,  la  seconde  le  doubl» 
du  produit  de  3  et  de  cette  iadéterminée  multipliée  par  une  autre  , 
et  la  troinèaae  .le  produit  de  «  par  le  qoanré  de  celte  tecoDde 
ind^teiminée.  Par  aeinple»  Ot  Of  a)  exprimera  la  sooiBied'uB 
quarré  et  du  double  d'nn  quarré.  An  SBfte^  quoique  1m  formes 
iflf  b,  c)  et_(c,b.f  a)  soient  les  mêmes,  quant  à  leurs  parfies^ 
elles  diffèrent  cependant  si  l*on  fait  attention  à  l'ordre  de  cespar»> 
ties}  aussi  nous  les  distinguerons  avec  soin^  et  la  suite  fera  voir 
l'avantage  qui  en  résultera. 

154.  Nous  dirons  qu'un  nombre  donné  est  représenté  par  une 
forme  donnée,  si  l'on  peut  trouver  pour  les  indéterminées  de  cette 
forme  des  valeurs  qui  la  rendent  égale  au  nombre  donné. 

Théorème.  Si  un  nombre  peut  être  représenté  par  lajbrmc 
(a,  b,  c)y  de  manière  que  les  valeurs  indéterminées  soient 
premières  entre  elles  i  b*— ac  sera  résidu  quadratique  de  M.  ' 

Soit  m  et  n  les  valeurs  des  indéterminées,  et  qu'on  ait.. 
am'-^ubmn-i-cn*z=sM,,  et  prenons  les  nombres  w  et  c  tels  qu'on 
ait  /A//î-j-m=:i  (u'  .46^.  On  prouvera  facilement  par  la  multi- 
fJicstiou ,  que^ 

oa 

t  li  (o^  »  a6/*r  -f  c^)  s=  {f*(«*  4-  i»c>—  r(ma  -f  ni)}*    (6* — oc)  ; 

donc 

c'est-à-dire  que  ^—  actit  résidu  quadratique  de  AT. 

Nous  appelleronn  par.  la  suite  déterminant  de  la  fàoim  b,  c) 
le  nombre  3* «—490,  dont  nous  venrons  que, dépendent  en  grande 
partie  les  propriétés  .de.  ipclte  forme.' 

155.  Il  suit  de  ce  qu'on  vient  de  voir  que  pJ(^mh^nc)—ï(^mai^^b') 
est  la  valeur  de  l'expression  v/(^'  —  ac)^aoà,M).  Qr /a  et  p 
peuvent  être  déferminés  d'une  infinité  de  manières  pour  saiis^ 
faire  à  l'cqualion  m;j.-\-n  ==\  j  il  en  résultera  donc  différentps  va- 
leurs pour  çelte  .ejtpressioni  examinons  quelles  rela^oiis  elle»  opl 
entre  elles*  '  *   '  •  ' 
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Soient 

Sil'on  multiplie  la  première  équâtion  par  fi*,  lascconde  par;«,  et  qu'on 
retranche  l'un  des  résultats  de  l'autre,  il  rient  /a' — /jL^n(ft%-^/j,/)'^ 
en  multipliant  par  /etr,  on  tirera  de  même  i  '•^t;^m{fif-^fk>). 
Hait  les  dent  danlAtm  éomimt  «lort 

et  substituant  pour  ft' —  /Jt,,  *' — »  leurs  valeurs 

'r'—r=(,uv'—u.',Xam'+:ibnwi-^cn')=zQ^'—l/,)M...    ou    ^'«r  (mod.^/). 

Ainsi,  de  quelque  manière  que  et  y  soient  déterminés,  la  for^ 
mule  fi{mb-}-nc) — r(ma-j-nà)  ne  peut  donner  des  valeurs  dif- 
férentes, c'est-À-dire  incongrues,  de  l'expression  (/(^'  —  ac) 
(mod.  M).  Si  donel^est  uie  valenr  queleoiMioe  de  cette  for- 
miile^  noas  dirons  que  la  représentation  dn  nombre  M  par  1a 
foaaitMf'^atbxy^ey,  dans  laqnelle  xsstm  tt  ysun,  apparu 
tieiU  à  ia  pâleur  V  de  Vexpretêkm  t/(b* — ac)  ()modm  M).  An 
reste  on  peut  faire  voir  facilement  que  si  V  est  nne  râleur  de 
cette  formule  ,  et  que  V*~V  (mod.  A/),  on  pourra  prendre  à  la 
place  de      et  r  d'autres  nombres  ft'  et  /  qui  donnent  V,  li 

•nffit  de  fiûce  /i^ss/t+ ^  /=s,_!!i2^£},etrooanim 

/i'm4-/iis;uii+fiiaBi;  mais  la  valeur  de  la  fermole*  résultante 
de  pi  et  v'  surpassera  celle  qui  résulte  de     et  v  de  la  quantité 

^,')Af  qui  devient  s=:(/ii»+>ffO(^'—^)===^'—^> 
cette  valeur  sera  V, 

i56.  Si  l'on  a  deux  représentations  du  même  nombre  par  la 
même  forme  (a,  c)  ,  et  que  les  valeurs  des  indélerminées  soient 
premières  entre  elles,  elles  peuvent  appartenir  à  ia  même  valeur 
de  l'expression  y'Ç^b'^ac)  (mod.  M),  on  àdesvalenit  difBrentea, 

Soit 

il  et!  elair  qne  si  hm  * 

la  congruenoe  aura  toujouis  Ika  quelques  Takncs  coufeBables  que 
Von  prenne  ponr  ;»  et  r»  /nf  et  i^»  anqoel  cas  nont  dirons  que  la 

représentation 
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représentation  du  nombre  appartient  i  la  même  valeur  de  Tex- 
pression  ûc)  (mod«  M)» 

Mais  si  pour  quelques  valears  6e  fiet  »,  fju'  et  i,  cette  eeii- 
graenee  n*a  pas  lien,  elle  o^anm  lien  pour  aucune,  et  les  repié- 
tentations  appartiendront  à  des  valeurs  d^éreneet.  Et»  si  l*on 
avait 

•      *  • 

0*W*H-«'«)'— «^0«'«+n^*)}» 
nous  dirions  que  les.  représentations  a^yartiennent  k  des  valeurs 
opposé.  Nous  nons  servirons  de  tontes  ces  dénominalioiis 
lorsqu'il  s'agit  de  plnnenis  repiéientatîons  du  même  nombre  pet 
des  formes  différentes,  mais  qni  ont  le  mAme  déterminant. 

Exemple.  Soit  (S,  7«-r-8)  la  fimne  proposée  dont  le  défermi* 
aant  =  73.  Elle  donne  pour  le  nombre  Sj  les  repréientations  sui« 
vantes:  3.i5*+i4.i5^aS— â.aS'j  5.5*4-i4-^  0— 8.9*.  Pour  la 
première  on  peut  prendre  ^^=2,  r= — 1 ,  d'où  résulte  la  valeur 
de  1/73  (  mod.  67  ) ,  à  laquelle  la  représentation  appartient 
=  3(13, 7-f-25.8)+(i3. 5+35.7)= — 4*  De  la  même  manière, 
en  faisant  fjLz=.tx,  ys=: — on  trouve  que  la  seconde  représen- 
tation appartient  k  la  valeur  +4*  I^ao  les  deux  représentationa 
appartiennent  à  des  valeurs  opposées» 

Avant  d'aller  plus  loin  ,  nons  observerons  que  les  fiinnet  dont 
le  déterminant  est  séro  doivent  lire  eidues  des  considérations  sui- 
vantes, paroeqn'elles  nuiraient  à  l'élégance  dès  théorèmes»  et 
qju'elles  etlgont  qu'on  les  traite  en  partiooUer. 

157.  Si  la  ferme  F,  dont  les  indéterminées  sont  x,y,  peut 
être  cbangée  en  une  autre  F*,  dont  les  indéterminées  soient  af, 

y,  en  y  substituant  a:=aa:'-f-/3y,  yz^yaf  S^y' ,  et,  jS,  >  ,  «T 
étant  des  nombres  entiers  ,  nous  dirons  que  la  première  renferme 
la  seconde^  ou  que  la  seconde  est  contenue  dans  la  première. 

Soient      F=ax^+:ibxy+cy%  F'=:^a'a!^'^2b'jcfy-^dy\ 
On  aura  les  trois  équations  suivantes  : 

Ifoltipllant  la  seconde  par  elle-même^  la  premi&re  par  la  trol* 
iièaie»  et  retranchant,  il  vient 
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•d'oà  i)  «»it  quelle  idéleiaintat -de.  la  foita»  «sf.divliîble  par 
celui  de  la  forme  F,  et  que  le  quptiejit  eçt  on  qnarrd-,  ainai  oet 
-déterniioeniserotit  de  .même  s^g^e.  Si,  de  plus,  la  forme  F  pour 
vaitêlrecbangée  en  la  forme  F  par  woe  transformation  semblable, 
•o'estWà-dire,  si  F  <îtait  contenue  sous  F  ei  F  sous  F',  les  dcfcr- 
minans  seraient  égaux  et  (cccf  — /3>.)*  =  i •  Dans  ce  cas,  nous 
les  appellerons  formes  équwalenics.  L'i'galilé  des  déterminans  est 
line  condition  nécessaire  pour  l'équivalence  des  'formes,  mait  il 
s'en  faut  bien  qu'elle  -soit  suffisante. 

L'analyse  précédente  fait  voir  clairement  que  la  môme  choie 
aura  lien  pour  les  formes  dont  le  déterminant e»l=0',jnaî»i'équation 
(a  J^^j3j,)»=i  ne  peut  pas  s'étendre  à  ce  éas-là. 

Nous  nommerons  la  sobttitulian  iransformaiion  -propret  quand 
>  o,  et  transformation  intpropire,  quand  «il*— jB>  <o,  et 
la  forme  F  sera  dite  cfontenàe  ^proprement  ou  improprement  dan» 
la  forme  F' selon  que'Fpourra  être  transformée  en  .F  par  une  trans- 
formation ;9/v;rr0  ou  impropre.  Si  donc  F  et  F  sont  équivnlenf  es ,  la 
transformation  sera  propre  ou  impropre,  suivant  que  aJ — ^^=rdzi. 
Si  plusieurs  transformations  sout  toutes  propres  ou  toutesimproprcs, 
elles  seront  semblables;  mais  une  forme  propre  ét  iiae  formée 
impropre  seront  dissembldbles,' '     '  '     '  "     "       ...  . 

i58.  Si  les  ch-termiruins  de  deux  Jormes .¥  et  F  sont  'égaux  , 
.  et  que  V  soit  contenue  sous  F.,  F  serùàussi  çonlenuêsous  T 
'  et  le  sera  proprement  ou  impropr^menï,  impuni  que  .sera 
contenue  sous  V  proprement  ou  impropremenu  _ 

Supposons  que  F  devienne  V  en  .posant  x  ==  ài"+fe( , 
•   >=^^4-jy.  r  deviendra  X  en  ,po8an1i'  «r=*fa:--/^, 
ya-— Car  on  dé'du&ra  par  lâ  de  F  le  même,  rjisiîl fat 
qu'en  snbistituant  '^lans  'F,  à  la  place  '  de  x  et  de       a(J^x—  S>  ) 
•4.,/3(+*y-,j:a:)  et,>(«rar-.)3>)-h<J^(4-«J->'^)>  reviennent 
à  (:cer  — /3>)x  et  /3>)r.  Or  ce  résultat  serait  évidemment 

(ij  —^j.)^  F^F,  puisque  par  hypothèse  (acT— ,ô>^)»=i.  •  ©r'il 
est  aisé  de  voir  que  la  seconde  transformation  est  propre  .ou  im- 
-;propt«  ;cn  même  temps  ,tjue  la  première.  •  <; 

Si  F  est  contenu  proprement  dans  F,  et  F  proprement  dans  jT , 
nous  dirons  que  çeôfûmie*  «ont /ia^/^re/»^«r^^'^'*Vi/*?«'^^  et  fielka 
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te  coTîMénnent  improprement,  noiis  dîrons  qu'elles  sont  împro- 
Jurement  équiualentes»  On  verra  bientôt  l'utilité  deces  diâtinctions. 

Exjgmplc.  Par  la  substitution  x  —  ^x'-^-f,  yzsz^Zjs! •{-'xy' ,  la 
fi)rme  jJr* — 8^^+3/*  devient  —  i3a.'* —  1 2 j'y — n/*  eX  celle-ci  se 

change  en  la  première,  par  la  subslitmion  .t'=2.r — y,  y'= — ^x-f-jK. 
Donc  les  Formes  (2,  — Hr3^  et  ( — — ^P**'  P^*^ 
preraeut  équivalentes. 

Nom  allons  maintenant  nous  occaper  des  prQblèales>•ui7a^s  : 

\\  Étant  données  denx  formes  qnelconqves  qpi.  ont  lo  n^èinç 
idéterrainanti  chercher  si  elles  sont  équivalentes  o»  noa^- si  elles 
le  sont  proprement  ou  improprement,  ou  des  deux  manières  à-la- 
fois,  ce  qui  est  possible.  Quand  elles  ont  des  déterminant  inégaui^, 
chercher  si  l'une  ne  renferme  pas  l'autre ,  proprement ,  impropre- 
ment, on  der  deux  manières.  Enfin  trpuvei^  toutes  les  transforma- 
iSons  tant  propres  qu'impropreé' de  Tiinfe  dan»  !*ai*re.  ■ 

a^*.  Étant  donnée  une  forme  quelconque ,  trouver  st  i^n  iiorabc^e 
jdonné  peut  être  représenté  paç  elle ,  et  assi^;/ier  toutes  ks  repré- 
sentations. « 

•  ■  '      •  • 

Hais*  comme  les  formes  d<Mit  le  déterminant  rt-égatif  exigent 
•«ne  antre  m^tbqd^  qae  oeHies  donl;  le  déterminant  ê^tn  positif ,  nous 
présenterons  d'abocd  a»  qa'il  j.  a  de-'Mimte  àiihk'tleiivéas>  qàe 
.sons  considérerons  ensuite  sépa^menK  .r  '  —  •  . 

iSg.  Si  la  forme  F  renferme  la  forme  "F' ,  et  çusla  forme  F*. 
renferme  la  forme  F",  F  renfermera  F".  • 

•  Soient  x,  y\  x' ,  y'\  x' ,  y'  les  indéterminées  des  formes  F,  F\ 
F*  respectivement,  que  F  devienne  F'  en  posant  x=:ax'-j-6x'f 
yz=yxf'^(Py,  et  que  i^' devienne  F"  en  posant  :i;'=aV+j6y, 
y  =iy'x'-^J'a^»  n  est  clair  que  P  se  changera  eft  F',  en'  ibisant 

•  ••Comme  (««'H-/8/)(^>+/ir');^(<tiS'+^cf')(*:}'H->':«r)./..' 
'  is^u^^fiyXctr-^'ISry),  qûf  setâ^sitlf  si  les  dent  fiictéurs 

«ont  de  même  signe,  et  négatif  'éua    cas  isotitndre^  la  forme  F 

a 
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renfernwni  doBO  ^  propremeiU,  d  P  wnlimie  S*»  9tFp  fàùht 
même  manière^  tmtproprementùuwm,  etia  CasmFna&natnl', 
improprement,  dans  1«  eat  oontriirs. 

n  mit  de  là  qne  d  Ton  a  tant  de  ibnnet  F,  F,  F*,  F',  etoi 
qB'oa  voudra,  têllet  que  chacune  renferme  la  raifante,  la  pre- 
mière zenfermerm  la  dernière ,  et  la  renfermera  proprement  on 
improprement,  toivant  qne  le  nombie  des  fiHmee  qni  lenferment 
la  wiTante  im|ifeiiieaieiit  sera  pair  on  impair. 

Siitt  firme  F  est  équifaiente  à  in  forme  F',  et  la  forme 
'à  la  forme  F*«  la  forme  F  eera  éjMdtmtente  à  la  forme  T',  et 

le  sera  proprement  ou  improprement,  smuant  que  F  et  F',  P  et  F* 
seront  équii^ohnlee  de  la  mime  manière  ou  d'une  manière 
di^érente. 

En  efiêt  j  puisque  F,  F  sont  équivalentes  anx  formes  F,  P** 
respectivement,  les  premières  renferment  les  dernières ,  et  partant 
F  renferme  F^',  mais  les  dernières  renferment  aussi  les  premières^ 
donc  F  et  F*  sont  équivalentes.  Or,  de  ce  que  nous  avons  vu 
tout-à-rheure,  il  suit  que  jF  renferme  F"  proprement  ou  impro- 
prement» foivant  qne  F  et  F,  F  et  F*  eaat  équivalentes  de 
SBima  eu  da  dififamle  manière ,  et  il  en  eit  de  même  de  F^ 
et  Fyéncpûem  ^ptenleroai,  F  et  j^aont  proprement éqn^ 
▼aleiilei>  et  daaa  If  aeeoad,  .impropimneat* 

Lee  formes  (e,  — b,  c>,  (c,  b,  a),  (c,  — b,  a)  eont  éfulifo- 
tentée  à  la  forme  (a^  h,  e),  eatwir,  lee  deux  prânièree  impro^ 
prement  et  la  dernière  proprement, 

■  En  effet  aa^^abxy  +cy'  se  diange  en  oa/'-^a&i^-l-^V 
en  fiûsant  «BsaZ-i-o.y  et  jrssao^^y,  ce  quidenne  a/-H9>g  i» 
et  partant,  la  transfermation  est  impropre;  eUe  se  ebange  en 
eaf*'f'^j(y'jray^  par  la  transformation  impropre  aszso.x'-^y, 

^ssry-f-o.y,  et  en  ca?"' — a^x'^-f-ay*  par  la  transformatium. 

•  Iiropfe  a:=so,a^^y,  j^ssa^-t-o.jr. 

n  suit  de  U  qu'une  forme  quelconque* équivalente  à  (a,  à,  c) 
est  ptopceroent  équivalente  à  cette  forme  ou  à  la  forme  (a,  — b,  c). 
l^emême,  si  une  certaine  forme  renferme  la  forme  (a,  b,  c),  oàj 
est  conteni^e,  elle  renferme  prennent  l'une  des  deux  formas 
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(a,  b,  c),  (a,  — b,  c),  on  bien  elle  ett  fenfèrm^  proprement 
dans  l*one  des  denx.  Les  formes  {a,  b,  e),  (a>  '•^b,  e)  s'appel- 
leront formes  opposées, 

160.  SI  les  formes  (a>  h,  c),  (0^,  V,  tfj  ont  le  même  déter- 
minant,  .et  qn*oit  ait  csa*  et  b+l^mo  (mod.c  ),  noas  dittms 
qu'elles  9QB.tooutfguis,  et  quand  une  désignation  plus  exacte  sera 
nécessaire  ;  nous  dirons  que  la  première  est  contiguëà  la  seconde 
par  la  première parlie ,  ctqvMlAtceondeeitGOUÛf^c  kl»,  ftenàbm 
par  la  dernière  partie. 

Ainsi  la  forme  (7,  3,  2)  est  contigu'é  à  la  forme  (3,  4,  7)  par 
la  dernière  partie,  la  forme  (3,  i.  S)  est  contiguë  par  Jes  deux 

parties  à  son  opposée  (3,  — 1,  5). 

Les  formes  contiguè's  sont  toujours  proprement  dquwalentef» 
Car -la  fomie  as'H-^<^+<9^  ^  change  en  la  forme  con« 
tignS  «a^a^j^y+^y* «nfoittntn-^  et  ^ssasT^it^ y 

^où,  par  hjpçthèsay        est  un  entier  ^«  comme  on  s'en  assurera 

par  le  développement.  Or  *i}s:i;  dotte]atransfor<; 

mâtioo  est  propre.  Au  reste ,  ces  définitions  et  ces  conclnsions  n'an- 
.  raient- pins  liea  si  css^^asso;  mab  ce  cas  n'anive  que  lorsque 
le  détenninaiit  des  formes  est  nn  qnairé» 

n  sait  de  ]&  que  les  foirmas  {a,  e),  {a',  V,  tf)  sont  pro- 
prement éqnlTalentes,  si  a=za'  et  b=l/  (mod.  a),  car  la  pre- 
mière est  proprement  équiralente  k(o,  —>b,  a)  (n*  précéd.);  or 
celle-ci  est  contiguë  par  la  première  partie  à  la  forme  (a',  <i)m 

161.  Si  ia  forme  (a»  c)  renferme  la  forme  (tt,  W,  c*), 
tout  dit^iseur  commun  des  nombres  a,  b,  c>  le  sera  aussi  des 
nombres  a'>  b',  c',  et  tout  diviseur  commun  tU  a.,  2b«  c,  le  sera 
aussi  de  a',  ab",  c'.  *■ 

L'inspection  des  trois  équations  du  n°  157  suffit  pour  le  dé- 
montrer, en  ayant  soin  de  multiplier  la  seconde  par  a  pour  la 
seconde  partie  de  la  proposition. 

Il  suit  de  \k  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres 
a,       i^b)i  e  doit  diriser  celui  des  nombres  a'»  b',{2b'),<^% 
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i>L  doue  les  formes  sont  é(]uiv(ilei]()ïs,  ces  ôtux  p]us  grands  coin- 
mUm-  divisenrs  sont  éganx ,  paisqu'ils  dirivent-  se  dhriier  mutael- 
lefoent,  et  si  dans  ce  cas  l*an  des  deux  gronpes  n'a  pas  de  ooiiioinn> 
diviseur,  l'ànlre  n'e«  Kum  pas  nota  plus.  *  , 

'  i6d.  pROBLàiitf.  Siià  forme  JiX*+:»SSSX^Cï*...V  rek- 
firme  fa  ' forme  ax^-f-abxjr-HT*. .  .f«  v#  qvfon  eetauds^  uMi 
^uetcon^UB  dts  iransformatiohs ,  déduire  dé  ceiitl4à  ■iimies'ièe' 
û'onifbrmathns  qui  lui  sont  semblables* 

Soit  la  transformation  donnée,  Xsctx-f-^/;  T^yx-^^yy 
stipposods  d'abord  qu'on  en  connaisse  encore  une  autre  semblable, 

A'=a',r+ Y-=iy'x-\-é'y,  et  exïïmînons  ce  qui  doit  en  ré- 
suller.  Nommons  />,  d  les  déterminans  des  formes  jF, y,  faisons 
tté'  —  ô^=:t?,  ot'J'  —  .6y=±^,  on  aura(n*  157)  f/==Z)e'=£)c'%  et 
partant  e=:e',  puiscjue  eete'  sont  de  mémo  signe  par  hjpotbèse. 

Or  on  aura  les  six  équations  suivante»  : 

Aa*  +  ^B*y  -f  C>»  =  a  (  i  )'     AÂ*  +  M  y'  +  Cy"^  =  a  (a) 

A:t&  +  n{cit^$y)^Cyi±Uf..(3)      AtL'5,'Jf-n(^dL'j'+^y')Cy'S'^b.  .  .(4) 
jt^  +  a W+  C^  =  c  (5)     Ag^  -j-  CJ'»  =  c  (6> 

•   •  •  • 

.Si  l'on  multiplie  1a  première-  par  la  seconde,  on  en  déduira 
ou  ti  Ton  fait  ^««'+«(<t>'-f-  oify)  +  CyyTs^tif', ... 

at>')'=^-  •  '(7)'  ' 

Si  l'on  multiplie  la  première  par  la  quatrième,  et  la  seconde 
par  la  troisième,  et  qu'on  ajoute,  on  troowra 

OU  en  représentant  ^(fli^4-*'/3}4-iS(flftf'-i-ct'<r-f-/3>'+/3». . 

^C(>c;'+/'>)  par  aZ»', 

•     2a  b'  —  D  (oLy'—  c*»(*«f'— «'<r-|-/39''—  ^'>)  =  ^aZr  (S). 

Si  l'on  multiplie  la  première  par  la  sixième,  la  seconde  p«t 
la  cinquième,  la  troisième  par  la  quatrième,  et  qu'on  ajoute 
les  deux  premiers  produits  et  le  double  du  troisième,  on  trouve 
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ou  bien  comme  aDee  =^3d=i:ib^-^ic  

4^*— l?(cJ'^«'/-hjfi!>.'-.^»*  =;4*'. . . . .  .(9). 

Si  l'on  multiplie  U  troisième  pair  la  quatrième  ^  IL  vient 

et  comme  D(oa'-^y^')(fiy^oL'S)z=D(%y'^afy){fi^'-^^'<^) 

^D{<tS—^y)  (a'/'--/3'>)=='i7(ay'--«V)(/3<^--W— i'-f-flc,  si 
l'on  fiât  d'ailleurs  jf^j3'H-«(jW+)rif)H-GW^=;rjcr,  on  aura 

ûV— £)  (a>'—  et';)  (iSJ  — iS'cT)  =  «?  (lo)  ; 

en  ajoutant  le  produit  de  la  troisième  par  .la  .sixième  à  celui  de 
la  quatrième  et'  'de  la  cinquième,  on  aura 

'  •  2b'c'  —  D  (xS'—ol'S -\- (iy-'^'y)  (^<^—  ^'J")  =  2bc  

eu  muUijpiiant  la  cin(]nièaie  par  la  sixième^  QA  Uojuvei^a 

c"— ^(^J^— /3'*^)•=^4Î^.  (la).  ■ 

Supposons  maintenant  que  m  soit  le  plus  grand  commun  divi' 
senr  des  nombres  a,  ùb,  c ,  et  que  les  nombres  yî',  B' ,  C  soient 
détermines  de  manière  jqn'oii  atii  ji!a.-\-2B'b  C'c=:m  (n"  40). 
Multiplions  les  équations  (7),  (8),  (9),  (10),, (11),  (12),  respective- 
ment j^BlX  j^^^aA'B',  Bf%  2A'C,  sB'C,  6  %  et  ajoutons  les  prç- 
dnits,  en  faisant  poar  abréger,  ' 

j4'a'  4-  2/J'{/  +  Cc'=T..:.  (i3) 

et  a  <r  4. ^y) + c  ç_$s'— /sv  ) = r-. . .  ( .  4) , 

on  trouve  T* — Dl7'=?n%  T  et  U  étant  manifestement  entiers. 

Kous  sommes  donc  conduits  à  çeUe  conclusion  élégante,,  çuc 
la  solution  de  V équation  indéterminée  K""  —  J)\x*'=:.m*  en  nombres 
entiers  dépend  de  deux  transformations  quelconques  semblables 
de  la  forme  .F  en  la  forme  S,  engrenant  tz=zT,  uz=.U.  Au 
reste,  comme  dans^  nos iraisoDQemens  nous- n'aToBS  pas  supposé 
que  les  trànsibrmatl<ms  ifisseent  JMBteirto^,  -«ne^eenle  transfor- 
mation piiie^]deai*6i8.  )doîfr  domier  mw'  <olKli«n  ;-«uds.<alors 
^'=^,  etc.,  a'ssa,  V^b,  etc. >^ et- parlant -sPasufi  et  &BOa 
solution  qui  «e  {vésentait  d'elleriiiAiDe,         •  •  • 

.•Gonsidérons.|iiaiatenant  ociv»et«ocin«e  :b:4prcunîèie  tcttH&r- 
.aatiim,  et  la  mlntjpn  de  i'^^afiqiiilndét€nBi4fcf.efc^tichMM 
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comment  on  peut  en  déduire  l'autre  fransformation^  ou  comment 

a',  /S',  y\  ^  dépendent  de  *,  /3,      «T,  Tet  17. 

Pour  y  parvenir,  multiplions  d'abord  l'équation  (i)  par  tt'eT — ^y' , 
réqnation  (2)  par  «cf— i0>,  l'équation  (3)  par  ot>'~a>,  et  Téqua- 
tion  (4)  par  (Ly^tty'y  et  ajoatoM  les  prodiiUs,  îL  en  résultera 

(e.4-^')a'=(xJ'+a'/— ^>)a  .(i5). 

De  même  si  nous  multiplions  (i) —(2)  par  /S'/— /S*/^,  (5)-|-(4) 
par  (cicr'4-«V-i33,'-/3»  et  (5) —(6;  par  (a/— «» ,  nous 
aurons  en  ajoutant, 

a(ff+iï')y=3(flur'4-*'J'— /S?—  06). 

Enfin  si  nous  multiplions  (3)— (4)  par  //S'—ZScT,  (5)  par  cuf — ^ 
•t  (6)^p*f  on  aura  en  ajoutant  les  produits, 

(tf -I-  tf')  c'=(flur+  a'<r—  ^y'—^'y)  c  (17). 

SnbUitaaht  cés  Valeàct  de  a>  if,  d  dans  l*é(|aaaoii  (tS)»  il 
'  Tient 

(e+«')rr=  (auT-f                r>)  i^a  +  a^6+  Ce). . . 
ou   flcT=(*;^+«'<r— )8>'— )8'>)m  (18); 

d'où  l'on  pent  tirer  là  valenr  de  Tplns  focilement  que  de  l'équa- 
tion (i5). 

Combiiiant  cette  éqvatioii  «toc  les  équations  (i5)f  C*^)'  (*7)/ 
CD  en  tira 

CetTalenrs  tabsUtajet  dans  les  équations  (7),  etc.  (la)»  en  7. 
Boettant  d'wllean  m^'^DU*  pour  T%  elles  deviennent 

(aJ^— st'«rH-l9>'-j8'>yi»'==4^î7'' 

DeU,  àVaidedcl'dqntlion  (i4)  et  de  celle-ci  ^ a+afi' b+Cc=m; 
on  déduit  facilement ,  en  multipliant  la  i"',  la  a*  et  la  4' j  la  a%  la  V 
«t  k  S^i  la  4'»  lA  6*  e*  la  6'  pat  -4',  ^,  C.  i eipecaTement ,  et 
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en  ajoîàfkàt  les  produits 

^Qfttlpns  qvà,  divisées  par  mD  deviennent 

aUss  m(4B)/^A'y)  (ig) 

.  .  a*I7"5=w(«*r'-.*'J^4-j9>'— /8»  (20) 

ctr^m(j^'^^^)  :  (ai) 

dont  une  quelconque  peut  donner  la  valeur  de  ZTplntfiudlemeiit 

que  l'équation  (i4)-  Il  suit  aussi  de  là  que  de  quelque  manière  qa*oa 
détermine  y4f,  B",  C,  et  ces  quantités  peuvent  être  déterminées  par 
plusieurs  méthodes  différentes  »  on  aura  toujours  les  mêmes  valeurs» 

pour  T  et  pour  U 

Or  en  combinant  l'équation  (18)  avec  l'équation  (30),  on  en 
tire  par  soustraction  et  par  addition  les  deux  suivantes 

eT--  bU=  m{a:^  —  jS^O  (aa) 

eT+  bUz=  m\<a'  —  ^'y)  (aS), 

et  à  l'aide  des  quatre  équations  (19),  (31),  (aa),  (35),  qui  ne  sont 
que  dupremier  degré  1  on  obtiendra  sans  peine  les  valeurs  de 
9!,  ^',y',  é' f      mojen  des  équations  suivantes  qui  en  dérivent, 

witf  a = (te  T-\-      —  ba)  U,       meiS>'=    T-f-  {b^ — col) 
mey'=yeT'\-laS''-by)U,  meS'z=^eT'\-\b^—cy)Uf 

oxL,  en  j  substituant  les  valeurs  de  a,  ç$  tirées  des  équi^ 
tiens  (0,  (3),  (5), 

my'=y  T-\-  {A<x.-\-By)  U,  mr^J'TM.-^M'B^) 

n  suit  de  l'anal jse  précédente,  qu'il  n'/  a  pas  de  transforma* 
tion  de  F  en  /,  semblable  à  la  proposée»  qui  ne  soit  contenue 
dans  les  formules 

"  >  (/). 


d*)  Cette  division  ne  serait  pas  poesible  si  l'on  avait  1/  =  o  ;  mais  «km  is* 
.é9patjû>w(i5),  (flo).,  (ai)  lultrannt  iipmédUiteaMat  do  h  pvcmièi*,  d«  la 
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t  et  u  désignant  Indéfiniment  tons  kt  nombres  qui  intisfont  4 
l'équation  ^— *i>ift*sBin%  Nous  ne  pouvons  pas  encore  condm 
qiie  toutes  les  Tâleurs  de  #  et  de*ii  qui  satisfont  à  cette  équa- 
tion donnent  des  transformations  convenables,  lorsqu*!»  les  Inbsfip 
tue  dans  lés  |b»mles.(J)»  Mais 

1%  On  g'assurârà'  par  'le  développemoit  »  que  fa'  si2sb(f(ution  de 
valeurs  quekonqnèë  dé'  'f  ftC  'dé  »  cbange  ^  en  /,  an  ino/en  des 
éqnaticms  (i)>  Q^,  (5)  et  ^**Pii';sln\  Nous  omtftens,  09 
ôdottl  plus  long  que  difficile. 

a*.  Toute  transfermation  déduite  des  formulet  sera' semblable 
I  la  proposée;  ciur 

5*.  SiJes  fivmeâ  F  et  /  ont  des  déienninant  inégaux,  il  peut 
se  fidre  que  lea  fimnnlei  (/}  reofimiiant  des  firacUons^  par  la 
substitution  de  certaines  valeurs  de  <  et  de  ii,  et  que  partant  il 
faille  les  rejeter  :  mais  toutes  les  autres  seront  des  transformations 
convenables,  et  seront  les  seules.  • 

4^  Si  les  fermes  F  et  /*  ont  de^  déterminans  égaux ,  et  que 
paiconséquent  elles  soient  équivalentes,  les  formules  (^)  ne  pottl^ 
ront  jamais  donner  de  transformations  qui  renferment  des  frac- 
tions, et  parconséquent  elles  donnent  la  solution  complète  du 

problème. 

En  effet,  par  le  théorème  du  précédent,  on  sait  que  dans  ce 
cas  m  sera  aussi  diviseur  commun  de  yi ,  aJB,  or  puisque 
t*—.Du*=m\  on  a  V'—B*u*=m*—'ACu';  donc  t^^B'u*  itm 
divisible  par  m%  et  partant,  4/»— 45'i<',  ou,  puisque  a-fi  estdi- 
visible  par  m ,  4/*  sera  divisible  par  m*  ou  a*  par  m,  Done 

^{t-^Bu)  et  ^(/—^tt)  seront  entiers,  et  partant,  comme  la  dif- 

fiSience  ^  de  ces  deux  quantités  est  paire,  elles  seront  on  teutet 
deux  impaires,  ou  toutes  deux  paires;  si  elles  étaient  impaiief» 
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leur  prodiiit.|^(i*-*^*K')  le  aérait  anasl*,  mais  puisque  t^^B^i^^ 

est  divisible  par  m^,  ee  produit  est  sécessairement  pair;  dono 
cette  suppciitioa  ne  peut  subsister»  et  les  deux  quantités  sont 

paires»  doue  leurs  moitiés  ^(f-f-Ai),  sont  des  en« 

tiers»  et  parconséquent  ^  et       Il  suit  de  là»  sans  di£5culté» 

que  les  quatre  eoefficiens  des  fiormnles  (/)  sont  tonjoun  entièn. 

Condnons  de  ee  qui  prée&de»  que  û.  l'on  connett  toutes  lea 
•olntiotts  de  Téquation  ^^Dt^asm*»  on  en  déduira  toutes  let 
transfiimiations  de  la  fimne  C)vk(a,b,c),  semblables 

&  une  transforiaation  proposée.  Nous  donnerons  plus  loin  le  mojea 
de  trouver  les  solutions  de  cette  équation  observons  seulement 
ici  que  leur  nombre  est  fini  quand  D  est  négatif,  ou  positif  et  en 
même  temps  un  quarré;  mais  qu'il  est  in&ni^  si  D  est  positif  et 
non  un  quarré.  Quand  ce  cas  a  lieu,  et  qu'on  n'a  pas  D=id 
{Voyez  3°.),  il  fiiudrait  eneoie  dindier  «onment  on  peut  »  à 
priori  p  distinguer  les  valeurs  de  /  et  de  si  qui  donnent  des  transfei!* 
■Mutions  entières»  et  celles  qui  n'en  donnent  pas.  Mais  nçus  don* 
aérons  plus  bas,  pour  ce  cas-là,  une  autre  niét|iode  qql  n'aura  pfti 
le  même  ioeonvénient  (n*  a  14)* 

Sxm^le,  Lm  fimne  a;*-f-^     change  par  la  transformation 

propre  x=s22^-^yy,  yssà^-^S/,  en  (6,  a4,  99).  On  demande 
tontes  les  transformations  propres  de  (i ,  o,  a)  en  (6,  a4>  99).  Ici 
D=z — a,  m =5;  ainsi  l'équation  à  résoudre  est /'H- 2a'=9.  On 
peut  y  satisfaire  de  six  manières  :  t  =  Z. .  .u=o,  f= — 5...u=:o, 
r=i...u=3,  i=z\...uz= — a,  t=  —  i...u=z2,  t=. — i...w= — a. 
La  3'  et  la  6'  donnent  des  résultats  fractionnaires  et  sont  parconsé« 
ipeat  k  rejeter  des  autres.  Résultent  les  quatre  substitutions: 

<  ,  «  •  •  ■ 

^çnt  la  première  est  la  solution  prpposéfs»  -  . 

i63.  Nous  «tââs  'dit  ^  haut»  toi  painant»  qufU  pouTait  airivér 

a 
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qu'une  fbnii0  F  «n  lenfennât  une  «ntie  F 9  tant  proprement  qaUm^ 
proprement*  On  roit  que  cela  aura  lien,  ti  l'on  pent  interposer 
nne  autre  formel ,  telle  qne  F  renferme  G ,  et  qoe  G  renferme  F', 
et  qne  la  fisnne-G  soit  de  nature  à  êircTproprement  équivalente  à 
elle-même.  Car  si  l'on  suppose  que  F  renferme  G  proprement  ou 
improprement,  comme  G  se  renferme  lui-même  improprement, 
F  renfermera  G  improprement  on  proprement,  selon  la  supposi- 
tion primitive,  et  partant  le  renfermera  da^s  les  deta  ca|,  pro- 
prement ou  improprement  (n"  iSq).  Cfii  ^ronrera  dé  nrame  què 
de  quelque  maflière  ^ne^'G^tetafiNÉfie  F»'^ 
mer  F*  des-denx^a6l&fei.  Or  on  reeamiait  qu'il  existe  des  formel 
improprement  éqtûralekites  à  elles-mêmes  par  un  ca»  très-évident, 
celui  de  la  forme  (.i,  o,  c),  qui  se  change  en  («,  o\  c)  en  fai- 
sant x^af+o.y  et  y=o.x'—y'.  Plus  généralement,  toute 
forme  (a,  b,  c)  jouit  de  cette  propriété  lorsque  Oib  est  divisible 
par  a-,  en  effet  la  forme  (c,  a)  est  contiguë  à  (a,  b,c)  par 
la  première  partie  (n'  160),  et  partant  lui  est  proprement  ^ul- 
valente,  mais(c,  b,  a)  (n"  iSg)  équivant improprement f^(â«^e^ 
'àonc  (a,  b,  c)  équivaut  Improprement  à  ellMême.  Nous  nom- 
merons formes  les  formes  {a,  b,  c)  dans  lesquelles 
Mt  divisible  pair  a.  Nons  a^ons  donc  le  théorème  siâTant  t 

La  forme  F  renfermera  la  forme  F'  proprement  et  impropre» 
menâ,  si  on  peut  trouver  une  forme  ambiguë  que  ^renferme 
et  qui  renfbrfne  V.  ,  ! 

La  réciproque  est  également  vraie,  et  c'est  l'objet  du  numéç^ 
suivant. 

164.  THioRÈME.  Si  la  forme  Ax'-faBxj-f  Cj'.'.  .(F)  ,  ren- 
ferme tant  proprement  qu'improprement  la  forme  A'x'^-^sBxy 
-l-Cy..  .(F),  on  pourra  trouver  une  forme  tmbigoe  que  F. 
renfermera  et  qui  renfermera  F'.        -  "  ' 

Supposons  que  F  devienne  F'  par  la  substitution  xssasf'^'^y, 
^=>«'-f-jy,  et  par  la  substitution  dissemblable  a:=a'x'-f-Ây , 
^ssyaZ-t-cTy.   Soit  a*r— i8>=e,   aV— |èy  =  <?',  on  aura 
^i7=e*(5*— ^C)=^*(5'— yfC>'vdonc  d'=:e",.et  càmnH 
c  et  f' âonUe^wgye  9piitf^«=5~^^  of^  ^  est,^ 
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qu'on  arriverai  à  la  même  forme  en  substituaut.  ^^n»  F',  ppur  x'^ 
é  'x —  /i>  " ,  pour  y ,  —  y'x  +  a!/ ,  qu'en  sàfaidtiraD't  daris  F  '  * 

Ainsi  en  fîOianV  *  ^  ^   •  •   •      ;  '  '  •  '  *    '    •  ' 

U  forme  F  se  changera  en  une  m6me  'fbrmé  'par  -les'<«ubslîtnâAnr 
xvsBa^'\-'hy^iyssesf*^â/>  et  xs^^,y^^y,  oe^qai  donne 
les  tràU>4qiuâtoitf  soivantcs-:-  ^. 

mais  desTalenrs  de.a>  hf  c,.d,  on  tii|è 

Si  l'on  multiplie  l'équation  (i)  par  d,  4*équation  (j)  par  c  i 
etquWretranclie»  on  -trauTe  Çda'+-J3c)(ad-^c):==(^^d—Bc)e'\ 
et  partant  .^(tf-f  4/)  sso.  .1  ' 

En  multipliant  l'équation  (3)  par  a-^.d,  et  en  lëffranêbant  le 
produit  de  l'iSquafion'  (i)'  |)Ur'  d  et  de~l*À]uaèic»n      par  c,  on 
trouve  (M'^B(a+dy^Cc)  (ad'-'bc):={'^b^(a^^^ 
d*où  B(a_  l  4F)'ii'i»»  [  ' — .  -'j — •-;^».r— '.c 

Enfin  en  retranchant  du  prot^nît  de  l'cquafion  (S)  par  c  celui 
del'équation  (a)par  ^,  on  trouve  {Bb^Cd){ad-^bc^-^Bb+Cay\ 
d'où  C(a-J-rf)=o.  Or  comme  A,  B,  Ç  ne  peuvent  dans  aucUB 
ca»_  être,  nuls  en  même  temp^.  il  s'ensuit  que 

-  Si  J'on  multiplie  rt^qna^îni^  (^)par  7j  '^^  qu'on  en„  rctranclie 
l'équation  (1)  multipUéo  par. 6,  il  vient  {Ba-^ÇcUad^bc) 

=(£^-^^)^v  dvù  ■  \:  ...  ,  •  . 

léb^nBa^Ce^ô  (6). 

"\  Des:  équation»  :  c-lye^p^o-,  a-f'r/=o,  ou  a/— (3>-Ht'J'— jS'j.'ssio 


ou  (à+«')  î  =  (^+/^y-  C<^+'^)-  î^«pr<53en(on8  par  2 

ce  rapport,  réduit  à  sa  plus  simple  expression,  de  manière  que 
m  et  n  soient  premiers  entre  eux  £*) ,  et  soient  pris  w-,  v  desorfe 
qu'on  ait  fim-^vn=:  i.  Soit  d'^Iteura  r  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  a,  ^,  c,  son  c[aan<  divisera  Aff^-^as^i^f^^^—^ 
donc  r  divisera  e.  Gela  pissé,  d'ia  formé  F,  par  la  transforma* 

lion  x=:OT/-f-yM,  y=nt — tlu,  se  change  en  Ml^-\-aNtu 

•^Pu*. .  .(G),  cette  forme  G  sera  ambiguë  et  renfermera  F*, 

Démonstration.  T.  Pour  faire  voir  que  la  forme  G  est  ambi- 
guë, noua  démontrerons  que  Mip/i,* — aa;w— ci'')=saiVrj  car  alors 

r  divisant  4ii»  -^»     ^^'«^Odyw-^cy*)  saca  cntiiTY  et.  partant 

aZVmi  mvïtîplè'dè'ilf.' 

'  '  d'aiUeoti  il  est  focile  de  râanirer  que  l'on  a 

èteomme  ■m(>-f->')=«(«+«')*  m(<r-H^)=«'(/3=#')*  ea  ré* 
faite  (2f  •4-2a)/x+a/iiso«  on 

jn«-|-iiiâ-f-isiaso.  Vf- C?)*  , 

De  même 

atf— aa  =  <?-e'-a+^=(ot-f-a')(^—*^')--(H->')(«^-^«^  » 
ac=f:(>->')  (er4-«^)~(>'+>')  (^-J^). 

d'où       n(2C— 3a)4-a/nc=o. . .    ou   «e— 7îa-f-CTC=o  (8). 

Maintenant  si  l'on  ajoute  à  m*(bfji.*—2afiv — c**)  la  fonction 
(i _ mu  —  m)  {mv{e—a) -\-{mfx.-{-\)b}  +  {mc+ma  +  nh)  {mixv -f- ^) 
J^nù^^-nor^^me)!»»*,  «ïui  se  réduit  à  zéro,  puisc^ne  i— TTj^t— n»=o, 

(*)-Siron  avait  à-la-foia  *+i^=o,  =o.  $  +  ^'=o,  .r  +  J'  =  o, 

!•  mpon  ~  aenât  tndétmpini,  tt  partiat  la  métliode  inapplicable.  Mais  une 

•         it   •-.*  .• 

Ug^  attentioii  tsSSx.  pour  voir  qu'on  aurait  alor*  e=c',  et  comme  d'ailleur» 
on  a  e  =  — e',  il  9'en»uî\-hdt  et:ie'  =  o;  donc  alërs  le  déterminant  de  la  formel 
serait  nul,  et  nou*  exoluooi  ici  les  forae»  de  détanainanti^t^.    •  -  i       :  ; 
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jff^nki'^nh:ss(0,  ne-^na^mc:=iQ,  et  qu'on  efifoctiio  Us  prp-r 
aoUi  en  effaqaot  ^  .Uxpei  qni,«ç,  détriiiseot^  f4  Ufmm 
JWW^H-^i  donc  1  '    .-  • 

D« même,  si  l'on  1900!»  ii  lft  ^ti«i 

00  trouve 

mn(bfjL* —-ia^A^— c»')  =  {m  -^m}x)t  — tz  (10). 

£ofip  tt  l'on  ajouta  à  — aa^tr— o»)  la  fonction 

^   •..  ' 

on  tronre 

n^i0^*-^94^^ftp— ^)  5=— -aw/Mtf — «   (1 1). 

Donc  si  l'on  multiplie  l'équation  (9)  par  A,  (10)  par  et  (ti) 
par      il  vîént 

cm  &  cause  de  l'équation  (6)^  ' 

'         '  •  •  • 

d&nontreront  ,  *  •..  .  , 

s%  QM  é^  deHeiif  JT- «Q  poaaiilt  < ' 

*=0«+^K+0«H-i;^)y . .  .i»=S5  J  (n/î-mOy  (5). 

a*.  Que  ^(/i* — ^^OT>')  et  ^(/?/3 — wjcT)  sont  entiers. 

1*.  Puisque  F  devient  G  en  posant  xsstml  «f-^  u,yssfit^^u, 

la  fofme  G  se  changera  par  la  transformation  {S)  en  la  ixidnie 
ferme  que  celle  en  laqineHe  jP  ée  changerait  en  poéent 

je=:m  (/*a4-y>).c'-j-77î(pt/2+5./)/4-  y(/2a— y^n^mi)/ 
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RÉCHERCHES  A 

Blaii  par  cèfte  'sobstitntioiiV  ^  sd  'oBkoge  en  'Fy  doBd  ^dr  liP 
aMiftitBlioii  (S)  la  forme     té  changi  ta  F**  '* 

3*.  On  déduit  fteUement  des  valeurs  de  e,  b,  d  réquatioii' 
ti^e^yb  ■  yitJ.^,  on  *  comàieî  <fs=  <z aV|  agi  \  ybaasi,  éliîniaant 
b  an  mo|r««  de  lîéquation  (7) ,  il  vital  '  . 

or  on  a  «Ji^s— «in(0+«>,  ^mftsB— i»(*'tf-f-«a))  donc 

enfin  on  trouvera  y'e'--ya'\-ac^o^  éUminant  a  au  mojen  de 
ré()uation  (8) ,  il  vient 

(/lût  — 77ï)')c=r:(>/  —   (l4). 

On  trouve  de  même  ^'e-^J'b — j3</=o,  ou  ^'e-i-J^b^^sso^ 
élimiaant  b  au  mojèn  de  Téquation  (j),  il  vient 

•   •  (/z/3— OT<r)a  =  (mcr— .n/3>...........(i5): 

or  on  a  /Sa^b— i8m(H-^)»  J'mb=s^m(^e-i-^)idonc 

{nfi'^n»J)b^(fi^'^fime  V..(i6): 

•     •  • 

enfin  on  trouve  /V-t- J^a-f-j8osOj  ét  en  iUndjiant  a  an  mojen 
de  l'éfUtion  (8)/on'k  ^ 

*  *  * 

Le  plus  grand  commaa  diviseur  des  nombres  a,  b,  c  étant 
ii  l'on  détermine  j^pB*,  C'deiàanièreqa'ôÂalt:<#tf^-£'é4iiC'«sr» 
on  trouvera  au  moyen  des  équations  (la) .  •  *  •  •(17)  >  ' 

et  partant^  ^-ji/ut^my)  eX  j(»i3-r/»J^)  sont  entiers.       •  .f 

i65.  Exemple,  La  forme  Saf+tiiÇf'^-^*    change  en  la  forme 
_-iia^^i8j:y-f,59j/*,  proprement  en    faisant  «  =  4J^'+«y> 
y- — ^  '  t'  —  3)',    improprement  en'  faisant  a:==— 74^'+ 89^» 
^s=  iSjs'-r-xô^;.  On  a  dônc  ct-{-«'=^7p,  /34-/3'=ioo,  ),-|-^?bsi4» 

j^4./'aa:-:aoj  'tt^^^:^^ss^^  faisons  dqi^JH»=5ji»—«. 

Comme 


Digitized  by  Google 


ARITHMËTÏQUÉS;  iSj. 
CflUBie  doit  avoir  5/»-- fssi,  on  làtisfera  évidemmé&t  â 
cette  équation  en  faisant  ftsso  el  »=:  —  i;  d'ailleurs  on  trouve 
«=3,  a= — 357,  ^=—1170,  c=48j  leur  plus  grand  commun 
diviseur  rs=5  :  ce  qui  donne  pour  la  transformation  qui  change. 
F  en  G,  xs=:5t — u  et  yssi^t»  La  forme  ambiguë  G  est  elle** 
même     —  lôtu-i-Su*, 

Si  les  formes  F  et  JT  sont  équivalentes,  la  forme  G  sera  aussi 
renfermée  dans  JF'  puisqu'elle  l'est  dans  jFj  mais  comme  elle  ren- 
ferme cètte  même  forme  >  elle  lui  sera  équivalente  >  et  partant 
à  la  ferme  F-,  ainsi  dans  ce  cas  le  thiéorëme  s'énoncera  rànsi: 

*  Si  ¥  et  F*  sont  équii^alentes  tant  proprement  qu'impropre"^ 
ment,  on  poimu'tramfer  une  forme  ambiguë  équivalente  àchth 
eune  ttelieg.  Au  reste  >  dans  ce  cas  esz^t ,  et  partant  r  qui 
divise  e  doit  êtra  aussi  su' 

.  Ce  que  nous  avons  dit  suffit  pour  la  transformation  desfoitnes 
en  général  j  passons  à  la  représentation  des  nombres.     •  •  >    '  ' 

i66.  Si  la  forme  F  renferme  la  fonhe  F',  tout  nombre  ^ui 
pourra  être  représenté  par  F'  pourra  l'être  aussi  par  F. 

Soient  x,  y\  x\  f  les  indéterminées  des  formes  F  et  F' res- 
pectivement, et  supposons  que  le  nombre  ilf  puisse  être  représenté 
par  F'  en  faisant  et  j'==^a^  et  que  la  forme  F  se  change 

en.  F'  par  la  transformation  j:=3aa'-+-/^,  ^=:>x'-4-J'y>  il  est 
évident  ipt  FêerUné^M'en  fidsantdc^sian+iS/z,  }=^>n-Hrir* 

Si  M  peut  être  représenté  de  plusieurs  manières  par  F\  savoir, 
en  faisant  encore  x—m',  y=.n',  il  pourra  l'être  aussi  de  plusieurs 
manières  pari^":  en  effet,  si  l'on  avait  à-la-fois<t7n4-/3/2=flim'H-/3«' 
«t>.OT-f-jiii=>m'+ern',  il  s'ensuivrait /nCaJ^—jS^)  =ia'(**^— 
•t  ïi(«jr— )3j,)=«'(flKr~*/3>.),  ce  qui  exige  que  «/— /8j.*a:o,  et 
partant,  que  le  déterminant  de  la  forme- i?*  soit  so,-  contnl 
l'iijpotlièse  «  ou  que  mzs:mf  et  ns=n' ,  il  suit  de  là  qu*il  j  a'atf 
aoins  autant  de  manierai  de  représenter  Mi^  F  que  pkr^. 

Si  donc  F  et  F',  sont  équivalentes^,  tont  noinbrà  qbi'  pourra 
Itie  représenté  par  l'une  pourra  réàre  jpar'  l'autie  et  d'autant  de 
nanièras.'  " 

S 
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Q^rvona  en  fia  que  dans  ce  cas  le  plu«  grand  diviifaf 
mun  des  opmbres  m  et  n  est  égal  au  plus  grand  diviseur  cotg^ 
iflun  des  norobres  (tm-^^nf  ym-^S'n,  Soit  en  effet     ce  diviseur, 
prenpn^  les  qombres     et  r  teU  qu'on  ait  /Lt/;}-f->7zs=A,  on  aur<ib 

Donc  le  plus  grand  divitenr  comanm  desi  not^brai;  am^^fin  ^, 

ment  <»otH-/3«,  >7n +<£a^  d.Qii«  ce  fluffrW  çoQWiim'  dlvUsnc 
ejt  ég^al  à  A.  1}  suit  de  là  ti  m  et  n  iont  pfentîqii  nrfxe  eofn 
«fn+jd/z  et  ^mri-dP»  le  sqiconi  ^oni.  '       .  ' 

167.  THÉORÈME.  Si  Iqs  formes  ax*-{-^bi]f-)^^*.«,.(|^j 

aV'-habVy-f-c'y*. . .  .(F')  sont  équwalentes ^  (jus  ' leur 
minant  soit  D ,  ç-u^       dernière  se  change  en  la  première  en 
faisant  x'  =  ax4-/3y  ,  y'  =  yX'^J'y ,  que  d'ailleur&  le  nombre  M 
soit  représenté  par  la  forme  F  en  faisant  x  =  m,  y=znf  et  par^ 

4eu»  r^réseruation^  off^artiej^dront .  à  ta  jp^e  ifoifur-  tie  Ce»' 
pf^ffisiony.yfD  (mod,Jil)\  ou  à  des.  valturs  iippasJèëf,  suuf4ati 
que  la  transformation  deT  enV  tera  propre  ou  impropre. 

"  Soient  'dAéimîn^s  Ito  nombres  ftt  9  de  manière'  ^*bn.  ail 

JT-  ^ot  ln^aJt«m(8.de.  l'eJtprcMipn  (paoâ.  M)  ativiae^et 
^m^ttrUponffnti  K  p;Ç9.i«^.  <;ti  I5.  Kopnde  ceprésj&iijt^^i^  Qqj^ 

ppu'r,c_. .  .a'jS»  -f.  2lf'.^J-^'<^^ ,  on  trouve toutes  nédnctÂonsfait^s^, 
f'=;^'(^t«r— et  partant  V^V  ou  ^:sKr-iir«,S||iWt»q|N| 
i^-x-^y  sera  =^-f-»  oii,=— 1.  Dope,  etc. 

$i  donc  on  a  plusieurs  représentations  d'ufti  noxubre.  il/par  lA 
forme  (a,  b,c)  au  moyen  des  valeuirâ  de  y  premières  entre 
elles  et  q^i  appi^rtiepneht  à  cjes  valeurs  dilféreute^  d^  l'eipfieS)» 


(*)    tt  /  sont  dM  aondirM  «niiws  pnisfoe     ilr  sd:  s 


•loB       (mod.  M)  )  l6s  c^pr^sratatlùiis.  fiar  la.  ta» 
«ppartieadront  aux  méme^  rf^nn^  et  s'il  n'y  a  ancnpe  npréi* 
centatioii  do  nombre  Mm  une  certaine  fi»niie|  qiii  ap^tl^nB 
&  une  certaine  valeur  aounéâ,  il  n'j  m  aura  aucune  nonplna 
qui  appartienne  à  c^tte  valeur  pour  une  forme  équivalente» 

168.  Théorème.  5*/  le  nombre  M  peut  être  représenté  pair  tm 

forme  ax*+2bxy-f-cj*  en  donnant  à  x  et  y  des  valeurs  m  etn. 
premières  entre  elles,  et  que  N  soit  la  valeur  de  l' expression 
|/D  {mod.  M)  à  laquelle  cette  représentation  appartienne ,  les 

fimeê  (a>,b,  c^et  (Jé,,  N  j  ^^j^yei^ntprvpraatmé^uiêHUenieêi 

n  tnit  n*  ï55  qa*on  pent  trouver  doi  nombres  entien  ^ 
et  9  qvi  aalii&nent  «ni  équations 

Gela,  itttf  ht  Sanm.  (a,  h,  o)  se  ekan^«  «n  aMtfen  de  It  sabstt^ 
fntian  mssamaf'-^ijff,  yiaabnaà  ^^it,/,.  en  iwa  finne  dont  le  dé- 
tetntbaot  3Bil(iii^-^jif}'sBi> ,  c*est-|k-dÂre  en  une  forme  dqnl* 
▼alente.  Si  on  suppose  cette  forme  ^^A^  Bg  C),  w  mnià 

A=uim*-\':ihmn  4-c/i* = M,  B=: — mpa  -f  -  (mp. — m)b~\-npc^  iVj 
dono  la  feime       S,  C>  revient  i  (Af^  ^^^). 
An  ieste«  dès  éqnatibiit 

w  déduit. . 2-±^±:^'. . .;.«îî^ 

quA  lirM  ainifc  des»  némfemnt  ettlleitf 

U  fimt  observer  que  cette  proposifion  n'a'païf  Ben  quand  Étàssài 
daa%.  «se,  19$  q»  doifr  a«oii»  ^C*  d.'oà  il  suit  que 

169.  Si  l'on  a  plusieurs  représentations  du  nombre  3î  par  la 
forme  (a,  b,  c)  qui  appartiennent  à  la  même  valeur  iV  de  l'ex- 
pieision  y^D  (axod.M),  en  supposant  toujours  les  valeurs  de  x,jr 
pgemièwaeBlgrdigi^mttdéAiiraplasIenittrwfe^^  propres 
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4d6  U  fàtm  (a,è,e)...(F)  en  (iT»  V,  ^ï^.;;(fiy5«âT»rç 

ii  use  de  ces  répréientatioM  prorleat  des  vàlean  xs=n^,  ^sa^ 
F  te  changerA  «n  G  par  la  sobttltntioa 

x^nfX'f»  jg  f.,y=nx-i — - — jg-L — ^  * 

Bédproqoemeot,  une  transformatloa  propre  de  F  en  G  étant 

donnée,  on  en  déduira  une  représentation  de  M  par  la  ferme 
qui  appartiendra  à  la  valeur  N,  Si  F  se  change  en  G  en  posant 
icz=mx' — »y  et  y  =:  mx'  -j- ,  on  représentera^/  par  la  forme 
JF  ea  posant  a:=.m,  yz=n,  et  comme  m/u,-f-/i)  =  i ,  la  valeur  de 
l'eipresaion  (mod.  M)  à  laquelle  appartient  la  représentation 
«era  ià{bm'^en) — v{am-^bn):sAN»  «En  outre'  de  plusieurs  trans- 
ibnoatifMis  propres  difiiSrentes,  on  déduirait  autant  de  r^présen* 
lacions  diverses  appartenantes  à  la  valeur  N  ;  car  si  l'on  sup> 
insalt  qne  la  même  représentation  pût  dériver  de  deux  transfor- 
mations  propres  différentes  ,  ces  deux  transformations  étant 
x—mx—y/  et  y^nx' •^it.y'i  xz=.nuD — »  y^nad  -^fily^'^  dot 
deux  équations  .' 

m/*  +  m  —  mu'-f-  m'  /it(ffl5<t*n^) — *{jna  4-  ni)  =  y!{mb-^nc) — / {ma-^nV)  , 

on  déduit  sans  peine  qu'il  faudrait  qu'on  eût  Af=o,  ou  bien 
}iT=tjL,  »'=/j  or  la  première  condition  est  déjà  exclue,  et  nous 
avons  supposé  m'  et  n'  dilTérens  de  m  et  n.  Il  résulte  de  là  que 
si  on  avait  toutes  les  transformations  propres.de  JP  en^G,  elles 
donnwaient  toutes  les  représentations  de  M  par  J^^^qni  ag^aar- 
tiennent  k  ta'  valeur  M^La  rechércbe-  des  répréSëniations  d'oa 
nombre  donné  par  une  forme  donnée»  dàns-  lesquelles  les  valeurs 
des  indéterminées  sont  premièreV  entre  elles,  se  réduit  donc  & 
trouver  toutes  Ie<;  transformations  propres  de  cette  forme  en  Une 
^utie  forme  équivalente  donnée.  •  i  :•     i  ^ 

En  àppHq^Âmt  iiA  ceigne  nous  avons  dit  n*  i6â,  oh  conclut 
facilement  que  si  une  représentation  du  nombre  M  par  la  forme  P 

appartenante  à  la  valeur  A"",  est  donnée  par  les  valeurs  x  =  ii, 
y^yt  la  formule  générale  qui  comprend  toutes  les  représentationa 
du  même  nombre  par  la  forme  F ,  sera 
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m  ëltBt  le  plut  g^and  èoimitan  dMieor  des  nombfiet  a ,  ab,  c, 
#t  t,  u  toitt  lee  nombrat  entien  qoi  latjflbiit  indéfinimenl  à 
l'équation    .  •  • 

t 

170.  Si  la  forme  (a,  b,c)  est  éqnivaloite  à  me  certaine  fiiraie 
«mbigaë^eUetera  équivalente,  tantpcnpvenentqn'ivipiopieniiBlj 

à  la  Ibnne  ^  M,  N,  ^  ^  cnooce  èlle  fera  propiement 

(N*  — •  D  \ 
^»  N,  — -g —  j  ,  qu'à  la  ùumt 

M,  — 2\r,  — ( x59     on  anra  donc  lei  repiétentatîont 

dn  nooilm  4f  par  appartenantes  soit  à  la  valeur  +  N,  soit 
à  la  valaor  -r  JV.  £t  réeiproqnementa  .si  on  ooonail  plnsîenct  rsp»^ 
seniatiQns  di(  nombre  jtf  par  la  même  fècme  i^,  et  que  ces  repré- 
sentations appartiennent  à  des  valeurs  opposées  de  l'expressioa 
y^V  (raod.  AT),  la  forme  F  sera  équivalente  à  la  forme  G 
tant  proprement  qu'improprement^  et  l'on  pouaa  assiguej:  une  forme 
ambiguë  équivalente  à  F. 

Ces  principes  généraux  sur  la  représentation  des  nombres  nout 
suffisent  pour  ce  que  uous  avons  à  dire  à  présejit.  Nous  parleronf 
pins  bas  des  lepràentatioas  où  les  Ufdétenniinéës  pe  di^vent  pat 
avoir  de  valeurs  pcemièresentre  dles*  Quant  aoi  antre  «propriétés»' 
les  formes  dont  le  déterminant  est  négatif,  demandent  àêtre  traitées 
d'une  manière  tout-à«fdt  difiérente  que  celles  dont  le  déterminant 
est  positif.  Aussi  nons  aHons  maintenant  considérer  séparément 
chacun  de  ces  cas  :  nons  commencerons  par  le  premier  commo 
étant  le  plus  facile. 

171 .  Problème.  Etant  proposée  une  forme  quelconque  (a,  b,  a*) 
dont  le  déterminant  est  négatif,  tf(l=  —  D  ,  trouver  une  forme 
(Â,     C)  qui  lui  soit  proprement  éfuivaUnte,  et  daiuiaquciUA 

toit  non  >  a          *  Bnon  >  ^  A,  C  Jwn<  A. 

Nous  supposons  qne  ces  tnds  conditions  ne  sdent  pis  réunies 
dans  la  forme  proposée^  autrement  il  serait  inutile  de  chercher 
la  seconde  forme.  Soit  if  le  résidu  miaiimm  absolu  du  nmnbm — 

solvant  U  module  a'O  et  ofs^^^^ ,  qni  mk»  emiari  puisque 
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ti  a'<a'  f  toit  «Doora  V  r^idu  mùtimum  de  —     tniTaiift  lé 

module  a' ,  et  a*  =  *  1"^.  Si  a'  <,  a  ,  soit  de  même  ^•résida 

e|>iolu  minimm  de        ioivaot  le  piodule  4%  et  4»''  s  ^  ■  j^i^  ; 

en  eontiiitiant  celte  opératioB  Joiqn'à  oe  qne  Ten  parrleDiie  à  nu 
ternp»  a^"'^'^  de  cette  pf?pg|pefs|9ii  ,<|iii  ne  floi|  i|!BS,[ihis  (mHH  m  1» 
terme  précédent  a^"^,  ce  qui  arrivera  nécessairement,  sans  quoi 
on  aurait  une  suite  de  nombres  entiers  plus  grands  que  zéro 
et  décroissans  à  l'infini.  Alors  la  formq  (a%^>  a"*.'^')  satisi^r^  4 
toutes  les  conditions. 

En  effet,  1°.  dans  la  suite  de  formes  {a^b,  a),  (a,  è',  a'), 
(a',  b%ar),  etc,  une  qnelèonqne  eit  eont^pii  à  tÀe  qol  Itpfé- 
c^de;  donc  ladenike  est  proprament  éifBàMàèaÊi&  à  la  pnodèf* 
(n^iSg  et  x6o). 

Gomme  &^^est  le  MdnnMmum  abtoln  de  ^  snivanC 
b  module        il  ne  lera  pas  pins  grand  q«re  f  a^(n*  4,)» 

5*.  Puisque  a<w.af"*''=l>H-4^*  et  qne  a^"*"  non  <a« , 
fe^  ne  sera  >  I>  +  è^'^  *,  *t  comme  est  non  >  |  a^^ ,  c^"^ 
iie  sera pàs  >  i>-4:  4  a^?^  <  on  f      ne  sera  pas  plus  grand  que  D-, 

Exemple,  Soil  U  ftnse  (3o4,  217,  i55)  dent  le  délermioant 
i0-^St>  on  troure  la  snifte  d»  fenaee  9  ^M»  »>7»  i55)i 
Ci55,— ifiis»  a5>^  C*5>  ia,7>*  (7»»**>»  (5,-3,7)5  et  la 
dernière  est  la  fçrme  obefolide.  1^  même,  pour  la  forme  (la  i ,49>a«) 
dont  le  délerminant  est  —  19,  on  trouve  les  formes  équivalentes  r 
(00,— 9,5),  (Sj  — 1,4)«  (4*  ^»^y*  donc  (4,  i,5)  e«t  la 
forme  cherchée. 

Nous  appellerons  formes  ré4mtes\ei  forme»  (^r^t  q»i 

telles  que,  le  détnuroifiant  étanSn^gaUf»  onak  ^  npp  >  :»  ^/^J' 

(*)  H f«nt  naunpMT ù  a  on  ttaiOQt  zéro,  le  déterminant  serait  un 
quarté  positif,  ce  qui  est  contra  ïkfgeéi^*  P«  l^même  raiaoa  a  et  rt'  a« 
pcuveat  être  d«  signe  coatrurt. 
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têàinté  proprement  équivalente  à  une  fomie  àtamée  quelle  qtfelto 
•oit. 

Problème.  Tréufitrief  e&iiità&ni  nécessairés  pour  qué 
Ania»  pmëé  tHuM  ma  ù&ntS^  dè  niêmé  àétcnidnani 
négatif  t  êoierU  propremeat  éqmviffeHtéi,' 

^n^ftmdÊt,  ee'<^  Mrpânii/  <|éb^  de  toit  ptf|p>i#^'èf 
^«6  lÂ  ibrm»  ndC*  H^^ftsi^r^l^  change  ea  o^o^^  4^  a  -f>  «y^' 
|Mr  la  sobatifeakite^p^draiiM^  '^fy^rfs^V^  -^^^  Otf  «M 

les  équations 

o*»-f-a6«>4-c>»=a'....(i>,  ÉM*S4-iC«J-f,S>)4-c><r=ri<'...(a>,  <iS—$y~i  ...(S). 
L'équation  (i)  peut  se  mettre  sous  la  forme  aa' = (aA-\-byy~^ Djf', 
donc  aa'  est  positif^  et  comme  oa  a  d'ailleurs  ac  I> b*^  , 
4ttfzsli-i-b''y  il  s'ensuit  que  ac,  aV,  adf  «mi  positifs^  et  parlant  que 

a,  a*,  c,  d sont  tous  de  même  signe.  Mais  a  eta'  sontuon  >  ^^/^ ^ } 

donc  cu£ f  et  à  plus  forte  raison  Dy  lie  s^M  I'm'>^|>J^}  twa^f  jt 
doit  être.  entiec>.  il  sera  donc  o  ou  =i3  r. 

L  Si  >3bo,  l'équation  (5)  donne  cuiras  i  ,  et  parfont  «tatrrfc 
et  <r=:d!:i  :  dans  les  deux  cas ,  il  résulte  de  l'équaiion  (i),.a=3</, 
etde  l'écpi«lioa(a)à' — bz=dzlSa',  mais  b  est  non  >  j^,  A'  non 
>  i  a%  et  paUMi  mIB  >  î.ay  donc  l'^ation  ^     ^    /3b  ne 
pnift  AMiff.  Ito»  tik6>  eai  dei  mAa»  tSgÊ»  ^      à.  nAini'  qtt'ott 

n'ait&rsy,  d'où  s'ensuivrait  c'=^'^^  =  ^^^^sis^?,^  partaut ,  à 

moins  que.  les  formes  (a, A,  c).,  (a',  y,  c')  ne  soient  identiques  ,  ce 
quiest  contre  riijrpothèse.  Si  ^  et  i»'  sont  de  signe  contraire,  cette 
éqntftkm  n*aiiratieu  non  plus  qu'en  supposant  b= —  =fc  j  a,  ce 
qûidoiiile'de'Daitate'tï^air'tf .  \^otme^(a',  b',  c')  serà/dùzsc  c), 
c'etC-à-dire  opposé  &  I«  fenne  (a,è,  c).  On  voit  d^àillènri 
qàe  ùBÊ*  fermés'  aooft^  aukipÀ,  |iailqii»a*^a0-H«  (d^  li»)/ 

c  n'est  pas  <,ai^  et  pftrcoaséquentpas  <df|«dâBO  aàk'it^  eet- 
taineraent  pas  <  atif  ;  ainsi  2Ù  n'étant'  pas  >  a,  tt  né' mit  pti 
5:  a*,  ce  qoi  eiigo  qu'on  ait  ce^o«  onasdsr* 

1°.  Si  etzsio,  l'équation  (1}  donne  c  =  a'i  ef  comme  on  a  â- 
la-fiiis  a  nofi  ;>  a'  et  non  <e,  U  s'«nniit  qw  assafsse  :  or 
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l'équation  (S)  chmne  i3>  sa— i  «  et  partant  réq[iittion  (a)  Méat 
^4-  b* ssàzic^ss^a»  On  pourra  snppoier  teuleBieiit  ioi»  comnw 
dantlecas  précédent^  b^iVyOxi  bz=. — ^'.Par  la  première,  joppo* 
%\i\on,  les  formes  (a,  b,o),  {cf,  i^t.c^)  fteraiept  ideçtlqiief,  pgE 
la  seconde  elles  seront  opposées.  v    .  y  ; 

•  a%  Si  «sd:  I  ,  réquation.  (i)  donne  a»f-^— ^aspa3( 
inais.a  et  c  sont  tous  deux  non  donc      sera  non'  <« 

et  non  <  d'ailleurs  on  a  non  >  a  et  non  >  a;  donc  né- 
cessairement a  =  c=±23.  L'équation  a>|-c— «a'ss^zpaé donne 
alors  dL2Ù  =  u'f  ainsi  l'équation  (a)  devient  r  .•    :  , 

OU  comme  aJ — fiy=zj, 

ce  qni  exige,  comme  ci-dessus  ,  que  b=:b' ,  on  que  J=— 3'. 

Or,  dans  le  premier  cas,  les  formes  seraient  identiques  contre 
l'hypothèse  j  dans  le  second,  elles  sont  opposées  et  ambiguës. 
H  résnlte  de  cette  analjse  que  les  formes  (a,  b,  c) ,  (a^,  t/,  (f) 

ne  peuvent  être  équivalentes ,  à  moins  qu'elles  ne  soient  opposées 
et  en  même  temps  ambiguës >  ou  telles  que  a  =  c==a'  =  c'.  Il 
était  évident,  à  priori,  que  dans  et  eM  lee  ibnBM  tont  propre* 
ment  équiFalntét  ^  -oar  »  eonuoe  opposées  ,  éllet  toot  improprement 
éqiiiTalentet>  e^  comme  ambigoHs»  ellet  le  sontansii  prbpteraent, 

va»  A  assio,  la  ferme,  (2±Slp£t,  a^b,  a)  sera-oontiguëy 

et  partant  équivalente  k  {a ,  b ,  c);  mais  comme  D-{'b*  =  ac=a*, 

on  a  ^ ""^^  =  ad  — ^ 2b,  et  la  forme  (aa — 2b,  a — b,  a)  est 

ambiguë}  dono  (a»  bg  c)  sera  anni  propiement  étju&Talentp  4  son 

opposée. 

On  juge  boilement  par  1&  si  deux  Bonnsê  réduites  (a,  b,c), 
(a',  b',  c')  non  opposées,  penrent être  improprement  équivalentes.  En 
effet,  elles  le  seront,  si  (a,  b,  c)  et  (a',  —  b',  c)  qui  ne  sont  pas 
identiques,  sont  proprement  équivalentes-,  sinon  elles  ne  le  seront  pas. 
Hsnitdelàque  les  formes  proposées,  pour  être  improprementéquiva- 
lantesi  doivent  être  identiques  >  et  en  outre  ambiguës ,  on  tellee 

qu'on 


AirrTTTlMÉTI  QUFS.  i^^ 
qè'on  ait  a=sc.  Mais  les  formes  qui  ne  sont  ni  identiques,  ni 
oppocéet,  ne  peuvent  être  équivalentes  ni  prppretoent  ni  impro- 

flfOIIItllt* 

175.  PaoBLiiiB.  Étant  donnée»  deux  formee-f  etWde  mêm 
déùrminma  négatif,  chiereker  ei  elle»  êont  éçuivalente», 

'  Cherchont'deux  formes  rédoifesy  et proprement  équivalentci» 
âm  fermes  F,  F  respectiveflMBt.  SI  les  ferous  f,f*  sont  équiva-' 
lentes  propriement  oa  improptement  f  on  de»  deu  iuuiiàEes, 
et/*  le  seront  aussi  ;  mais  si  /  et  /'ne sont  <qiiiY«k|iteB  d'anémie- 
Vianière ,  F  et  jP*  ne  le  seront  pas  mm  plps* 
.Par  le  a'  précédent,  il  peut  |Bil:?ar. quatre  cas: 

.  I*.  Si / et/  ne  sont  ni  identiques  ni  op^ipsées^  Feigne  senml 

équivalentes  d'aucune  manière.  '  ' 

a*.  Si  f  et  f  sont  d'abord  identiques  ou  opposées ,  et  ensaite' 
ambiguës,  ou  telles  que  leurs  termes  extrêmes  soient  égMUf  P 
•t  F'  seront  équiy ameutes  proprement  et  improprement. 

•  5*.  Si  f  et  y  sont  îdentiqaes  ,  rnnis  qu'elles  ne  soient  pas  aïo*» 
bigu'és ,  ou  qu'elles  n'aient  pas  leurs  termes  extrêmes  égam^  F 
et  F'  ne  seront  que  proprement  équivalentes. 

4'''  Si  f  et  f  sont  opposées ,  mais  qu'elles  ne  soient  point  am- 
biguës, pu  qu'elles  n'aient  point  leurs  termes  extrêmes  égaux,  les 
fermes  P  et  J?^  wro&t'lwnlëmeiit'  idiproprément  éqnivalentes. 

„  Exenfple.  On  trouve  pour  les  formes  (4i ,  55,  3o) ,  (7,  18,  47) 
dont  le  «jéterminaut  est  —  5,.  les  réduites  (ijO,5),(a,i,3j 
qui  leur  sont  respeetiwient  équivalentes '3  donc  les  fermes  pro- 
posées ne  sont  équivalènlès  en  aucune  manière.  Mais  les  fermes 
(^5,  38,  63),  (i5j  ao  ,  37)  ont  la  même  réduite  (a,  i.  S},  et 
Comme  elle  est  en  même  .temps  ambiguë  ^  les  fermes  proposées 
seront  équivalentes  popremént  et  improprement.  Les  formes 
(37,  53,  78),  (^53,73,  102)  ont  ponr  réduites  (g,  2,9)  et 
(9*— a,9)  j  comme  elles  sont  opposées  et  que  leurs  termes 
astrêmes  sont  égaux ,  les  fonnes  proposées  sont  équivalentes  tant 
ptopr^ent  qu'impropimMUI.  *' t      .  .  • 

174-  Le  Mombn^  dès  loèmee  tvMuifes/qql  lont  nn  délennlnant 
inmuértr^^,  gest  tonjeéfs  fir|^«  «Y  mênss  .«ses  petit  par  rapport 
a^:jnnhDl:i2,  «t»^  y:  ft.diw  JlwolACM      trçuTec.  «ses  fenaet 

T 
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elles-mêmes;  désignons  indéfiqiment  par  (a,  b,  c)  les  forknes  ré- 
dnites  dont  le  détermioant  est•^JC^/^  s^agk  de  détqnnin^  tiMiteSk 
ies  valeurs  de  a ,  h  et  c. 

Première  MéOiode.  On  prendra  pour  a  tous  les  nomlH'ea  tant 
posififs  que  négatifs  fjni  no  sont  pas  plus  grands  (]U0  |/fZ>,  et 
dont  — D  e»t•^éwd^  ^J^fldlçat^<^fle  j ,  .et  pour  chaque  valeur  do  ^z, 
OQ  {trenldra  ^.«^wiy^fn^ot  :ég«l.  î  -t^wi;^  le<>  v^alourt,  de.  Vexpref7, 
ifoa  |/—^  J9  (i9od.  a) ,  qui  QO  font  p««->  à  a ,  en  le»  prenant  taoA 

positivement  que  négativement.  Quant  à  c ,  on  le  fera  =  — -^^ — . 

S'il  résulte  de  Jà  qncl()iies  formes  daqs  lesquelles  c  <  a  ,  elles 
seront  à  rejeter,  et  les  autres  seroiitevidemmcnt  des  formes  réduites. 
'  Deuxième  Méthode,,  Soient  pris  pour  ^  tous  les  nombres  positifs  ou 

oégtlijEp  q^.iM lurpiMit  pm|><  ^;  |KHir.cliaqiia  tiIsi^  de  on 

déeompoièra  ^-l-X'  -de  toates  les  tftaiires  pbidU««  M  deaf 
Acteurs  pris  positivéMâentr  oà  '  Hilgàtiv^iiieol d;  -aôn  pins  pstito 
que     >  en  prenant  hnb'dfs  denc  «  le  pli»s  pefit  s'ils  sont  iqéga«^  »' 

quelques  formes  daiii  V^tièHiès  a  t>  ^f>^ 

jeter  j  les  antres  s^ront^T^siplem^bt  des  formes  réduites^ 
d'aillèurs  êvid(B.nt'^u*i|,  W  a  i^s^une  fera^  qui  i^é puisse 

se  trouver' par  tbaçnne  des  déôx  méinodes.'  "        '  '  * 

Ei6etttplè.'^\\,  '£^Û:.f^\k,  '^tSm  'ëêthùàB^  la  limii^ 
des  VaWors'dè  «  W  V  4^.  qW'  totnbë  cnirè  lo  et  i  i.  Or  l«i 

nombres  compris  enir^  i  et  lo,  et  dont  le  résidu  est  85^  SQUtS 
1  j  a  j  5,  io>  d*pù  résultent  les  douze  formes  citantes:  .  l  \ 

(i ,  o;,85;,  (—1,0,-85)  i  (a,  i  ,43) ,  C^P-^i  f  45 H-^^'-^  » —45)4 
(— a,  — I,  — 45)i  (5,  o,  17).  9,,,-r;7>},jCjfa,  6,>ii.^ 

(10,  — 5,  ji),  (— 10,  5,— n)^  (— ;o,-Tr^5/-r."}» 
;  Par  la  seconde  méllukle ,  U  limite  des  valeur»  de  b  est 
qui  tombe  entre  5  et 6.  En  supposant  ^==0,  pu  trouve  lei fondes; 
(1,0,  85),  (—1,0,  — 85),  (5,Oj,47>,  C— 5ïO,-r->7);,.pQiW 
lasjd:  I  :  (a,  ±  i,  43),  (■r-a,dfeiiy--43).  Il  n>  0Q4klUiçtm^.f>9nr 

agf  «fest  pas  dfoootpdsalêe  isa  ;détig  fiiàtevrèMI 
«hmn  io&tiMtf<4.lLaMMciliostt:aîeiiji)^ 
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Ênfîn ,  polir';ir=i ± 5 ,  il  vient  (io,=fc5,ii),  (—  lorfcS,-— n). 

175.  Si  parmi  toutes  les  formes  dctkiites  d'un  déterminant  donné, 
on  supprime  une  des  deux  qui  sans  ctre  identiques  sont  proprement 
équivalentes,  celles  qui  resteront  jouiront  de  cette  propriété  remar- 
quable, qu'une  forme  quelconque  de  même  déteraiinant  sera  pro- 
prement équî^àliuieB'  à  què1^ii'àtfè>d*6iAm'dl«sV«4%'Vffè'«Mlêf 
ew,  sahs  çdaiv4l  i<«lèréat  eiicoM*^  fenÀM  téâttiife  proprMBéiiif 

même  déterminant  peuvent  se  dietnbuer  en  autant  de  classes  guUl 
sera  reeU  de  formes  réduites ,  en  comprenant  dans  la  même  classe 
les  formes  qui  sont  proprement  équivaléntes  a  lâ  même  réduite*  * 
Ainsi»  pour  D  =  85,  il  reste. le^s  huit  formes  réduites^ 
(1,0,85;,  (a,  1,45),  (5,0,  17)»  (««*5,  II), 
(—1,0,— 85),  (--3,1, —45), (—5, o,— 17),(— 10,5,— II). 
Donc  toutes  le$  formes  dont  le  déterminAnt  est  — 85,  peuvent  se 
distribuer  en  huit  classes ,  suivant  qu'elles  sont  proprement  équi- 
valentes à  la  première,  à  la  deuxième,  etc.;  et  il  est  clair  que 
les  formes  d'une  môme  clause  sont  proprement  équivalentes,  tandis 
qne  deux  fennes  prises  dans  ^éos  classes  ditfér^ntes  ne  sauraient 
être  proplment  équivalentes.  Hait  nons  Irattftiia.  ^-après,  avec 
plu  de.d4Uil ,  }e  si^ét^  U  olinifamie»  des  fypaa»i  «nus  n'ajoo- 
toas  ici  qu'une  observation. .  Nous,  avons  déjà  fait  voir  que  si  le 
^élermidiuit  de  la  fiûnw  (a«  ^^p)  est^ëîaiifjt  ^ Vt  Ç  sont  de  même 
signe ,  et  on  s'assurera ,  comme  nous  l'avons  6iit  pour  les  formés 
réduites,  que  si  (a,  ft,  c) ,  (a' ,  B' ,  cT)  Sont  dcuj^  formes  équi- 
valentes, a,  a,  c,  c'  seront  de  même  signe  (*).  H  suit  de  là  que 
les  formes  dont  les  termes  extrêmes  sont  positift ,  sont  absolument 
di^ntttes  db  celles  dont  les  termes  ettrême»  sont  négatifs,  et  qu'ij 
MAtdaiis  iês  fôrities  rèdoHes'^  de  considérer^  cellès  qui  ont  leurs 

ictmé^  exti-êmes  pesltterear  lès  antcei^  Mifll  ék'  ménié'iiomfiré  ;  ei 

'       ■     . .   .    ,    ■  .1 

(*}  En  effet  si  l'on  chaagfi  la.  prttaiér»  de  ces  fp^tuM  tm  jUjttowàê^  >  p«r  k  mh- 
luuiuon 

y  ^ura  a**  -f  a^.^r  çy^ 3;:  a' ,  d'où  «a'  ==  (  a« 4-  W  )*  -f  />>•  :  t»  produît  est 
donc  évidemmeot  podtif,  «t  comme  ni  a  ni  a'  ne  sout  uuiâ ,  d  faut  aue  tou«  deMi 
soient  de  mtesipie. 
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elles  naissexit  des  premières ,  en  che^ngeant  les  signes,  des,  te;rmo* 
extrêmes.  La  même  chose,  a  Heu  poiir  les  nrmet  réduites  i,  rejeter 
et  à  retenir. 

».  < . 

.  I  jp6.  Voici  eo  conséquence  me  table  qui  contient,  {mur  qnelqnet 
déterainans.|iégatifii  ,.le»  îam^  Waiit  lesgaelbi  tontes  celles  dn 
même  délerq^i^ant  {MfnT^.9e,dislj;i)?i)er.e^  classes*,,!^, 
lu  iwnarque  du  n'  précédeit,.3ipi;s       a?onS4nis  que  la  moitiA^j 
c*ett4^diire  cçUes  aofit  les»t9rii«er  eittlfiioM 

^  Détiemi* 

.  .  "i;..  (1,0,  i).  , , . , .    "     ,\   ... ■ 

5...  (1,0,  5), (a,  I. a).  *  '  ' 

4...  (VO|    4),C3,0,i).  ,i        .  .  -'t. 

5...  (1,0,  5),  (3,  1,5).  ; 

6.  ..  (i.  G,  6),  (a,  o,  5).  .  . 

•^...{1,0,  7), (a, 1,4).  •  • 

8...  (1,0,  8),  (ja,  0,4),  (3,  1,5).   ;  ':•:=•;• 
<:  9...  (1,0,  9),(2,  i,5),(3,o,5)».  .    •  •    V    î  :  : 

;  -ao...  .        ?  ► 

1 1  • . .  1^,^11 1)  »  <«#  1/6) ,  (5, 1, 4) ,  (5,-^,  4).  V 
la...  <i>o/»)»<^^»^)*(''<*«4)#(4>^»4)*'    •  { 

11  serait  superflu  de  continuer  plus  loin  çetfe  table,  puisque 'noue* 
donnerons  plus  bas  une  bira  m^illènre  manière  de  la  disposer.  ^ 

Il  résulte  de  c^ette  table  que  toute  forme  dont  le  déterminant. 
'p^^f^  équivaut  proprement  à-  la  fiwme  a:»-f-/*,  si  les  tennea. 
Extrêmes  «oiji^ppsUifs,  et  ii Jaiorme  ^.x^—;^^  s*ib  sont  n^-, 

fifs,^  jq^ue.  tonte  .fcûap^  don*  U.^^fia^^Pi.  «•*     ^»  •* 
ternies  èxïrjl^es  sapt,' positifs  ^  équivaut  à  la  forme        3/%  etc.i 
ipicé^ttté^'forme  dont  le  déterminant  est  —  î  i  *  et  dont  les  termes 
citréraes  sont  positifs ,  équivaut  à  l'une  des  quatre:  x*-f-  ii/*, 
«t* -4-  ax^  -4-6/',  Zx*  +  2XX  H- 4r'  *  a^rj  -f- 4^%  etc. 

177.  Problème.  Étant  donnée  une  suite  de  formes  telle  que 
chacune  soit  contiguë  à  celle  qui  la  précède  par  la  dernière  partie, 
trouver  une  transfomaùonproprt  dclaprenUèwn  urtc  quelconque 
th  ia  suii€,  '■       .  •  -   •       '  *• 
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Soient  les  formes  («,     a')=F,  (a,  b' ,  a')^F',  (a*,  i^',  oT^sU^, 

(a',  â',  a")=i^...etc. Faisons h ,  -y-=h  ,-^-cs=A*,eto. 

nommons  x ,  y  . . .  3cf ,  y'  ...  x'^y'y  etc.  les  indétermînééi  det 
fbrmes  ^,  F*,  F',  etc.  et  supposons  que  F  te  change 

«B. F'  par  la  tubititation  xssti: af  -{-^ / ,   y-^zy'  x'  -^S' y 

F  a:±=»'x'-+-/3V . .  .j^=/x'4-JV 

^   a;=*-^*4-/3>'. .  .7=>.**'H-jy. 

Cela  posé/  corarae  i^"  se  change  en  F'  en  faisant  xzss. — y  et 
^  =  a:'-{-/iy,  r  en  i?'  en  faisant  x'7=i—y'...y=,x'-\-}i'y',  F" 
en  /î*  en  faisant  aî*= — et  y'^sT-^Ky",  etc*.  on  trouvera 
facilemeut  les  équations  suivantes: 

^'=/i'j8'— *'  ... 
^•=Â-/â'— »'... 

•■  etc« 


tt  =0 

a'  =/3'  

SI        jS*  «•••.. 

•t^'ass/S*.....* 
eto. 

a'o&'l'on  tire 


J'*  ssscT'  .  .  .  . 
^    3S^*  •  ...  • 


et'  =0 


SI. 

etc* 


etc. 


/  =1  • 
5'  ^sst^  •  •  •  • 

eto.  -  .  ' 


eto. 


il  sait  du  n*.  i5^,  et  de. la  fi>nnatioii  de  ces  quantités»  qoe  les 
diffiScentes  toanstenatioiis  sept  prQpces. 

Cet  algorithme  très-simple,  et  auqiiel  <m  applique  fi^cilanent 
le  calcul»  est  analogue  à  celui  du  n*  37        auquel  mèlne  il 


(♦^  On  aurait ,  d'après  la  notarion  du  n"  27 ,  •  •       1  . 

où  1m  ngnes  ambigus  doivent  être  —  ,  —  ;  —  ,^;.f.y_;^^  «lÙTant  que  a 
Mt  ds  la  forma       4x4- 1 ,        a ,     +  3, 

/^«dtCir,—  ±*c«>3, 

où  les  signes ,  dans  Im  nêiBts  cas,  doirant  étn  -f-,  -f;  -.«j  «l-. 

Mais  le  désir  d'abréger  nous  empêche  d'insistST  dafinl^|B  SOT  e«S  fononlss^ 
qo'aa  reste  chacun  pourra  coofirmer  aisément. 
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est  facile  de  le  ramener.  Au  reste,  celte  solution  n'est  pas  res- 
treinte au  cas  des  formes  de  déterminant  négatif-,  elle  convient  à 
tons  les  cas,  poorvu  qu'aucun  des  nombres  a-',  a%  a'^  etc.  ne  soit 
égal  à  zéro. 

178,  Problème.  Étant  données  deux  formes  ¥  et  î  de  mémô 
déterminant  négatif  et  proprement  équwaleutes ,  tromper  une 
transformation  propre  de  i'une  en  l'autre». ...   

Supposons  que  F  soit  la  forme  (/^,  B,  A')',  par  la  méthode 
du  n"  171,  on  cherchera  la  suite .  des  formes  ,{A',B',  A"), 
\a\  B\  A'),  etc.  jusqu'à îa>édmt«  (^>,JB^»  >  Soift 

(a ,  b,  /)  raul»  forme/}  on  cherohcnL-damén*  la  mil*  (ff^Mm^f)» 
(a',  y,  a"),  etc.  jinqu'à  («W^  U^,  a^*»')^  çpi  fetHaiédoite.  Alors 
il  peut  M  présenter  deux  cas  : 

\\  Sk\nîmM{J^,£^\Jf^'*'%{t^'^f  sont  iden- 

tiques ,  ou  à -la -fois  opposées  et  ambiguës  les ,  formes 
^^^—0^  J5t"-'î^  A"),  {a^*^,  b""'^,  <:^"~'')  seront  cooligue»,  ^t"-'> 
désignant  Tavant-dernier  terme  de  la  suite  A,  A',  A%  etc.  (il 
en  est  de  même  de  î,  a^'-'\  b^-^^);  car  ^W=af->, 

£(— i)-^^")  ^  o  (mod.  A") ,  '^+^'*Sb  (mod.  d^»=fi4«*>), 
d'où  .5^*>— ^so;  mais  d  les  fimes-iédintet 
sont  identiques,  ^"=05  lidtes  sont  opposéet  et  ambiguës, 

MM^lfiùsstA'^i'àonc  dans  les  detfl  cas  U^>—M*^*S60i  II 
tut  dtf  là  qne  dans  la  sidto  dé  formas:'  ' 

Une  quelconque  est  contliguë  àceUc  qn^  la  précède^  etparecBisjqiient 
(n"  précéd.)  on  pourra  trouver  ime  transformation  propre  "de  F  en^; 

a%  Si  les  formes  {A^-\  A^-^'')  »  (a«>*,  d^-^»^  n'Aantpas 
identiques,  sont  opposées,  et  qno  leurs  termes  extrêmes  soient 
émt,  oa  w^  ^^w^M-o^aW^ûC-^o,  d'où  ^c*. ,  et 
J^^JC— .)_::__ (^o+^^c—t)),  et  partant  divisible  par a^j  donc  la 
ftcme  estoontiguSà  la  forme  (a%  — a""')* 

et  la  suite: 

(é^O,  —iC— J,  fl^-*)) ....  (a',  —  A,  a)  ,  (a,  6,  «'  ) 


Digitized  by  Google 


ARITHMÉTIQUES.  iSx 

jouit  cle  la  même  propriété  que  la  précédente.  Ou  pourra  dono 
trouver  une  transformatioa  propre  ^     en  fi  ' 

Exemple.  Soient  les  deux  fprmei  (a3^  58^  63),  (i5^  30^  ay); 
On  trouvera    •     •  • 

_  Ha  X"..,  Ca5,  38,  G3),  (65,  aS,  lo),  (lo,  5,  3).(5^i^),(ji,-^i,5) 


Les  deài:  truites  sont  opposées  et  ambiguës)  lot  ^eox 
proposées  se  rapportent  parconséqnent  an'  premier  cm.  La  mito 
de  fiormet  eonUgaës  aerft  doBO 

(aS,  38,  65),  (65,  aS,  jo),  (10,  5,  5),  ^,  1,  a), 
t*,i-7,  «7),  <a7,— ao,iSgi,  0S#ao#a7).  ' 

Il  en  résulte  ;»'=^^=i,  /i'=^=5,  ;r=2, /i"=— 5, 

63  10  '  '  ' 

A»s=:— I,  /»"=o,  d'oïl  l'on  déduit  a"=— 13,  /S"=— 18,  >"=8, 

«r"=ii.  Donc  en  faisant  a;= — iS^ — i8w  et  ^=:8/+nw,.  l4 

forme  aS^'-f-y^x^-f-^Sj'  se  change  en  i5/'-f-4o'i/-t-27iz*. 

De  lasoliîticn  du  problème  précédent  on  déduit  facilement  la  solu-* 
tion  de  celui-ci  :  F  et  iétant  deux formes  improprement  équivalentes, 
trouver  une  transfçrmation  impropre  de  F  en  f.  Soit  en  effet 
fsso^'^tbtU'^i^u*,  la  &tme  g:=ap^-^2bpq^a'q\^u\  estop> 
posée  à  /  sera  proprcmenté^ttiVileoleà  F,  Ob  B'a'dMlo-^Nk  ohtp» 
isker  m»  InuisftMiMlioa  prapM  de  F  on  jr)  ioit  a7i^'it;Mf>j0ç-; 
yissyp'^J'ç  cette  transfenulioii }  ilitslelalr  (a<»  iSS^^el  iJ^)!}»^ 
^  deviendra  /  par -la  Inmrfbrmalkai  xsstU^fiu,  jtmyi-i-^ht, 
qui  sera  impropre.  ~  ,  •  ^ 

$i^9Df{  les  forniM  B^fw^  éqaivjujjeiites  tant  propfemeiit 

qu'improprement,  on  pourra  trouFer  une  transformatioii  [vopre 
ci  une 'transformation  impropre.     "       —  '  • 

179.  Faoblbmb.  £/4ffl  données  deux formes  4quH^i^€nf9s¥t  4 
trouver  toutes  les  irmformaUons  dû  V  emf. 

Si  les  forme*  Fetfw  flont  équiTalentes  que  d'une  maiiièie> 
c'est-a-dii»,  proprement  ou  improprement,   on  cherchera  par 

le  n°  précédent  une  transformation  de  F  en  f,  et  il  est  clair 
^u'il  ne  peut  j  en  avoir  d'autres  qub  celles  qui  sont  semblables 
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à  celle-là.  Si  les  formes  F,  f  sont  équiralefifes  des  deux  ma» 
nières,  on  cherchera  deux  transformations^  l'une  propre»  l'autre 
impropre.  SoitFs=(^«  B,  C)^  M^--ACsx---D  et  m  le  plus 
grand  commun  diviàenr  des  nombcet  A,  aÊ,  C.  Alon  f  par  1a 
n*  i6a  11  eit  constant  que  toutes  les  tnuisfiwmatioiis  de  F  enf 
se  déduiront  d*une  seule  dans  le  firomier  cas,  et  que  dsèis  ijci^ 
second  toutes  les  transformations  propres  se  déduiront  d'une  transfin^' 
mation  propre,  et  toutes  les  transformations  impropres,  d'une 
transformation  impropre,  pourvu  qu'on  ait  toutes  les  solutions  de 
réquation  /*+/?»*=:m\  Dès  qu'elles  seront  trouvées,  le  pro- 
blème sera  résoln. 

Or  comme  on  a  D=AC — -5*,  il  s'ensuit  que  4^=4^(7 — J^B*, 
ou  ^  =s      —  ^~yj  donc  ^est  un  nombre  entier.  Cela  posé, 

1*.  Si  ^>4»  on  aura  Z)>m*,  et  partant,  dans  l'équation 

r-f^D«'=7n*,  on  a  nécessairement  u=o  et  t=d=m.  Donc  si 
F  et  f  ne  sont  équivalentes  que  d'une  manière,  et  qu'on  ait  une 
transformation  xz=Ax'-^^y,  ysszys! '\-Sy' ,  on  n'en  trouvera  pas 
d'autres  que  celle-Jà  même  qui  résulte  de  la  supposition  t^m 
(aM6a),  et  lé  transformaftioii  dJŒr— «a^— i9y,7=— j'o;^— J/'; 
mais  si  F.etjf  sont  .éc|ai¥a1entet  des  dem  maqièfes»  etqu*on 
ait  xBBit.  fnuuÉttDation  .propre .  Xvs.  eu/  -f  /3/,  ^ = yx'^jy,,  et 
vne  impropre  azs^f^oa'-^^yt  J^y'^xf  -b^'y»  on  n'ep  trouversi 
pas  d'autres  qne  ces  deux ,  qui  naissent  de  la  supposition  /=  m,  . 
et  les  deux  a::= — aut — ^y,yz=.^yx  —  cTy, . . .  «'jc'— /3y, 
^= — y'af — iy,  que  fournit  la  valeur  /= — pu 

3*.  Si  ^~^:=s^t^D=^,VétpSBià^ 

soliitions:  ftam,  uso}  i=^m,  uso}'  tsso,  vsssi  j  /s^o, 
ifss— I.  Donc  ii  Ppf  sont  éqniTàlentes  d'une  senle  manière, 
et  ^'cm  ait  la  .transformafioh  x^maf^h'»  J^^-i-^»  '^ 
en  tirera  en  tont  les  quatre  suivantes  : 


x^'àzttafda^y, 
yissdtyaf:Liy, 


mais 
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mais  si  F  et  /  sont  équivalentes  des  deux  maaières,  c'est-à-dire 
si,  outre  la  transformation  donnée,  il  j  en  a  encore  une  qui  soit 
dissemblable,  cette  dernière  en  fournira  encore  quatre,  desorte 
qu^il  y  aura  huit  transformations.  Au  reste  il  est  aisé  de  démon- 
trer que  si  Dssw^,  F  étf  tant  toujoon  équivalences  des  deux 
manières.  £n  effist,  conune  on  a  alors  n^ssAC^B*,  B  lui- 
môme  sera  divisible  par  ns,  et  si  l'on  considèn  la  fimne 

(m'  ^'  ^)  '  déterminant  sera  — et  partant  elle  sera  équi- 
valente à  l'une  des  formes  (i,  o,  i),  ( — x ,  o,  —  i).  Or  on  voit 
facilement  que  la  même  transformation  qui  change      ,  £,£^  en 

(dt.  i ,  o,  dti),  changera  la  forme  ,  B,  C)  en  (dtm,  o,  dbm), 
qui  est  ambiguë;  donc  la  forme  B ,  C)  étant  équivalente  à 
une  forme  ambiguë,  sera  équivalente  des  deux  manières,  à  la 
forme  (a,  b,  c)  (n°*  i65  et  suiv.). 

S".  Si  ou  4^=3m%  m  sera  nécessairement  pair,  et 

comme  dans  l'équation  t*-{'Du*zsim* ,  il  faut  que  tt'<f ,  on  aura 

six  solutions  :  t=im,  u=o*,  tzs—'m,  i/=o;  i^^m, 
tp=\m,  i^=  — i;  f=— iOT,tt=i;  r=— .{wi,  «=— I.  Sidono 
on  connaît  deux  transformations  dissemblables, 

on  en  déduira  douze  autres ,  savoir,  six  semblables  àla première,  et 
quisont:      x=£±*a/±.^ ,  y=i±.yjif±.iy 

etdxsemblafalBS&  la  seconde,  qu'on  obtiendra  en  mettant  dans  celles- 
ci  a»  ^,y,  ^pour  a',  y%  «T'.  lOaison  peut  faire  voir  que  dans 
ce  cas  F  ct  fuaA  équivalentes  des  deux  manières;  car  la  ferme 

Vin'      ~m)  aura  —  jjiBB— 5  pouT  déterminant,  et  sera  par- 
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consëqnent  équivalente  à  la  forme  (=fci,o,=t3)  ou  à  celle-ci 

^j^^iptsi)(fl(*  lyQid'oà l'on  voit  facilement  que  la  forme  {A,B,C) 

éqmTmt  à  rmw  de»  forant  (sb^,  db^),(d=)»^ijnpl9n), 

qvi  font  toolM  tes  êmUgnSs.  Donc,  ete. 

4..  Si  ^=..  on  .(^y=4^-«.^p.rt«»(^'«-a 

(mod,4).  Mais  comme  aucun  quarré  ne  peut  être  (mod.4} 
{p*  io5),  cette  hjrpolhèae  est  inadmissible. 

5-.  Si  ^asi»  «tt  »(-^y=^4^— »  (mod.4),  ce  qui 
est  imponible   donc  cette  hjpotbèM  est  encore  inadmissible. 

CommA  d'aiUems  D  ne  peut  être  ni  =0,  ni  <o,  il  n'jr  a 
|iat  d*aulre8  cas  que  ceux  que  nous  venons  de  parcourir. 

iSo.PROBLèMB.  Trouver  toutes  les  représentations  d'un  nombre 
donné  M  par  la  forme  ax*-i-abxjr+cy*....F,  dont  U  détCf 
minant  est  négatif,  les  vmUun  de  x  €t  de  y  ^ani  premUttê 
entre  eiiee. 

On  a  (o*  i&O  fp*  l'on  ne  ponrait  résoudre  ce  problème  qvs 
daot  )6  cas  où  — />  est  résidu  quadratique  de  M-,  on  cherchera 
donc  d'abord  toutes  les  valeurs  diÉFérentes,  c'est-à-dire,  in- 
eorgrues  de  l'expression  \/—D(mod.  AT);  soient  ces  valeurs 
±iV,  ±iV',  =t:iV',  etc.  Pour  rendre  le  calcul  plus  simple,  on 
peut  prendre  toutes  ces  valeurs  telles  qu'elles  ne  soient  pas  >  ^Af. 
Cela  posé,  comme  une  quelconquedeoes  repréMnCatiodta|iiMfftiMit  à 


Si  les  formes  F,  (m,  N,  oa  «oat  pas  proprement  équî- 

valentes,  il  n'j  aura  aucune  représentation  de  M  qui  appartienne 
à  la  valeur  N  (n-  168)-,  mais  si  elles  le  sont,  on  n'a  qu'à  dier- 

cher  ooe  transformation  propre  de  F  en  (M,  N ,  ^  *)  »  qui 
toitXssa^^ffy',y^yaf'^Jy,  et  l'on  aura  x=:«,jr=>  pour 
la  représentation  du  nombre  M  par  la  forme  F,  qui  appartient 
à  la  valeur  N,  Soit  m  le  plus  grand  diviseur  commun  des  nombre! 
A,  2i5,  C,  et  nous  pourrons  distinguer  trois  cas  : 

i«.  Si  ^>4*  il  pas  d'autres  représentations  que  cet 

deuHsi  :  «sasa,  j^tj^j  «bb— jrca-.>  (a*  169,  lôo). 
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Si  £as4yUy«ur«qiiAtrerepré8eatatioas:4ss:i;«>>ssE:i:>i 


S*.  Si  é^ss5,  il  y  «ara  représentations: 

On  cbefdiendA  laniAme  nMn&hotesroptéMii^^ 
1m  valflon  — +JW »  — l*' »  «le 

i8i.  LtL  ladieEdie  dM  npcéfentations  da  pombra  M  pir  la 
fimw  F  s  dans  laquelle  »  et    ont  des  Taleon  quelconques,  peut 

te  famcncr  au  premier  cas.  Supposons  que  cette  représentation  ait 
lien  en  faisant  xssfu,  y  =  i^f,  ensorte  que  soit  le  plus  grand 
diviseur  conimun  des  nombres  fj^e ,  pif  ,  ou  que  c  et  f  soient  pre- 
miers entre  eux  -,  on  aura  il/=/x»  {Ae^'{-:iBe/'\rÇf')»  parconsé- 
quent  i»f  est  divisible  par  ft'j  et  Ut  substitution  x^e,  y^f  Uiat' 

i»ira  une  représentation  du  nombre  -j  parla  forme  P,  dans  la- 
quelle a:  et  ont  des  valeurs premièresentre  elles.  Si  douç  il/ n'est  di- 
visible par  aucun  quarré,  il  n'j  aura  pas  de  telles  représentations; 
mais  s'il  renferme  des  diviseurs  quarrés ,  que  nous  appelleront 
At%         etc  -,  On  cherohera  d*abord  toutes  les  jept4ssttta*ioas  dm 

nombre  ^  par  la  forme  {A^  B,  C),  dans  lesquelles  les  valeurs 

de  X,  ^  sont  premières  entre  elles  j  ces  valeurs  multipliées  par  /a, 
donneront  toutes  les  représentations  de  Mj  dans  lesquelles  est 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  x  et  de/;  de  la  même  ma- 
nière on  trouvera  toutes  les  oeprésentations  dans  lesqn^Ues  p  est 
le  plus  grand  i>enimuu  4^iseur /de  m  ti  dfiy,  eto. 

On  peut  donc,  par  les  méthodes  que  nous  vesem  d'eiposer^ 
trouver  tontes  les  représentations  d'un  nombre  donpé^  par  une 
forme  domiée  de  déterminant  n^tif* 

i6a.  Descendons  maintenant  à  quelques  cas  particuUers  iremar- 
'quaUes  aâtautà  eanse^de  leur  élégance,  que  pari'anidfiité  avee 
laquelle  MtUer  s'en  est  oocapé. 
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1*.  Aucun  nombre,  à  moius tjue  son  résidu  quadratique  ne  soit 
—  I ,  ne  pent  être  rapréienté  par  la  forme  «'-f-^* ,  dans  laquelle 
^  et  y  sont  premiers  entre  eus ,  ou  sont  décompoiablet  en 
deux  nombres  qnarrés  premiers  entre  eux  ;  mais  tons  les  nombiet 
qni  jouiront  de  cette  propriété  pourront  se  décomposer  en  deà< 
quarrés.  Soit  M  un  de  ces  nombres  ,  et  rt  iV ,  ±  iV',  rfc  iV',  etc. 
les  valeurs  de  l'expression  j/— x  (mod.  ifcf)}  alors  par  le  n*  176 

U  forme  Qd,  N,  ^^;^)  sera  proprement  équivalente  k  la  fbrmo 

Ot'o,  i)j  soit  xsssMf-^fii/,  yi=yaf^jy  une  transformation 

propre  de  la  forme  (1,0,  1)  en  la  forme  (aI,  N,  ^  '^^     ,  on 

aura  les  quatre  représentations  suivautes  du  nombre  3/ par  la  forme 
a:*-h/*,  savoir,  a?  =iL«i>y=±}^)  a:=:zp;.,^=±«.(a'.—  n'i8o). 

Comme  la  forme  (1,0,  i)  est  ambiguë^  il  est  évident  que  la 

fonne  Qd,  —'N,  --j^^  lui  est  aussi  proprement  équivalente  j 

et  que  la  prenUàre  se  change  en  la  seconde  par  la  transforma- 
tion propre  xz=^ajf — jS/,  y= — y3^-\-^y ,  d*où  naissent  qufiître 
représentations  de  Af  appartenantes  à  — iV,  x==ta,  j  =  =f:yj 
,  ^  =  qp  a.  Il  suit  de  là  qu'il  y  a  huit  représentations 
du  nombre  M,  dont  quatre  appartiennent  à  la  valeur  N  y  et  quatre 
à  la  valeur-*  i<ir.  Mais  toutes  ces  représeiitati<ms  dmaont  la- même 
décomposition  dû  nombn  M  en  deux  quarrés,  AT»  tant 
qu'on  neeonsidèiu  que  les  quaciés^  et  non  l'ordre  et  les  «î^es 
desracinet* 

Si  donc  il  n'y  a  pas  d'autres  valeurs  que  iVet  —  iV  pour  l'expres- 
sion —  I  (mod.  Af),  ce  qui  arrive ,  par  exemple  >  toutes  les  fois 
que  Jtf  estun  nombre  premier ,  jlf  ne  pourra  êûe  décomposé  quia 
d'une  manière  en  deux  quarrés.  Or  Gomm«  —  1  est  résidu  de  tout 
les  nomb^ premiers  de  la  forme  4'*+  >  (  i^*  108)  »  et  qu'un  nombre 
premier  ne  pent  évidemment  se  partager  en  deux  quaciét  non 
premiers  entre  eux,  nous  anrons  le  théorème  suivant. 

Tbiil  nombre  premitr^  la  forme  4n-f>s  peuiétrt  décomposé 
'€n  deux  ^iÊàrrés$  tt  ne  paU  Pém  que  d^une  êwh  manière. 
Ainsi: 
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ttt  0+  1,    5=:i-t-  4»   »5==  4+  9,   175»  i4-i6, 
99a  4+a5,   37=!  1-1-56,  41  =  16+35,   555=  4  +  49* 
6iasi5H-56,  75is=9H-64  ,  89=sa5-|-64,  97=16-^81, 

etc. 

Ce  théorème  élégant  a  été  donné  par  Fermât ,  mais  Saler  est  le 
piemierqai  Tait  démontré ,.CoiRin*  nop.  Petr,  T,r,ann.  1754^1 
1755.  p,  3.  Dana  le  7.  ,  il  eâste  une  dissertation  tnr  le  même 
tnjet,^.  8  i  mais  alors  il  n*était  pas  parrenn  à  son  but» 

$i  donc  nn  nombre  de  la  forme  4"  +  ^  ne  pent  pas  être  dé- 
composé en  deux  qnarrés»  ou  pent  l*6tre  de  plusieurs  manières  « 
on  sera  sûr  que  ce  n'est  pas  un  nombre  premier. 

Biais  réciproquement,  si  l'expression  |/— i  (mod.Jllf)  a  encoiis 
d'autres  valeurs  que  A" et  —  iV,  il  y  aura  d'autres  représentations 

de  M.  Ainsi,  dans  ce  cas,  M  peut  se  décomposer  en  deux  quarrés 
de  plusieurs  manières;  par  exemple:  65s=:i<4-64si6-f-49* 

liCs  autres  représentations  dans  lesquelles  x  et  y  prennent  des 
valeurs  non  premières  entre  elles  ,  se  trouvent  facilement  par  notre 
méthode.  Observons  seulement  que  si  le  nombre  M  renferme  des 
ikcteurs  de  la  forme  4/>  +  3 ,  dont  on  ne  puisse  pas  le  délivrer  eu 
le  divisant  par  nn  quiuré ,  ce  qui  arrivera  tontes  les  Ibis  que  le 
jMunbre  M  renftrmera  des  puissances  impairei  de  ces  Acteurs ,  il 
ne  pourra  en  aucune  manière  être  décomposé  en  deux  quarrés  (*)• 


(*)  Soit  !«  nombre  lf=ft  .5.a  h  e  ,  etc.,  ouorte  que  a,  b,  c,  «te.  soient 

des  facteurs  premiers  inégaux  de  la  forme  4"*  +  * ,  et  5  le  produit  de  tous  les 
facteurs  premier»  de  la  forme  4n+3',  cette  forme  donnée  au  nombre  Af  convient 
dans  toua  les  cas  ;  pour  Af  impair  ,  il  mJfit  de  faire  f(=o;  si  ilf  ne  renferme  au- 
enn  fiKtenr  de  k  fomo  4"+3>  on  fisra  Szss  t  :  m  S  n*«st  pns  on  qnarré , 
M  ne  ponna  en  aucune  manière  être  décomposé  en  deux  qaaixés  *,  mais  &i  S 
nn  qnarré,  il  y  aura  i  (*-j-0  (^+0  (î'H-O  .  etc.  décomposition»  de  M,  lorsque 
quelqu'un  des  nombres  «,  0^  etc.  sont  impairs,  et  il  y  en  aura^(ce4-i) 
C>+i)i  «te. +1,  quand  tons  les  nomliro  *^fi,y,  etc.  lenmtpain,  tant  qu'on 
ne  fait  attention  qu'aux  quarrés  eux-mêmes.  Ceux  qui  ont  quelque  habitude  in. 
calcul  des  combinaison.» ,  déduiront  sans  peine  de  notre  théorie  générale  la  dé- 
monstration de  ce  théorème ,  auquel  nous  ne  pottTons  MUS  arrêter ,  non  plus  qu  i 
d'antres  ptrticidien.  (  Voyss  iiT  ic^. 
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a*.  Pour  qu*uu  nombre  pnine  être  représenté  put  Ift 
x^-h^y'»  ^  y  étantpremieneiitoeeiiiy  ll^ntqneeenoBibco 
ail  —2  pourrésida.  Soit  doue  Jf  «a  nombte  qni  ait  pour  résidu» 
et  soîtA^  une  valeorde       a  (mod.  M);  alors  (n*  iT^lee  fimnet 

(i ,  o,  a  ),  (m,  ^^^^)  «root  pcopnniMiit  équivilsntet.  Sup- 
posons que  la  première  se  change  en  la  «eeomie  par  k  <ransfi)r- 
mation  propre  xtsuad  +  ^/ ,  y^ynd ^^4/ ,  on  cura  deux 
leptéientationi  «ss jr  es  ^  >  du  nombie  M  appartenantes 
àla  vàknr  1V«  et  il  n'/euaura  pM  d'antres  (n*  x8o  —  i*.)  D'aillenrs 
onToitjfHHW""*  ci^ettus»  que  les  représentations  qui  appartiennent 
^  ..JlVfloiit  «ssd^tt ,  ^  =  =p  j'.  Mais  ces  quatre  représentations  ne 
donnent  qu'une  seule  décomposition  du  nombre  M  en  un  quarré 
et  le  double  d'un  quarré  -,  et  si  l'expression  / — a(mod.  Tlf)  n'a 
pas  d'autres  valeurs  que  JV  et  —  N,  il  n*j  aura  pas  d'autre  dé- 
composition. De  là«  à  l'aide  des  propositions  du  n*  ii6,  on  déduit 
facilement  le  théorème  suivant  : 

Tout  nombre  premier  de  la  jwme  8n  +i  ou  8n-f-S  ,  peut  être 
décomposé  en  un  quarré  et  U  double  (tun  quarré,  et  cela  d^unc 
seule  manière  i  ainsi  ^ 
,ss  xH-  o,    5œb  i+  a,  usa  9+  a^  17«  9+«# 

67=494-18,  73œ  l'+ya,  8fcBi»iH-»»  «9»Ai-f- 

Ce  théorème,  ainsi  que  plusieurs  autres  semblable^  étàttcomm 
de  F«wa<i  mais  £es»»v>^  ra  déuwntïé  le  premier (^aite  des 
BeelierehesArilhmétkpea.19ow.Biém.derAc.deBer^^  177^, 
».  525).  Edler  avait  déjà  trouvé  beaucoup  de  choses  qui  appar- 
tenaient Jt  œ  sujet  (Spécimen  de  usu  obserfaiionum  in  matJiesi 
purd.  Corn.  nov.  Petr,  T.  r/.);  mais  la  démonstration  com- 
plète lui  a  toujours  échappé,  p.  MO.  On  peut  voirausw  ^J^f^^"* 
la  dissertaUon  intitulée  :  Supplemenium  quottoodam  fAawVNM- 
tum  arithmeticorum. 

5'.  Par  la  même  méthode  on  démontrera  que  tout  nombre  dont 
—  3  est  résida  quad.,  peut  être  »apfése»té.par  ia  bm»^^yi\ 
ou  par  la  forme  ax-H-^x^+^/S  ^  "W*"  ^^-^iT'*»»* 
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preimers  cnfre  evn.  Donc,  comme  — 3  est  résidu  de  tous  le*  oomb^ef 
de  la  forme  5/î  -}-  i  (n"  1 19),  et  qu'il  n'y  a  que  des  nombres  pairs 
qui  peurent  être  représentés  par  la  forme  a** -f- -f»  ajï' *  0)\ 
aura,  comme  pins  haut,  le  th^rène  ttiWaiit; 

Tout  nombre  premier  de  la  forme  3n  4-  i  ,  peut  36  décomposer 
en  un  quarré  et  le  triple  (tun  tjuarré ,  et  cela  d'une  seui^ 

1=  i-f-  o,  7»  4-f'  5,  iScs;  i-f-ia,  19=16+  5, 
3i=  4  +  37,  57=xa5-|-ia,  45ssi6-f-a7^  ^^^M-^^^f 
67=64+  3,    73  =  35  +  481  etc. 

Euler  a  donné  le  premier  la  démomtr^on  de  ce  théorème 
dans  le  mémoire  déjà  cité  (  Comm.  nop,  T,  viu.  ).  Nous  pour- 
rions continuer  de  la  même  manière^  et  démontrer,  par  exemple j 
que  font  nombre  premier  de  la  ferme  son  + 1  ^  aoii+8»  aou  +  j, 
aoii+9  (cemcdont^S  eil résidu)  peuTeot  être  lefréMotét  pat 
rme  on  l'autre  des  fermes  âB*+5/*  et  A^+axf +5;^*^  savoir  9 
les  nombres  de  la  ferme  aoji+ 1 ,  sm+g,  par  la  pcemièie  ;  ceua 
de  la  forme  3on  +  5,  aon+7 ,  par  la  seconde;  tandis  que  les 
nombres  doubles  de  ceux  de  la  forme  aon  +  1 ,  ao»  +  9  seraient 
représentés  par  la  forme  a^r'  +  aarx  "4"  3/*,  et  que  les  nombres 
doubles  de  ceux  de  la  forme  2on  +  5 ,  2on  +  7 ,  le  seraient  par 
la  Anne  sf-^-Sy:  mais  chacun  dédoira  &cileipent  cette  propo* 
aitieii,  et  nne  infinitd  d'anties  particnlikes»  tant  de  ce  qui  précède 
que  de  ce  que  nons  allons  exposer* 

Nons  passerons  donc  aux  formes  de  défennlnant  positif^  et  comme 
leur  nature  difière  quand  Je  déterminant  est  quarré ,  et  quand  11 
ne  l'est  pas,  nous  commencerons  par  endqre  ici  le  premier  cai^qne 
nous  considérerons  ensuite  à  part. 

i83.  V^o^i.ku^.Étantdimn^  une  forme  tpaUmw  (*»l>>0 

(do/i*  U  déterminant  aoit  un  nombre  D  positif  etnon  quarré,  trouver 
une  forme  (A,  B,  C  )  qui  lui  soit  proprement  équivalente,  et  dans 
iaquelleB  soit  positif  et  <:y/  D,  et  dans  laquelle  K,  s'il  est  positif 
•«'""A,  si  A  est  négatif,  soit  compris  entre  v'D  +  Bc/j/D  —  B, 

Nous  supposons  que  les  deux  conditions  ne  se  trouvent  pas  réunies 
dans  la  fo/me  proposée^  autre^ient  il  serait  inutile  d'en  çberciier 
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une  autre;  et  nous  observerons  qu'aucun  des  termes  extrêmes  nepent 
êfre  nul  ,  car  ,  sans  cela ,  le  déterminant  serait  un  quarré  (n*  171  ), 
Cela  posé,  soit  ^'s  — (mod.  a') ,  et  compris  entre  {/D  et 
^Dzpa*  (en  prenant  le  cigpe  rapérienr  quand  a'  est  positif >  et 
le  signe  infiSrienr  quand  il  est  négatif)  -,  il  est  aistf  de  démontier 
qne  l'opération  est  possible  «  par  un  raisonnement  '  semblable  à 

eeloi  dn  n*  S.  Soit  ensuite  </g=;  ^  ■  ,  sen  un  nombre  en- 
tier ,  parceque  h"  —  D  =  b*  —  D^aa'  =  a{ mod.  a').  Si  a*  < a', 
on  prendra  encore  b" ^  —  Z''(mod.  a'),  et  compris  entre  \/D  et 

Y^D^a'  (suivant  que  a' sera  positif  ou  négatif)  ,  et  a*  =  — 3 — ; 

si  l'on  B,  a'  <,  a',  on  prendra  encore        —  5 ( mod.  of  )  ^  et 

compris  entre  |/i>  et  ^D^tP^  et  a'^sss  ^     etc.  On  contî* 

Buera  ainsi  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  k  un  terme  a^'^  qui 
ae  soit  pas  plus  petit  que  le  précédent  ce  qui  doit  arriyer 
nécessairement ,  car  autrement  une  progression  de  nombres  entiers 
pourrait  décroître  à  l'infini.  Alors  en  faisant  a^"^  =1  A ,  ^"^=2?, 
^(m-t-i}-_(^^  la  forme  {^A,  C)  satisfera  à  toutes  les  conditions* 
£a  effet  : 

ï".  Puisque  dans  la  suite  déformes  (a,bfa'),(a,b',a),(a',b',a'^,  etc. 
une  quelconque  est  contiguë  à  celle  qui  la  précède  ;  la  dernière 
^A,  B,  C)  sera  proprement  équivalente  à  la  première. 

2'.  Comme  B  est  compris  entre  \/D  et  \/D:^A,  en  prenant 
toujours  le  signe  supérieur  quand  A  est  positif,  et  le  signe  infé- 
rieur quand  il  est  négatif,  il  est  clair  que  si  l'on  fait  y^D-—Bz=:p 
et  £  —  {  \/D  zpA)  =  q,petif  seront  des  nomlnes  positifs» 
quel  que  puisie  être  le  signe  de  \/D  ^A.Otoa  s'aiwnrera  aisé- 
ment que  ^-f-a/^^-H^v^JD^i)-!-^  — 2ï*>  or  le  premier 
membre  est  essentiellement  positif,  donc  le  second  l'est  aussi;  et 
comme -^C",  il  s'ensuit  que  — ^C>o;  maïs  y< 
n'est  pas  plus  grand  que  C,  donc  nécessairement  A  et  C  sont  de 
signe  contraire j  donc  aussi  ,  puisque  B'^D+AC,  on  a  B'<JJ 
et  B<  y/D.  .  - 

5°.  Puisque  D<iB'  et  que  ^  AC-s^D-^B*  ^  on  a  AC  <  D 
(abstraction  faite  du  signe j;  et  comme  A  e^t  non  >  C ,  on  a 

aussi 
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aatii^  '<  j/D}  doac  {/DzpA  sera  positif ,  et  partaltt>  ^  qui 
.compris  entre  |/Z>  et  \/DzpA, 

4%  Donc,  à  plus  forte  raison,  \/D -i- B  =p  A  >  o -,  et  comme 
l/i> — BdsA^^q ,  ç  <,o,±:yi  sera  compris. entre  les  limites 

Êxemple,  Soit  la  forme  (67,  97,  140)  dont  le  déterminant  est 
agj^on  «rbuTera  la  suite  des  Formes  :  (67, 97, 140),  (140,  —97, 67) , 
(67,-57,30),  (ao,  — 5,  — i),  (— x,5,4).  Laderiùère  est  la 
finmie  cherchée* 

•  •  *  .  ' 

N9i»«^pelteroDs/<7/7^«  r^dkiâMlet  formes (^,^,  c),  dans 
lesquelles  posiaTenent «  est  compris  entre  y^D-^B  et 

VD  —  B,  B  étant  positif  et  <  V/>,  et  le  déiêrqiio«nti>élant 

positif  et  non  quarré.  Ces  formes  réduites  diffèrent  un  mu  de 
celles  dont  le  déterminant  est  négaUfj  mais  à  causé  de  leur  grande 
analogie ,  nous  n'avoûs  pas  voulu  introdoice  des  dénomifiatioiA 

difTéientes. 

184.  Si  l'on  pouvait  reconnaître  l'équivalence  de  deux  fbnÎMl 
fuites  de  déterminant  positif,  aussi  facilement  qnc  nous  l'avons 
Sut  ponr  eellés  de  déterminant  négatif  (n-  17:.).  on  reconnaîtrait 
^sanS  RMne  l'équivalence dedeuz formes  quelconq ues  de  déterminant 
»^tîÇ:i«tt^ici  Uo|Mç^  peut  arrive^ 

q^'un  grand  nombre  de, ftw^»  rfduîtet  «Pient  .éq„fvalpntes  entre 
elles.  Ainsi,  avant  d'entreprendre  .cette  ijehetph^s^iUsk  néceâ. 
saire  d'examiner  plus  à  fond  la  nature  des  forraes.iiduîiei  (L 
détermmant  positif  non  quarré,  ce  qu'on  doit  toujpw'ioiij^lenii» 
dans  ce  que  nous  aurons  à  dire  ).  *   "  '  .  •    .     '  ^^'^ 

'10     '  •  • 

v\Sx(a,b,c)  est  une  forme  réduite,  d  ef  c  aariotrde  siinie 
.contrairei  car  en  nommant  D  le  déterminant,  ùit  ti^aezxsiC^^ 
et  partant  négatif,  puisque  Z»<  v'ÎJ.  >  ^\  •  / 

a».  Le  nombre  C  pris  po«tivement,  est,  aintf  ^e  q,  coàinii. 
entre  V/I>^^  et 

fcite  da  signe ,  c  sera  compris  entre  =  ^jr^  ^  ^ 
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.  3'.  I|  «pît  àf  )à  que  (c ,  b ,  a)  e»t  *u?8i  une  fapmf  ir^duile.  • 
4«.  aet  c  seront  <  3\/D-j  car ^acnp  d'eux  çst  <  |/D<i^ à,  et 
i  plus  forte  raison  <  ^\/D. 

5".  est  compris  enUe  et  j/Z)q=(ï  (eu  prenant  le  signe 
•opërienr  lorsque  a  est  podlif ,  et  le  signe  iD^érieur  quan^  il  e^t 
négatif).  En  eff^t,  çomiQe  dba  est  com|»3t  «n^e  ^D+à  et 
i/Z>— on  ançà  db;à  b>  f^iT-^'^f  <^  :  d'aîîleart 

B  <  \/B  ',  éonc  b  est  compris  èn^é        et  y^ll.spa.  Qn  Jénio^* 

trerait  absolument  de  la  même  manière  que  h  tÈt  compris  eotlQ 

|/D  et  y^Dzpc  (suivant  que  c  est  positif  ou  négatif). 

6^.  Pour  toute  forme  réduite  (a,  h,  c  )  ,  on  peut  en  trouifer 
une  également  réduite  qui  lui  soit  contigu  'c  par  l'une  ou  i'aiitrc 
partie;  mais  on  n'en  pourra  trouver  qu'une. 

Soit  a'z=c,  V = — ^(mod.  a'),  et  compris  entre  |/Z>  et 

^Zl.sfsa'j  «^tssi-^*,  la  Ibnne  Ça',  b%  «r>ter«  ocotigoe  pac  Im 

émikte  partie,  à  la  forme  (a,  b,  c)  ;  et  il  est  clair  que  sH 
mUté  une  Soti»e  réduite  cootiguë  à  la,  forme  (a,  b.,  <r)  par  la 
dernière  partie,  elle  ne  peut  être  autre  que  (a',  1/,  cf)}  11' teste 
à  faire  voir,  que  çette  forme  est  effectivement  réduite. 

{A),  Soit  fait  4- *  =p  a' =/; ,  rh^  — (  ^/Z} —3)  =  ^, 
y^D— =  il  suit  de  la  définition  des  formes  réduites  de  (a*), 
qne  p,  q,  r  sont  positif)  et  si  l'on  fait  encore  b' —  y'(Dif:a')=:q', 
^D'^V^ssrr^ ,  <f  tii*  seront  positifs,  puisque .2^  tombe  entre 
^  ^D^za*\  8oit  enfin&-|-d'»sfe)iH>fs  us  wra  entier.  Or  II  eit 
clidr  que  pJ^if^sh-^V ,  d*o&'  il  suit  que  ^jntf'>o,  et 
partant  m>o»  et  m  — i  non  <o;  et  comme  on  a  encore 
r4-v'=fcma'  =  2i'dba',  d'où  Ton  tire  3^ssr4.^^a'(m— i), 
il  s'ensuit  que^'  est  néoessaiiiment positif  et  comme  if^^H^-^, 
que  V/-D. 

(^),  Or  on  a  r=fc  nw'=  v//> -I- d'où  rdb(in  — .  i  ^j'sai 

donc  y/D-^b>dza';  d'ailleursy'==fcu'— (i/i>— 
donc  =ba  >v/iU-^^'>  donc  eniîaaba'  est  compris  entre  ^U-^i 
^t  y/D-^b. 

La  forme  (a',  ô',  i/)  est  donc  une  forme  réduite. 

On  démontrera  de  la  même  manière^  que  si  l'on  £ut  'a^a^ 
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'h ar"^(nsoâ.  'c),6t  compris  entre  \/D  et  ^Dspc ,  'a  =  — 

('a/^^'tf)  fera  une  fbnne  rédoite.  Il  est  manifeste  d'ailleurs 

qu'elle  est  contiguë  par  la  première  partie  à  la  forme  (<i,  b,  c), 
et  que  aulle  autre  forme  réduite  ne  peut  jouir  de  la  même  propriété. 

Masemple,  Soit  la  forme  réduite  (5,  11,  —  i4)  dont  le  déter- 
minant est  191  »  on  trouvera  les  réduites^ — 14»5,  i3)  ( — 12,  9,  5), 
dont  la  première  est  contiguë  à  (5,  11,  — 14)  par  la  dernière 
partie ,  et  la  seconde  par  la  première  partie. 

7°.  Si  la  forme  réduite  (a',  b',  c')  est  contiguë  par  la  dernière  par- 
tie à  la  forme  (a,  c),  la  réduite  {c',  b',  a')  sera  contiguë  par  la 
première  partie  i  la  fédoite  (c,  b,à),  et  ti.  la  réduite  i'a/b/c) 
est  oontiguë  par  la  première  partie  i  la  réduite  (a,  b,  c),  la  ré- 
doite Ço,  'h,  *a)  teia  eontiguS  par  la  deraiice  partié  à  la  rédiÀte 
(c,  b,  a).  Or  les  formes  (—'n,'^,—'©),  (— «,  b, — c) ,  ( — a',  c^) 
Seront  des  réduites ,  et  la  seconde  sera  contiguë  à  la  première , 
la  troisième  à  la  seconde ,  par  la  dernière  partie  *,  ou  bien ,  la 
première  sera  contiguë  à  la  seconde,  la  seconde  à  la  troisième» 
par  la  première  partie.  Il  en  est  de  même  des  formes  ( — c',  i/ — a'), 
(— c,^,  —  a),  ( — 'c,'b,  —  'a).  Ces  vérités  sont  si  évidentes^ 
qu'elles  n'ont  pat  besoin  d'explieatioa. 

iB5.  Le  nombre  des  formes  réduites  d'un  déterminant  donné  D 
^st  toujours  fini;  et  elles  peuTeât  se  trouver  de  deux  manières. 
Bopréientom  indtffiwinwnt  par  (a,  bi  c)  tentet  Im  fiinnat  védnitei 
dont  lé  détenoluant  eiti>#  «morte  qu'il  s'agisse  de  tronrer  tontet 
le*  Tateun  i»a,h,e* 

Première  méthode.  On  prendra  ]poat  a  tout  les  nombres  plot 
petits  qne  ^y/D,  toit  potitiTemeet ,  toit  négativement  «  dont  D 

est  résidu  quadratique ^  et  pour  chaque  valeur  de  a,  on  fera  b 
éffl  aiis  diffîbreotet  valeurs  de  l'expression       (mod,  a)  comprises 

entre-       et  et  d'3s;^-~^.  S%  en  riMte  quelques 

fttmesdans  lesqnelSêftdbsa  sortb  des  limites  {/D-j-b  et  ^D-^b, 
illfandrales'réfeter, 

'  ihûxÙ^  métJtàdç*  On  prendra  ponc  b  loi|S  let  n^mbrei^  pe^tlfii 
<)<^^>  pour  chi^pi»  Talent  de     oii\ddeompoieim  èF^D  de 
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toufae  les  manière!  postible»  en  deux,  ftcteun  qpj,  loienft  eomptk 

entre  {/D-^è  et  ^D  —  bi  abstraction  faite  du  signe,  et  Pou 
fera  l'un  d'eux  =  a  et  l'antre  =  c.  Il  est  évident  que  chaque 
décomposition  en  facteurs  donnera  deux  formes^  car  l'un  quel- 
conque des  deux  facteurs  peut  être  pris  pour  a ,  et  l'autre  pourc 

Exemple.  Soit  JD  ï=  79  ;  par  la  première  méthode  ,  on  trouve 
pour  a  vingt-deux  valeurs  :  rit  i ,  a,  5,  5,  6,  7,  9,  10,  i3j  i4>  i5, 
d'où  résultent  les  19  formes  suivantes  : 

(  1,8,  — 15),(  3,7,~i5).(  5,7,  — io),(  5,8,—  5),(  5,7,-6), 
(  5,8,-  5),(  6,5,-  9),(  6,7,-  5;,(  7,5.-io),C  7,4,-9)* 
(  9»4.—  7),C  9-5,—  6),(io,3,—  7),(io,7,—  3),(i5,i,— 6), 
(i4,5,~  5;,(i5,a,-  5;,(i5,7,-  a),(i5,8,-  1). 

On  en  trouvera  encore  autant  en  changeant  les  signes  des  femiM. 
extrêmes,  par  exemple  :  ( —  1,8,  i5),( —  a,7,-f-i5),  etc.,  en- 
dorte  qu'on  en  aura  trente-huit  en  tout.  Mais  comme  rt  a  doit 
être  compris  entre  les  limites  v^Z^-f-^  et  —  b,  il  faut  rejeter 
les  six  formes:  C=t:i5,  i,=p6),  (=bi4,  3,  q=5),  (dbi5,aqp:5)  ; 
et  lef  .freoterdeux  qui  restent,  fbrmenl  tootei  les  fenuM lédaites.  • 

Par  la  seconde  méthode,  oq  déduit'  Idi  inènes  formes  dans 
■l'ordre  suivant:  .  •  , .  ^  ■  » 

(db7,3,q=io),  C±io,3,=t:7),  C=fc  7»4.=f=  9),C=^  9'4=F  ?)* 
(db6,5,=p  9),(±  9.5,=f:6),  (=t  3,7,=pi5),  (=fc  3,  7,1:^10), 
(±5,7,=p  6),(±  6,7,=F5>,  (d=io,7,=F  3),  (± i5,  7,=^:  2), 
(=hi,8,=Fi5),C=fc  3,8,=f:5),C±  5,8,=p  5),(rfci5,8,=p  i).* 

186.  Soit  F  une  fornie  réduite. de  déterminant  D ,  tt  la  forme 
réduite  F  contiguë  à  par  la  dernière  partie-,  soit  dl»1iiii&ie*I« 
réduite  contignë  à  F',  F*  à  >*,  etc. ,  il  est  clair  que  toiites  leH 
ibrnies  F,  F,  F'f  elc;  sont  absolument  déterminées,  et  qu'elles 
sont  proprement  équivalentes  entre  elles  et'  à  la  formé  F*  Mais 
pgimy*  le  noooibre  des.  formés  réduites  de  déterminant  donné  est 
toujours  fini,  il  est  manifeste  que  toutes  les  formes  F,  F',  F",  etc. 
ne  peuvent  pas  être  différentes.  Supposons  (jue  F<"^  et  F^""**'  soient 
identiques,  jF^— •>  et  jFt'^**-»'  sont  réduiles  et  contiguës  par  là 
première  partie 'i'  la  même  forme  réduite  ;  et  partàili  identiquès , 
on  â  de  mê■eJ«-^sl^P^^-*),^clt.>  M  Wlfid  J^i^^.^Alnèt 
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dans  la  progression  F,  F",  F\  etc.,  pourvu  qu'on  la  continue  asses< 
loin^  on  rvtronvera  enfin  U  forme  F;  et  li  noui  supposons  que> 
F^  Mit  la  premièfe  identique  avec  F,  c'est-à-dite  que  tontes  let 
fixmes  F,  F*,..  .F^*"'^  soient  différentes  de  F,  il  est  aisé  de  Toir' 
que  tontes  les  formes  F,  i^*,. .  .Z*^""'^  seront  dififérentes  entre; 
elles.  Nous  appellerons  l'ensemble  de  toutes  ces  formes  /a  période 
de  la  forme  F  j  si  donc  on  continue  la  suite  après  la  dernière  forme 
de  la  période,  les  formes  F',  F*,  etc.  reparaîtront  de  nouveau,  et 
la  suite  entière  sera  composée  de  cette  période  répétée  à  l'infini. 

La  progression  F,  F*,  F',  etc.  pent  aussi  être  continuée  en 
sens  inverse,  en  pla<jant  avant  la  forme  F  une  forme  'F  qui  lui 
soit  contigu'é  par  la  première  partie,  avant  celle-ei  une  forme 
F',  etc.  On  aura  de  cette  manière  une  suite  de  formes  infinie 
dans  les  deux  sens» 

'.....-F,  'F,  'F,  F,  F,  F,  F,  , 

et  l'on  verra  facilement  que 'F  est  identique  avec  *F  avec. 

/TC-*)^  etc.  et  que  parcooséquent  la  suite,  est  aussi  formée,  vets, 
la  gauche ,  de  la  période  de  là  ferme  F  répétée  à  l'infini. 

'  Si  l'on  attribue  aux  formes  F,  F',  F',  etc.  'F,  *F,  etc.  les  in- 
dices o,  I,  a,  etc*  —I,  —a,  etc.,  et  généralement  à  la  forme 
F^  l*indioe  «»»  è  la  îam^F  rindice  —^m,  il. est  çlajr  jqus 
des,  formes  qMtelconques  de  la  suite  seront  identiifûes  où  ^fé- 
renies t  sêion.que  leurs  indices  soiU  congrus  ou  incongrus, 
suitfont  le  module  n.  II  ne  faut  pas  confondre  les  indices  dont  il 
est  question  ici ,  avec  ceux  du  n"  Les  premiers  M  SOat  que 
des  accens ,  et  les  derniers  de  véritables  exposans. 

Exemple.  La  période  de  la  forme  (3,  8^  dont  le  détep> 

rainant  est  79,  se  trouve  ainsi  être  : 

(5,8,^),  (—5, 7, 6),  (6^5,— 9),.(— 9, 4, 7),  (7, 5,— io),(— 10,  7, 5)i 

après  la  dernière,  la-  premiècc(  <S,'8f  —5)  repanft,  et-  1*011  a 
ici  isasfi. 

'187.  Ydei  encore  quelques  observations  générales  sot  ces 
pétiodes.  • 

.j%  Si  les  formes  F,  F^,  F/eÊeJ  'Ff  'F,  etc.  sont  présentées 
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«^onuntU  ioii:  (a,  b,  —a  ),  (—a',  b\  a"),  {a',b',  — a')^etc. 
(—■'a,     «),  (•«,     —a),  (—'a,  etc.  tout  Im  nomb^ 

a»  if 9  a',  a",  etc.  'a, 'a, 'a,  etc.  amont  le  tD^me  lipie  (n*  «84^1*.), 
et  I«»  nombre»        l^,  y,  ete.  etc.  tecoat  «irnupirment 

a*.  Il  Mit  de  là  que  le  àaaAm  n  des  forme»  de  Ifl  période  est 

toujours  pair;  car  le  premier  terme  d*une  forme  quekon<|eè 
de  cette  période,  aura  évidemment  le  même  signe  que  le  premier' 
terme  de  la  forme  F  si  m  est  pair,  et  le  signe  contraire  si  m 
est  impair)  or  F  et  F'  sont  ideatiqoeSj  donc  n  est  ua  nombre 
pair. 

3°.  Dans  le  calcul  indiqué  (n*  184 — 6^.)  ,  ponr  frouyer  let 
difiërentes  formes  F,  F",  F',  etc.,  au  lieu  des  expressions 


.,      a»»Œ:-y-,  etc. 


on  peut  substituer  les  suivantes,  qui  sont  plus  commodes,  lorsque' 
est  im  grand  nombre,  et  qui  s'en  déduisent  facilement: 

4*.  XTne  forme  quelconque  F^'^  contenue  dans  la  période  de  F 
conduit  à  la  même  période  qu'elle;  ensorte  que  la  période  de 
cette  forme  sera  F^'\  F^^'^'K .  .F^'-'^  F,  F'. .  .F^*r»>,  dans  la- 
melle les  mêmes  formes  reviennent  dans  le  même  ordre,  et  qui 
ne  diffère  de  la  première  que  par  le  comiilencement  et'  la  fin. 

5".  Il  suit  de  là  que  toutes  les  formes  réduites  de  même  dé- 
terminant D  peuvent  être  distribuées  en  périodes.  On  prendra 
une  quelconque  F  de  ces  formes ,  et  l'on  cherchera  sa  période 
que  nous  désignerons  par  P*  Si  P  n»  ttà&ao»  pUM  tontes  les' 
fikiteiee  lédiiites'  dont  le  dilefininant^  B',  uHléS  mnrderfbknles/ 
q|ttin'yeil(pfteoiiteniie'r«t  Q.stt  période,  il  est  clair  q|ieJPe<  Q: 
n*ont  aucune  forme  commune,  car  autrement  G  serait  flcmteousr 
dans  P  et  les  périodes  coïncideraient.  Si  P  et  (>  n'épuisent  pas 
encore  toutes  les  formes  réduites,  une  de  celles  qui  y  manquent 
fournira  une  troisième  période  R  ,  qui  n'aura  aucune  forme  com-^ 
mune  avec  P  et  Q,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qiie  Wtes'Ies 
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îoTtoH  rédnUat  soient  épuisées.  Ainsi,  pa?  fluemple,  les  &miet 
iMoitet  dont  k  Mterminaot  est  79  te  diitribnent  en  iii  périodes, 

1 ....  (i ,  8,  —1 5),  (—1 5, 7,  a),  (q,  7,  — 1 5),  (•— 1 5, 8, 1  ). 

e. . . . (— 1 , 8,  i5),  (i5, 7,— a),  (—a,  7,  lô),  (i5,8»-^i}. 

5.. ..(3, 8,-5  ),(  — 5,7,6),(6,5,— 9),(— 9,4.7).(7,3,— io),(~io,7,3). 

4....  (—3,  8,  5  ).  (  5, 7>        (—6. 5, 9),  (9, 4,  —7).  (-7. 3.  '<>),  (10. 7,  —3). 

5. ... (5, 8,  —3  ),  (—3, 7,  io),  Oo. 3,  —7),  (—7. 4, 9>»  (9. 5,-6).  (  —6, 7, 5). 

«. . . .  (—5, 8, 3  ),  (3. 7,  -rio),  (—10, 3, 7).  (7. 4,  —9),  (—9.    é).  (  S.  7,  —5). 

6".  Nous  QOQimeroes  formas  associées,  oelles  qui  sont  com> 
posées  de«  nciêmes  f ermes ,  mais  placés  dans  in  ofdte  Inrer^B  , 
eonuiie  {a,  k,  —^«7'  {-^^>  ^»  ^  '^«^'v  ftcileinent 
(b*  184,  7^)  que  si  la  ftériode  êm  kl  ferai»  rédvife  F  ei/tP,F^^ 
^,etCf,  qne/soit  associée  à  F,/'  à  /'  à  etc. 

/C-O  i  à  /T',  la  période  de  /  sera  /,  .  ./f— \ 

et  contiendra,  partant,  le  même  nombre  de  formes  que  la  pé- 
riode de  F.  Nous  nommerons  périodes  associées  celles  qui  sont 
ainsi  composées  de  formes  associées.  Les  périodes  3  et  G,  4*^^ 
de  l'exemple  précédent  sont  dans  ce  ca9-U«  ' 

7°.  Mais  il  peut  arriver  anssi  que  la  forme/ se  tïoiive  eHe-méme 
dans  la  période  de  son  associée,  comme  aux  périodes  i  et  a  de 
notre  exemple,  et  que  parconséquent  la  période  de  la  forme  JP 
coïncide  ^Y^o  qcUe  de.  la  bime  /,  c'eit*à-dic»  <|iio  /s  période  ée 
iajormet  9^etle-mêne9maéÊoeiéek.  Toolct  les  Isi»  qve  oelto 
ckcooitBnce  a  liot;,  la  périodaaenftnN  deux  fimet  «BbignSs.  8op- 
posoQA  en  efièt  qne  la  période  de  la  forme  F  contienne  an  formes, 
ou  que  F=:iî'C««).  Soit  a/n-f-i  l'indice  de  la  forme  f  dans  la  pé* 
ri  ode  de  F  (car  F  et  f  ont  leurs  premiers  termes  de  signe  con- 
traire, (a'.),  c'est-à-dire  que  et  F  soient  associées}  il  est 
évident  qu'alors  F'  et         seront  aussi  associées ,  de  même  F*  et 
F^O,  etc.,  et  partant  JfW  et  F^'\  Soit  F^-^a^'^  i^W^ï), 
-P**«>=(^a^>-*'>,           a<^*0).  on  auia  êfi^^J^^'^mo 
(atod.a<^*3)  ;  mais  parla  définition  des  fermes  assoeiées^^i''^*^'^ 
donc  a*t""^">=o  (raod.             c'est-à-dire  que  la  forme  S^'i 
est  ambiguë.  De  même,  les  formes  T*"^'"'  et  sont  associées, 
donc  aussi             et              /rc             jpi*—  )^  çjg,  enfin 
F^^*^  et  /î^--^"*»)^  dont  la  dernière  sera  ambiguë,  comme  on 
le  prouTera  par  un  raisonnement  semblable.  Mais  comme /^i^i 


Digitized  by  Google 


i68  AECPiiERCHE^ 

^  }n4-)l4-i  sont  iucpograa  -fiiîTaiit  le'iiiodole  sn,  lèi  fimnet 

0t 0  ne  seront  pas  identiques  (n'  186,  où  n  représente 
èè  que  représente  ici  2n).  Dansia  période  i ,  les  formes  (i,  8,  — 15), 
(3,7,  — 15)-,  dans  la  période  a>  les  formes  (— 1#  ô,  i5)» 
( — 2,  7,  i5)  sont  ambiguës. 

8%  Réciproquement,  toule  période  qui  renferme  une  forme 
ambiguë  sera  elle-même  son  associée.  En  efiët,  on  voit  aisé- 
ment que  si  F^"^  est  une  forme  réduite  ambiguë,  sa  forme  asso- 
ciée, qui  est  aussi  réduite^'  lui  sera  en  même  temps  coutiguë 
par  la  première  partie,  o'eit-à-dira  que  p^^^  et  .F^  sont  as* 
sociées*  Mais  alors  topte  la  péeiocle  sera  elle-mèma  son  .associée; 
n.  soit  èà.  U  que  dans  une  période  ,  il  faut,  néoessairemenf  lioll 
y  ait  plu8.d*ane.  fatan  ttnbigpi;  .mais  U  ne  peut  y  en  avoir 
pins  de  deux. 

En  elfot»  snpposons  que  dans  la  période  de  la  formé  F,  il  se 

trouve  trois  fbnnes  ambiguës  ;  Xy/»,»  étant  <3n» 

et  inégaux.  Alors  le»  formes  F ^''""'^  et  F^*"^  seront  associées;  dé 

IpAklie  J?^*^*^  eti?^''"'"'^  etc.  et  enfin  i?"  et  2?^*^*^  par  la  môme 

>aiiDny  F  et  F^"^^^,  F  et  F^*'""*^  seront  associées.  Donc  te» 

formes  F^**"*\  F^^""'^  F^?'~*^  seront  identiqaes,  et  partant 
Jeurs  indices  seront  congims' suivant  le  module  ^n  -,  donc  aussi 
\x^fi^9  (mod.  an},  ce  qoi  est  absurde,  puisquUl  est  évident 
qa'M  P*J  A  P'^'  ^^^^  nombres  différons  congrus  suivant  le  mo- 
.. duie. 3» »  et  plus  petits  que  lui. 

-  188.  Comme  toutes  les  formes  de  la  même  période  sont  propre- 
mcrit^ équivalentes,  on  est  porté  naturellement  à  chercher  si  deur 
.  formes  prises  dans  des  périodes  différentes  peuvent  être  équiva- 
lentes. Mais  avant  de  prouver  que  la  chose  est  impossible,  il 
est  nécessaire  que  nous  nous  occupions  de  la  transformation,  das 
formes  réduites.  '  ,  , 

Comme  dans  ce  qui  va  suivre  il  sera  souvent iquçfitipn  . 4^ 
transformation  des  formes,  et  afin  d'éviter  (iiitimtqqnieéKpowJjl^ 
ïa  pVollilté,  nous  nous  nervirons  .  doi;én^va^  ,dft  Ift  maiR^  «4- 
'VtuÀé  d'écrite.  Si  line  forme  tjr^2M,SrH-ffp..99u^''f^^ 
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en\a>^!tmR  Ijc^f'^amay-j-nypûr  la  substitution  X:;;=f(3LX+^y, 
Vz==.yjt^$'.y:  t  nous  dirons  plus  simplement  que  (Z<,  M,  JS)  se 
change  en  (/,  m,  n)  pax  la  substitution  a,  /3,  5  ,  De  cette 
manière  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  représenter  par  des  carac- 
tères particuliers  les  indéterminées  des  formes  dont  il  sera  ques- 
tion; mail  il  effe  clair  qu'il  fiufe  bien  distingaer  dans  toutes  ley^ 
format  la  ^emièr^  ^  la  seconde  indéterminée. 

Soit  proposée  Ift  fi>rme.  réduite  (a,  b,  — ^)^/  et  dont  le  dé- 
terminant est  11}  on  formera  comme  aun*  x86  une  suite  dé  formes 
rédnitM  c|i^i  ^'étende  indéfiniment  dans  1^  detut  leoSj 
/,     y*. .  • .  ensorte  que  Ton.  ait 


paisoas 


Ilieil'>àlai#qulB  ti  fèif tUdbûIè  leîi'nombiei  i^;  «fv  éic.//r,  /6^;  ett; 
ffar'le  Hié^n  dèi'rêlâliÔÉi#'siiifitnljln''(^^  ■:  ■  -i 


k'=stf.....;..j|8'éi-i........... 

/Ô'^'saA"/»*— jS"; . . . . . 


-  '  '••'^éies 


....*• 


J'*  5B^     •  •  .  ,1  • 


.  •  •  • . 


etc.  i 


eitc.  •  ^ 


**»  fi^t  >%  J^* 
etc. 


/.  se.  ç^ane^a  en        y  par  la  substitution 

(etc.  ) 

et  tontes  ces,  transtorma^ons  seront  propres. 

-  Comme  yse  change  en  f  par  la  substitution  propre  o,  i,  i,  A 
(n*  161),  /  se  changera  en  /par  la  substitution  propre  h,  x,  — 1,0; 
par  la  cç^e  ji;aiion^,  s^  changera  pn  '/  parla  sti.b$tit||4\on. propre 
'h,\f  —I,  o,  y  en  ypar  la  snbstitation  propre  'A,  i,  — i,  o,  etc.; 
de  là,  et  au  mojen  du  n*  iSq,  on  dt^dulra  commfi  aun*  177  les 
relatioot  sui?antes  eptva  etc.  'fk^  etc. 

Y 
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■a=Vft— 'a.. 

'  ete*' 


/  le  changera  en 


RECHER  CHES 


*jS  • .  •  • . 
^  — — -  fit»  •  •  t  •  • 


/  —— I  •  ♦  «"O  »'•  • 


•etOt 


i  ««le.:»- • 


par  ta  substitution 


a. 


et  fontes  eet  frantfennationt  seront  prôpres. 

Si  l'on  fiit  «ts^i»  /Sfss'o,  ys=à,  ^==i ,' ces  nonobres  auront 
la  même  célàilloii  àVee  la  fonmt  f  que  a.*,^\  y*,  ^  avec/'. 
«%  9^9  >%  forme/',  etc.,  V  avec  -^ç  etci 
Ç'estrà>dire,  qvie  par  la  substitution  <x,  /S,  ^«  «T,  J»  forme^/pie 
change  en  f\  rtiais  alors  les  suites  rf',  a*,  a*^,  etc. '<t,  *<x,  etcrj 
par  l'inlercalation  de  a,  se  joindront  parfaitement,  et  n'en  fef 
ront  plus  qu'une  seule  allant  à  l'iulîui  dans  les  deux  sens,  et  dont 
tous  les  termes  suivent  la  même  loi  :  ,,,'a!,  'tt,  '«jj  et,  a*,  a*,  oi,'..m« 
La  loi  de  cette  suite  èfticelle*ci::   "  '  

i^'Tr"*,  '*4.«'=A<£,  «+*'=AV,  ct'4-<t*=AV,  etc. 

ou  généralement,  en  regardant  l'accent  négatif  ^çrit  à  droite 
comme  l'accent  positif,  écrit  à  gauche,  a<^"'-'^-f-a("-^'>==/it"'V"'\ 

De  même  la  suite  '/3,  '/3,  /3,  jS',  jS',  etc.  sera  continue,  et  la  loi 
de  ses  termes  sera  j80"-O^^-*->>— /j(m+o^(-).  ^eUe  suite  est  la 
même  que  la  précédente,  en  rempla^nt  'a  par       a  par 
«'  par'  /8,'etc;  '  ^  ,    *  » 

La  loi  de  la  progression  'y,  'y^  y,  y* ,  y',  etc.  sera 
><^*^+>^*'s=aA^><^,  et  celle  âe  la  progressidn  :  V;^«r,  «T, 

é',  etc.  sera  if<^>>4*^Ç-'*-'»«B/i^^\IH  tate' 
ralement  .4r<f>s>^».  l- 

•  Mxcmph*  La  fonae  0,  S»,  •^5)bdb/ie''changèrà  a&id 

" .  -     •  •  -     .    •     ■  "  •         ^  ■     •  ■    •    ■  • 

•  •  «  i  .;        ..  •     <  •   '        ..'  .  ;    t  'il  n'j  ;.      •  :   i,       >     .    •  < 

.•  e  •  .   '  .  *•       I    '  "  .iC  r<itf»j  ....;...»'.      •  I 
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^*        A'VégÂr^' des 'bàlciits'  précédent,  nous  ferons  pliisieun 

remarques.  "  '* 

».  •  ■  . 

t*.  Toos  les  nombres  a,  i^yifi  ete.  'a,  *a,  e(e.  auront' le  mÂme 
ûga»,  lous  les  JH>mlM»  b,  iffi^j  eto».%  'à,  etc.  seront  posi- 
tifs,  et  leii  9fti9bret:  ^^7t,  'A,.         ^V.elc.  seront  altei-Dati6  , 
c'est-à-dire  ,  que  si  a,  a',  etc.  smt  tOM.positift,  A^^  ou  ^-Vi  sera 
positif  (juand  m  est  pair,  et  négatif  quand  m  est  impair;  et  le 
contraire  aura  Jieu,  si  a,  ^,  etc.  Sdrit' tons  Tîégatifsi    •  .* 
3».  Si  a  est  positif  et  partant  /i'<o,  /»*>o,  etc.,  on  aura 
<o»  *'=/iV,  <o  et  >  on  =ct'-,  a"  =  AV— 
>  0  et  >a%  puisque  A'a*>o  et  a<o;  x"  =ih"'a.'' —  a.' ,  >  o  et 
i>«^ypuSsqué  fr-'a'^  >  o  et«'<o/ctc.  Ou  conclut  de  là  facilement 
=  que  lés  tonnes >4e'  In  nilfe  «,  ete.Tont  toujours  en  aug- 

inentant^  et  qn*il'  y  en  a  toujours  deux  po«lti&  et  deux  n^ti&  < 
alternadrement,  et  de  manière  que  a^^  a  le  signe  —,  —, 

suivant  que  m~o,  i,  a,  5  (mod.  ^)\t\a  est  négatif,  on  trouvera 
par  ixn  raisonnement  sembùble  que  les  termeSTOnt  «tt  augmen- 
tant,  et  que  le  signe  du  terme        est  t^-».— ,  — y'-f-i.-SttiviWit 

quev»^,  i,j^5  (owd..4J.  ..... 


Digitized  by  Google 


1^1  EECITTr'îlCHES;  \ 

5».  On  trouve  de  même  que  les  quatre  suites  infinies  a',  a',a*,etc.  ; 

y,  y'iV*  ^»  5'*  >»     «^cv  ▼oBtwi  aug- 

inealftnt,  ainsi  que  les  suivantes, ^ni  Jenr  sont  . équiralantès , 
jB,  cte.j       iT,^',  etcî  /3,      '/3,  etc.;  cT,  V,  V,  etc., 

•t  suivan<;i:qn»-<i»^o,  i,  a,  3  (iqod,4),.Ie  signe  dé  àC-?  est: 

dl^^-T«^  celui  de  jS^Tï  :  =fc,  — ,  +»  «lui  de  >^->: 
±,-4-,  ^,—5  celui  de  J^"); -r-,  5*=  j  celui  de  : 
4-,  ±,  -r^,        celui  de  ^-'>^:  qp,  +#  .=*î*  —î  celui  de  f'">>  : 

—,  =fc,  4-;  celui  de  :  -h*  =F*  "r-,  =t;  cn  prenant  les 
signes  supérieur»  quand  a  est  positif,,  et  .les  infiSrieUrs  quand  a 
est  négatif.  Il -est  sortont  important  4^  r9«QnN|ner  qiie  indi- 
quant-wi  *«coent  pcidtif quelconque,  n^  f^.  >^  anrqotJei  BiêttiM 
signef- quand  a-,  est.  |)os&ttf,  et  des  signes  contraires  qvand  a  est 
iié^f}  il  en  est  de  même  pour  et.  et  .1^  çontcaire  a 
lionvponr      -et  «^ïj',       et  t^>«r. 

•  4*.  On  peut  présenter,  d'après  la  notation  du  n'  3a ,  les  valeiirt 

de  a^"',  /3^"^  etc.  En  posant  q=fc'=A',  dszh'^k',  :^h'=k',  etc.; 
^hs=k,  zp'h='k,  Ti='hz='k,  etc.,  dç.manièfeque.A'y. Af'^.eUî., 
A,  'A,  etc.  soient  positifs,  on  aura 

Quant  aux  signes,  ils  dolyent  être  déteçtoipé»  ^'^|ir^  qiji 
Tient  d'être  dit  (5*).  Àumojèn  deciss  formules ,  dont  nous  omet- 

'tons  la  démonslrotion  paicequ'cUè  est  irès-facile,  le  cfjçd  4o. 

•Tient,  extrêmeinérit  ttmjAo.  ;      ;  /.  '    ;  "    '       V  /. ."  J^*- 

.    toQ.  Xéiiiib.'  5i  ra,.3is»  ni^*«n>-N    ^ÀéaigHei^t  ifes  ntmhifs 

•  gi^queleonifii09,  mai$  Uh  ^.autm  des  trçit  dfirni^,,ne 

soit  =o,  que  soià  eomptis  enirt  ~  et"^,  ei^oH  )àt 
ma'— nm'==f:i,  le  dénominateur  f  sera  plus  grand  que 'nMtt. 

'  En  efet /t*nn'  sera  compris  entre  »mn'  et  vm'n,  et  partant 
différera  de  chacune  de  c^s  limites  d'une  quantité  plus  petite  que 
leur   propre   différence,  aimi  mn''^m'n>fum'^mnf',.9i 


9 


t 
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3m  I T  H  M  É  T  I  Q  U  E  s.  V75 
^finn'-^vm'n',  ce  qui  donne  n'(un  —  vt7i)  et  ^n{tin* — j-to)  > 
et  comme  fin — vm,  ni  yi.ri-^tml  ne  peuvent  être  égaux  à  zéro» 

car  il  en  résulterait  on  ^ssp  ce  qui  est  contre  l'hj* 

poth&te,  et  qu'ils^  peinranl  être  plot  petiff  que  i#  il  t*enniit 
qu'on  a  et  >»• 

'  '  TSl  'est'  -donc  clfeir  ^qoe  l'én  ne  peat  enroir  raaai^  e^<4-dire  qwi 
ii  na£ •^ntn^iB^i  t  aaomi  nombi:^  entier  ne  peot  être  comprit 

entre  les  fraetiont  -  et  y-,  et  'qn*i  phts  &rte  raison  léfii  ne 

peut  j  être  compris ,  ce  qui  prouve  que  ces  firactioni  ne  pevrent 
être  de  signes  contraires.  -  > 

'  19U  TaÉdKÀ*B;  ÉikLjwmBTêiuUeij^,  b  ,  — a'),  dontledé" 
terminant  est  B,  se  change  en  la  forme  réduite  (A ,      — A'),  de 

même dt: terminant ^  par  la  transformation  « ,  jS ,  5.,  «T  ;  i% 

Ittmberé  eaire.^ét  | ^p^mtm^  Ppnn*aitm-}ss:9,  nl/ss^i 

tfest'à-^re.çue.  les  deux  limites  soie/si  Jinies),  en  prenant  le  tig»^ 
supérieur ,  quand  les  deux  limites  sont  de  même  signe  que  a«  et 
ie  signe  infirieur^  quand,  elles  sont  toutes  deuas  de  signa  con^ 

irake  à  éeàd  dè  tk  (?);  a*,  ^^j'^i^  tomipra  entre  ^  et  j  , 

i('p0utkt  pÊ^en  iHait-^'.suseo,  pi  ^^o),  en  prenant  les  signée 

On  a  les.  équations. 

d'où  l'on  tire  .  '  • 

 (?).     >=■  <^  '^,'v(4) 

 2  C5)       ]5«  5  -.(^. 

et  que  d'après  cela,  par  le  précéd. ,  le*  limilei  BS  penroit étrs  ndlcitootst 
deux  en  même  teu^,  ai  da  tig^s  contrain. 
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Il  Faudrait  rejeter  celle  de  ces  quatre  équations  dans  laquelle  le 
dénomioateur  du  premkr  mambre  lenU  nidîmaU  il&atdétef 
miner  ici  les  signes  dont  les  radicanc  doirtot  toe  allèetét.  Or  il 
est  éWdent  que  dans  les  équations  ^  et  (4) ,  oa  doit  pcendre 

le  signe  supérieur  quand  ^  et  jsônlt  de  mènae  signé  que  tf«  carf 
en  pnoast  le  ti^ie  inf&iti»  ^rct^^iaodraientaégf tifii^  mais 
comme  A  et  jif  sont  dë  mêmè  si^e  >  tombe-  entiè 

t/(D^^'^  et  et  pârconiéqiiMit,  dftnt  et 

cw,^^^  entre -et;.  ... 
'  On  Toit  de  même»  dans  les  dqnatient  (5)  el  (6),  91*11  fimt 

prendre  nécessairement  les  signes  inférieurs  quand  ^et  |SO'fittOQ8 
les  deux  de  signes  contraires  à  a'  ou  a,  puisqu'en  prenant  le 
ll^e  «ipésieur,  les  ptodaite  y-  dcvîtendraient  positifiii  d'oi 
il  suit  sans  difficulté  que  r±^±i  tombe  dans  é'ef  car  efttirè 
^  et  |.  Si  Ton  pouvait  fiûfo  voir  avec  la  même  facilité,  dans 
équations  (5)  et  (-Ok-P*  lï'^      «igpws  .inft- 

rieurs  quand  -  et  ^  sent  ^  s4gneio«Btwir»  *  «/.et  dans  1^ 
équations  (5)  et  (6),  que  l'on  doit  prendre  léS  sJgnes  supérîenrt 
quand     et  îsont  de  même  signe  que  a'  ou  a;  il  s'ensuivrait 

de  la  même  manière,  que  dans  la  premier  cae  ,  ■  ^mbe 
entre  -et  y  et  que  dans  le  second  ^^^^  ^ombe  entre  |  et  ^, 
oe  qni^oomplélerait  la  démonstration  du  théorème.  Mais  quoique 
■  cela  ne  soit  pas  difficile,  comme  pour  y  parvenir  on  ne  pour- 
rait éviter  certains  embarras,  nous  prêterons  la  méthode  sui- 
vante. ^  ^ 
Quand  «ucnn  des  nombres  *,  ^,  «T,  y  n'est  =0,  ^  et  j^ont 

kl  raêmei  tignet  que  \  et     et  l'on  tait  que  ai  ces  deu»  denièiet 
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^iiantités  «(Mit  âe  signes  dilfërens  k  ouu,  ZI^dEàlï  fom^- 
«DtM  ^  et  ]|;  nuû  «Ion  les  dam  quan^s  ^  et  «oront  «wiida 
signes  contraires  à  a,  et  j  tombera  entre  -  et  ^.  OrcommQ 
ii  a  Jb-^^s:*;',  il  en  rëtalte  =r^^^^\  qiiiti;;nbA 

perconséqaent  entre  -  et     Ainsi  1«  premi&re  partie  6u  thipw 

rème  est  démontrée  pour  le  second  cas^  en  soppoiant  qne  l'on 
lirait  ni  a=so,  ni  fissso.  De  la  même  manière,  qnaod  ancnn 

des  nombres  «,  fi,' y,  /  n'est  s^b,  et  que '^èt'|  sont  de  m6mé 
signe  que  a  ou,  a',,  y         tombe  entre  -  et  ^,  et  partant  ^ 


énûw  je»  J;  d'aai«ii»  p^==l^,  donci^:^ tombe «ni« 

^  et  |,  qui  sont  de  même  signe  que  a'.  Ainsi  la  seconde  partie 

du  théorème  est  démontrée  pour  le  jnemlér  cas^  M  sufposaiil 

que  l'on  n'ait  ni  7^ =0,  ni  (Tsrso.  '   .  •   i  Ifi 

II  ne  reste  donc  plus  qu»à  faire  TOir  U  T^dié 'de  ,h  premiiià 

partie  pour  le  second  cas,  même  en  supposant  «)sso'o'u  fi-^o' 
et  celle  de  la  seconde  partie  pour  le  premier  cas,  même  en  sopl 
posant  ^==0  ou  cTeso;  mais  tous  ces  cas  sont  impp«isibles,  Sup- 
l^osone  eîk  dffet,  pour  la  premièie  partie  du  théorème,  qu'on 

n'ait  ni  y  =  o  ,  ni  <r  =  o  ,  que  ^et  J  soient  tons,  deux  de 

signe  contraire  à  a,  et  qu'on  ait  en  premier  lieu  a=o.  Alors 
l'équation  aJ'—y^  —  dzi  donne  /3==hi  et  >==fcr;  donc  l'é- 
quation  (i)  devient  A=s^a  -,  ainsi  A  et  a'  et  partant  ct-^ 
son*  de  signes  oontraimj,  ce  qns  rend  |/ ^)>t/D>i?} 

donc  dan8réqnatiwi(4),  il  faut  nécessairement  prendre  le  signe 
inféneur,  car  en  prenant  le  signe  supérieur,  il  s'ensuivrait  que 
'3. aurait  le  mCme  signe  que  a,  etl'on  a  alors  J  >  =±I±r*>,  (puis. 

que,  par  la  définition  de  la  forme  réduite,  rf<v/Z?-f-^).  Or  J 
ne  peut  être  plus  grand  que  1/  puisque  fissstt  et  que  ^  n'est 
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pas  égal  à  zéro.  En  second  lieu,  soit  jS  s=  o;  l'équation^ 
cuT— /3>'=sahi  donne  «^sdbi  et  J^ssdsi;  donc  l'équation  (a) 
derient  e(ssiJt\  «Uisi  atl  A  font  de  néine  aigne,  ce  qui  rend 

j^/ ^£>4-±^^>^/Z)>^.  Donc  dans  l'équation  (3^  on  doit 
prendre  le  signe  lnf(^iieur,  puisque  en  prenant  le  signe  supérieur, 
U  a'eniuivrait  qne  *  et  «  aeiaient  de  même  aigne  ;  on  a  donc 

f  >  — y^-*^  >  I ,  ce  qui  est  absurde  par  U  même  raison  qne' 

ci-dessus.  Pour  la  seconde  partie  du  théorème,  si  nous  supposons 

qu'on  n'ait  ni  ciaso«  ni  ^^O',  que  ^  et  ^  aient  le  même  signe 

qnei^et  qu'on  ait»  en  prerhier  lieu ,  >=o,  l'équation  aJ" — ^;.=53b 
donne  «=±1,  cr=:±ij  donc  l'équation  (i)  devient  A^ai 
ainsi  a'  et  A'  sont  de  même  ûgoe ,   ce  qui  rend  

y/^(P'^^)>yD>b,  Fortantt  dans  l'équaUcn  (6),  U&ut 

prendre  le  signe  supérieur,  et  l'on  a  g>  ^^^^> 

absurde  puisque  £r  =  d=i,  et  que  /3  n'est  =0.  Enfin,  en  second 
lieuy  si  l'on  a  <r=o,  l'équation  <t/— /3;.=dbi  donne 
3.=±i.  Donc  l'équation  (a)  devient  '"Jf^a,  ce  qui  rend 

j^^D-^ii^>/Z»^.  Ainsi  dans  l'équation  (5),  U  faut 

iifeDdie  lé  tigiie  inp&iene^'  ât  ï'oii  a \ ';>Y^^>:^> ««^ 

•         •        •    ,  • 

absurde,  •     .  '.\  ..  '  . 

Le  théorème  est  donc  maintenant  démontré  dans  fonte  ttl 
généralité.  -  i         i.  1 

Puisque  la  différence  entre  *  et  |  est       la  différence  entre 

.^l^et  ^  ou  f  sera  <      D'affleurs  entre  et  oli 

entre  cette  quantité  et  y  il  ne  pourra  tomber  aucune  fraction 
dont  le  dénonUnalenr  ne  soit  »  et  >  {lemme  précéd.).  De 
la  mAme  mani&ce,  U  différence  entre  =*^^  et  Vqu  |  «e» 

<;^,  et  il  ne  ponrca  tombCT  entie  cette  quantité  et  l'une 

quelconque 
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quelconque  de  ces  fractioas,  aucune  fraction  dont  le  déaomiiift* 
teur  ne  soit  plus  grand  que  a  et  /3. 

192.  De  l'application  du  théorème  précédent  à  l'algorUbme  du 
a*        a  suit  que  la  quantité -i:-^^,  que  nous  désigiieioiisptr£« 

tombe  entre  ^  et  ^ ,  entre  ^  et  jr,  entre  ^  et     ,  étit,  :  oa 

entra  ^  et  ^.  e^tKe  ^  et  ^  etc.:  et  l'on  déduit  sans  peine  de  œ 
y     y  >  > 

qui aété  ditn*  189  (5%  à  la  fin)  qu'aucune  de  ces  limites  ne  sera 
désigne  contraice  au  signe  âea,  et  que  parlant  on  doit  prendre posi« 

tivement  le  rarlica!  \/D).  Ainsi  toutes  les  fractions  dont  les  accent 
sont  impairs  différeront  de  L  dans  un  sens,  et  toutes  celles  dont 
les  accens  sont  pairs  en  différeront  dans  le  sens  contraire.  Mais 

comme  y'         ^  tombera  bors  ^  et  L,  et  de  même  -g  hort  p; 

et  L;  ^  bon  £  et  etc.;  ainsi  ces  quantités  se  troaTMCnt  évi- 
demment placées  dans  l'ordre  suivant  : 

d'&illeurs  la  différence  entre  ^  et  L  sera  plus  petite  que  la  diffé* 

xenoe  entre  -7  et  -g,  c'est'àrdiie.  <-7-s;  demême  la  diffiSrenet 

y     y  '  yy 

Ottie  -8  et  Zi  sera  <,-r-»»  etc.  Ainsi  les  fractions  —,,  n,  -y,  etc. 

y  yy  y  y  y 

ai^rocheront  de  plus  en  plus  delà  limite  et  comme  y' ,  y'^ 
y',  etc.  vont  toujours  en  augmentant  indéfiniment,  la  différence 
de  ces  fractions  à  L  peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  le  voudra* 

n  soît  dn  A*  i8g,  qu'ançone  des  quantités  ^.  ^.  n'ana 

le  même  signe  qm  a}  on  déduit  de'  là,  par  des  raisonnement 
absolument  semblable  emc  précédons,  qw  cet  firaetioni  et 

""^^'^^ ^L'  doivent  être  placées  dans  Tordre  suivant: 

5»  ^»  îç  —     «Ç' *«' 

D'ailleurs  la  différence  eutre-  et  L'  est  moindre  que  ,-~,ladif- 

Z 
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fitrenoe  entre  ^  91  1/  es%  moindre  que  r^,  etc.  Ainsi  les  frac- 

tioni  ^.      çtç.  «ppHpeheot  ^  V      |)Sut  «n  plut  «t  continuel- 

lenieiiLt  j,  et  l.«  4ifféf  çnce  peirt  Itre  rendne  plM  petke  <}u*bocuii« 
quantité  donnée. 

•  Dans  l'exemple  du  n°  1 88,  on  a  JE  s=-î^2|^= 0,2960648,  et 

les  fractlons^  convergeâtes  sont  :  r»  i»  ?>  t^»  "îV*      ï^>  iff* 
Qf  cçtte  d^roi^fere  eM-.  égale  à  0,2960^63.  De  môme  

Zfatf  ^^vii^^îjâa9t-«i<o^i7763|88«  les  fractions  oonvergentes  sont: 

î»— i'— rr,  —  T^*— é*— i^.*,— i|}A«te.^dontla.der. 
nièrç  est  éçale  à  o^iy^rQSgy. 

195.  TeioRiMB^  5/  /r«  formes  rifidU$  îeiW  sont  proprement 
/çuit*aien$es,  chacune  tttùee  est  eotUemie  di$its  ia  période  de 
l'autre» 

Soit /s(a,  h,  — fl'),  l?={A^B,^^y,  1>  lenr  d^terniif. 
nant  commun,  et  supposons  que  la  première  se  change  en  la 
deuxième  par  la  substitution,  ptopce  l,  p,  q>  Je  dis  iju'en 
cherchant  la  période  de  la  forme  f,  et  en  cBlculant  dans  les 
deux  wna.  lu  progression'  indéfinie  de»  formes  rédoilet'  et  des 
transformatioDS  àef  en  difiérentef  fiMrmet  ,,eomw»  an  n*  188  ^ 
eu  Hen  k leni  égal' A  nn  diqi  tcnnet  db  h.  mite  .  s*%  *h  ^»  ^•**» 
et  en  In  tuppoMpts^sof,  i»i«|ir%A;;i^  «wAiwi 
sera  ^âVà  un  certciA  terme  a",  et  — ^,  — à  jB", 
y\  respectivement^  Dans  l'no  oa>  l'autre  cas»  Jl^'seva  évi- 
demmenfr  identique  avec 

'  L  On  a  quatre  équaliont  : 

(1). .  ,a1&^:khhp-^'j^ts^»  (a)'*'aklHrHfÎ9+^>W/f9=^,, 

considérons  d'abord  le  cas  où  quelqu'un  des  nonjbrçs  k,  l,  p,.ç 
est  =0. 

1».  SiA=o,  réqua^ion  (4)  donuf/p;?;— 1 ,  et.partant/==fcf , 
p^^ii.  Donc  l'équation  (1)  devient  —o's-^i  l'équation  (2) 
;U^^4'9?s^  on  Smer-^  (ood.  nf'OB  il  soit  que  là 
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^cftie  B,  ^A')  Mt  mntigiië  à  U  forme  {a,  à,  ^a')  par 
la  deniièm  parde;  mais  puisque  F  est  une  forma  réduite»  elle 
nra  néoeuairemèiit  ideiitiqae  tLttof  (n*  184, 6*.).  Donc  Bsss^, 
et  partant  l'équation  (a)  donne  h'^l^ssdbâ^çi  ^  comme  d'ail- 
leurs on  a  ^3^s  A',  on  en  tire  gzszph,  H  suit  de  là  qa*on  a 

=p/,  rp/;,  =Fy=o,  —  I,  H-i,  /t',  ou  =a',  jS',  y',  <f,re»- 
pectivement. 

Si  /z^O,  l'équation  (4)  donne  As=î±i,  y=d=ij  l'équa- 
tion (5)  d^jf\  réquation  (a)  b:^a'pz=sB,  on  i?sl^(iilbd.  a')j 
mai»  coawie  /et  ^  sont  des  fixnâes  réduilet,  ^et  b  temWont 
entre        et  \/D^i£,  suivant  que  ^  sera  positif  ou  négatif 

(n'  184,  5*.)j  ainsi  on  aura  nécessairement  B^h  et  p  =  o,  donc 
lesformesyet  F  sont  idenliques,  et  dzA,  dczl,  sfc/», 
O,  isfca^  cT,  respectivement. 

3*.  Si  pssiO,  l'équation  (4)  donne  A=cbi,  l'éqna- 
tion  (i)  a=A  ;  l'équation  (2)  ±  Z»  =  ^.  Mais  comme  U  et  b 
tooibeot  éntre  v^Z>  et  ^/D^a,  on  aura  nécessairement  Bs^h 
/s=o.  Ainsi  ce  cas  ne  diflfère  pas  du  précédent. 

4°.  Si  9=0,  l'équation  (4)  donne  /=ïti,  =q=  1  ^  l'équa-» 
tion(3)a=— et  l'équation  (a)  ±al—b=B,  ou  B~—B 
(mod.a).  Ainsi  Ift  fimw  F  est  «bntlgië  &  la  foroke/par  la  pre- 
mière partie^  et  pajrtant  elle  sera  identique  avec  la  ferme 

et  comme  on  a-^=A  et  B='b,  on  aura  l=L  II  suit  de  là 

que  Thk,         dzp,  sfcyssA,  i,  — i,  0='*,  %  >,  'J"  lespec- 

tiveraent. 

H  reste  donc  le  cas  oà  aucdn  des  nombres  k,  l,  p,  ^  n'est 

SBO.  Or  par  le  lemme  dû  a'  190^  les  quantités^,  ^> J  antont 

le  même  signtf>  et  if  en  résulle  ddnz  cas:  ceini  od  leur  aignd  ' 
m  le mSittè  qw  crfbà  dë  <^  m^^,  dr  «Mdili  o&  Il  ctAttAdré. 

II.  Si  J  et  ^  ont  le  même  signe  que  a,  la  quantité ^^^"T^aX 
tombera  entre  ces  fractiotia  (n*  191).  Nous  allons  démontier  que 
-est  4«t  à  qttslqif*ttM  dM  ftactions^.  ^.       etc>  ét  |  il 
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telle  qui  h  mit  immldiÉteiiieiit,  c'etb-h^in,  que  si  -es  , 

oa  aura  -c=^-^.  Nous  avons  fait  voir  dans  le     précédent  que 

«'       fit"       *^  *  ' 

ks  qoaatifés      p,       elc.  (que  nous  désignerons  par  <p',  (ff, 
t  etc.)  et  L  sont  placées  dans  l'ordre  suivant: 

<f'>      . .  .Zi. . .  . . . .  .(I). 

Z«a  première  de  ces  quantités  est  =so  (puisque  «'sso);  tontes  les 
antres  ont  le  même  signe  que  L  on      mais  comme  {lar  lijrpo* 

Aèse^  et  ^  ont  le  même  signe,  ils  tomlieront,  par  rapport  à 

du  même  côté  que  et  comme  d'ailleurs  L  tombe  entre  cet 
dem  mêmes  quantités»  elles  seront  l*nne  à  droite,  l'antre  à  gaucfae 

de  Zt,  ICals  on  peut  faire  roir  aisément  que  ^  ne  peut  tomber 

après      anfrement  ^  tomberait  entre  ^*  et  L;  d'oà  il  snivrait j 

I*.  que  tp'  tomberait  enire  ^     ^»  partant  le  dénomina- 

teur de  la  fraction  (p'  serait  plus  grand  que  q  (n*  190)',  a",  que 
-  tombe  entre  ^'  et  f  %  et  qne  partant  ç  est  plus  grand  que  le 
dénominatenr  de  f*,  ce  qui  implique  contradiction. 

Supposons  que  -  ne  soit  égal  à  aucune  des  fractions  ç ,  <p% 
etc.,  et  rojons  ce  qu'il  en  résulterait.  Alors  il  est  évident 
qne  si  §  est  situé  à  gauche  de  L,  il  tombera  entre  ^  et  9%  oa 
entre  9*  et  ^%  on  entre  èt  etc. ,  puisque  L  est.  irrationfiel 
et  parconséquent  différent  de  -  ,  et  que  les  fractions  ^ ,  elc« 
peuvent  approcher  de  L  de  plus  près  qu'aucune  quantité  donuée 
qui  ne  serait  pas  X  lui-même.  De  même»  û  ^  est  àdroite  de  L, 
il  tombera  entra  delà  fractions  conséeutlTes  de  la  suite  . . . 
f  Supposons  donc  que  -  tombe  entra  f^et  f^^,  les  frac- 
lions  L  ^^tf?  se  trottverant  4ens  l'ordre  suivant  : 
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çw,       .    . . .   (II)  Q , 

dors  ^  sera  néceswirement  9f^*>;  car  il  doit  être  à  droite  de£« 

et  s'il  était  aussi  à  droite  de  ^c«<4-o^  ^«-i-o  tomberait  entre  -  et-, 

et  l*on  aurait  yf"-*-'^  >  nais  oomme  -  tomberait  entre  ^  et 
^Cn-M)^  il  s'ensuivrait  qu'on  aurait  en  même  temps  ce 
qui  implique  contradiction.  Si  ^  était  à  gauche  de  il  (om* 

berait  entre         et  et  alon  on  aorait  f  >><^*^$  maia 

comme  f^"^  tombe  Ini-même  entre|et^,  on  aurait  en  même- 
tempf  >«^'^5>^,  ce  <|ni  imiplique  conlradiolloa.  On  aura  donc 

Puisque  kç'—lp=zï  ,  l  et  ç  seront  premiers  entre  eux  «  et  par 
la  même  raison  et  J"^^  le  sont  saisi;  d'où  l'on  voit  hmt^ 
ment  qne'l'éqvlatibn  ^  ==^^nepeùt  a^oir  Heu  à  moîns.qù'on  n*aîj' 
/s=/SW  et  ^as»>«,  on  i=B— ^'*et  ^ss-^cTw.  Or~  comme  1» 
fbrmeyse  change  par  la  transformation  propre  à'^,  fif^,  j,^"), 
«T^-^  en  la  forme  /t":^w(dtaW^  fiw,  ^a^*>)  «n'  anra  let 
équations  •.  >  c!    »       : .  y  .:• m  :  ,  M 

•w/w^^jtw^^,  

Hais  en  substituant  ^  et  pour  /  et  ^  dans  l'équation  (3), 
ion  premier  memhw  d0irj«nt  éf^  à  celui  de  l'équaUon  (i)-  on 
a  donc  sfcaï-i->«— Or        en  multipliant  T'équation  (.) 

(*)  Peu  importe  que  l'ordre  de  la  suite  (II)  soit  le  même  que  celai  de  la 
wite  (1),  ou  qu  U  loi  toit  oppmé,  c'el^4Hlire,  tee      Mit  dan»  h 
à  gttidie  on  i  ^«ite. 


(**)  n  me  «MsU»  ifm  le  calcul  serjùt  plqs  simple  de  la  manière  suivante  . 
En  ranplafsnt  dini.Ç^i^  ft     psr  i:/  et        elle  deyieat 
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par  aMJ<'^'^fif^'^,  et  T^uation  (6)  p«r  If^'^ip»  et  ntiaii* 

chant  j  Où.  ^bit  faeilêmênt  pair  le 'dérèloppemeot  qu'on  a 

00  comme  Isstds^^  et 

-B=fcC;Mt<W— /b^^"'^)  ^,  oo  (mod.  -, 

mais  B  et  é^"^  tombent  entre  v^Z>  et  ^Ddb^';  on  aura  donc 
nécessairement  Bssb^^,  partant  Aj^^saso,  ou....*. 

Aio^i,  d«  la  supposition  que  ^  n'est  <gal  k  aamne  des  qwttH 

tités  f,  <p',  etc.,  on  fait  roir  qu'il  est  égal  &  l'une  d'elles.  Si 

nous  avions  supposé  d'abord  ^=^^"^,  on  aurait  eu  évidemment 

j^—jijba.'"^,  ^=ï=fc>^"^',  dans  le»  deux  cas,  la  comparaison  des 
équations  (i)  et  (5)  donne  ^==fc:^^^'"^  et  de  l'équation  (g)» 
21— .^C»»)— ^(//(•5_(7j3f'"'),  ou  5=^^"^  (mod. -^);  on  conclut  de 

làl  complM  plus  haut  j  que  5=*^^^,  partant -=j^,  et  comme 

iet  q,  et  iT^sont  premlnct  enm  en,  /==fc^>,  ^=:=fctr<->. 
L'équation  (7)  donne  alors,  en  la  comparant  à  J'équation  (3)> 

 ^  — r^a^"-^'' ,  ainsi  les  formes  F  et  /^"^  sont  identiques, 

A  l'aide  de  l'équation  /y;  — //7  =a("'Vt-^— /S^-^^""''  on  prouve 
sans  difficulté  que  si  l'on  prend  k  et  p  avec  le  signe  -f-  onam 
le  signe       il  faut  prendre  /  et  y  de  même.  ■ 

I  II  1 1 1  ■  1 1 1  ■        '.  ' 

Ufl^q^issii  à  Yvpt  «a  TftBSMàs  VêqpÊàia.i^,  oa a 

et  comme  l  et  q  sont  premiers  entre  eux,  oa.  a  généralamwt  «"q^asr/, 
j,"  qr  p  =  r<7 ,  ou  «"  =  ::t  ^  + ''^      =  —  P  + 
$abetitiiMi(da9S  l'éqnatiaq:  (6)  l«s  valeurs  ^""^  ^1 

Or  on  démontre  que  B^b^  ;  donc  r  =  o,  et  «"es dl A' et  >r*  =  dip. 
De  même,  pour  1«  paragraphe  nivant  (  NoU^TÈmhtHflIr 
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m.  Si  le  signe  des  quantités  ^,  etc.  est  opposé  à  celui  de  a, 

la  démonstration  est  tellement  semblable  à  la  précédante/  ^'il 
suffît  d'ajouter  seulement  les  points  principaux* 

'-V'D+l^  tombôra  entre  j  et     ^  sera  égpd  &  un»  des  inctiUms 

Tj*  ^.  Sfi»  etc.,  et  en  supposant  donc  on  Aura  J==p^. 

La  première  de  ces  deux  assertions  se  prooTO  comme  \l  sait: 
si  J  n'est  pas  égi^  &  une  de  ces  firaetloas^  elle  dierra  tomber 

entre  deux      et  ôIh^*  Or  on  démontre ,  comme  plus  liaût , 


qn'flott  |sQm  nécessairement  ssçqii^=:g^^et|Mtftuit;DDBal^ 
et  kaedt^^  Mai»  /,  par  Itf  sttbslftaCion  propre  <^>a,  (")^^  c»)^, 
se  ekaïqie^ev  «-ya3»(=fe<^,  d'efr  naissent 

trait  éqnaeimis  qui ,  jointes-  à  l'éqnatloir  M«<Myi^;.^M/8M^s.  f  ^ 
et  aux  équations,  (i),  (3)  e^fl)»,  pMomt  d'abord  que  lé 
terme  ^.  dela  forme  F  est  égal*  au  premier  tenue  de  là  fbrme'^*yi 
ensuite  que  le  terme  mojen  de  la-  pwmière  est  congru  à  celui  de 
la  seconde,  suivant  le  module^,  et  que  comme  les  deut  formes 
sont  nédtiitfcs^  chacun,  d'eux  tombe  entre  v/D*  et  y^Dzf.^,  ces 

deux  termes  moyens  sont  égaux>  et  de  là  on'conclut  que  J  = 

Ainsi  la  vérité  dë  cette  prvmHre  asMTIlcii' esT  déiivécf  db  lit  sup- 
position mêteie  qn'dle  fôt  fausse. 

Ol  en  snocpsent  f  :=       on.  démcntr»  absolument  da  la  mime 

manière  et  par  les  mêmes  équations.^  qbe  jpi'^,  et?  mi  mofan 

de  l'équation  Ay^/p=("')a^)J^—.f"'5/3<«>j/,  on  prouve  que  si  l*oit 
prend  pour  ç  et  /,  et  ^"'^fè  avec  le  signe* -h'Otr  fe'ri^ne  H 
faudra  pour  p  et  k  prendre  ^"'^  et  ^"^a  avec  le  mloft  S%Re^  et 
partant  que  les  formes et^"^*  sont  identiques* 

194.  Comme  les  forme»  que  nous  oiHMiS'  appelées  associées 
{0-187,  6-.),  sont  toujours  improprement  équivalentes  (n"  i5g, 
i  la  lin),  U  est  clair  que  si  les  formes  réduites  P  et/ sont  im^ 
propnamnt  équivalentes  «  et  que  la  forme  G  soit  associée  i 
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Jes  fomuta/H  G  «eront  propremeot  équinS/bnê»,  ef  partitif  rU 

jfemie  6  sera  contenue  dans  la  période  de  la  fbnne  /iA  donc  les 

formes  F  et  f  sont  équivalentes  tant  proprement  qu'improprement» 
on  devra  trouver  F  et  G  dans  la  période  de  /.  Cette  période  sera 
donc  elle-même  sou  associée  (n*'  187,  7°.  )j  ce  qui  sert  de  confir- 
mation au  théorème  du  u°  iG5  ,  par  lequel  nous  nous  étions  con- 
▼ainctts  qu'on  pouvait  trouver  une  forme  ambiguë  équivalente  4 
deux  autres  Fetf. 

igS.  Problème.  Étant  données  deux  formes  ^  et(p  dont  le  dé- 
terminant est  le  même  ,  distinguer  si  elles  sont  équivalentes  ,  ou 
si  elies  ru  le  sont  pas. 

On  cherchera  deux  formes  réduites  F  et  f,  respectivement  et 
proprement  é<|aiTaleDtet  aux  fbmtes  •  et  ^  (n"  i83).  Selon  quA 
ces  fiwmes  védoiCes  seront  feulement  proprement  on  improprement 
éqniiralentet,  on  qu'elles  le  seront  des  deux  manières,  on  qu'elles 
ne  le  seront  point ,  les  proposées  le  seront  proprement ,  impro" 
prement,  ou  de  deux  manières,  ou  ne  le  seront  d'aucune  manière. 
On  cherchera  la  période  de  l'une  de  ces  deux  formes  réduites, 
par  exemple  de  et  si  la  forme  F  s'y  trouve  sans  que  son  associée 
y  8oit>  le  premier  cas  aura  lieu;  si  cette  dernière  seule  s'y  trouve, 
le  second  cas  aura  lieu;  si  toutes  deux  y  sont,  ce  sera  lé  troisième 
cas;  et  le  quatrième,  quand  il  n'y  aura  ni  l'âne  ni  l'autre. 

Exemple.  Soient  les  formes  (139,  93,  65) ,  (42,  Sg,  81  )  dont 
le  déterminant  est  79;  on  trouve  pour  réduites  équivalentes 
(10,  7,  —  3),  (5,8,  —  5).  La  période  de  la  première  est 

(10,7,-5),  (-3,8, 5),  (5, 7,-6),  C-6, 5, 9),(9.4»— 7)*  (-7.5, 10), 

et  comme  la  forme  (5,  8,  —  3)  n'y  est  pas  comprise,  mais  seu- 
lement son  associée  (—3,8^  5)^  les  £acoies  proposées  sontimpro" 
prement  équivalentes* 

Si'Pon  distribue,  comme  ci-dessus  (n«  187,  5'.),  toutes  les 
formes  réduites  d'un  déterminant  donné  en  périodes  P,  Ç,  R,  etc., 
et  qu*on  prenne  dans  chacune  d'elles  une  forme  quelconque ,  F 
dans  P  ,  G  dans  Q ,  H  dans  /?,  etc.  ,  il  ne  pourra  y  avoir  parmi 
ce.^i  formes  deux  qui  soient  proprement  équivalentes  ;  mais  toute 
autre  fM»e  de  aime  délerttilnaat  fera  proprement  éqoifalante  à 

mie 
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une  d'elle»  et  à  une  seule.  Il  suit  évideraraeat  de  là,  que  toutes 
les  formes  de  même  déterminant  peuvent  se  distrÛfuer  en  autant 
fie  classes  qu'il  y  a  de  périodes ,  en  renfisrmant  dans  la  première 
toutes  celle*  qui  sont  proprement  éqidvalentes  à  F,  dans  la  seconde^ 
tontes' celles  qni  sont  proprement  équivalentes  k  G,  etc.  Ainsi 
tontes  les  formes  renfènxiées  dans  la  même  classe ,  'seraient  pro- 
prement équivalentes ,  mais  deux  formes  prises  dans  des  classes 
différentes  ne  le  seront  pas.  Au  reste  nous  n'insisterons  pas  davan- 
tage ici  sur  ce  sujet ,  que  nous  expliquerons  plus  bas  avec  détail. 

sg6.  PROBLiiCB.  Étani  donnéeê  deux  formes  ^etf  propre' 
ment  équivalentes,  trouver  une  ^transformation  propre  f«s 
change  rtme  en  rautre. 

Par  la  méthode  du  n*  id5 ,  on  peut  trouTér  deux  suites  de 
♦  p       (p'...        telles  que  chacune  des  formes 

soit  équivalente  à  celle  qui  la  précède ,  et  que  les  dernières  <P^"' 
et  (p^'^  soient  des  formes  réduites;  et  comme  <t  et  ^  sont  supposées 
équivalentes,  4»'"^  doit  se  trouver  dans  la  période  de  ^^'K  Soit^W— 
et  sa  période  prolongée  jusqu'à  la  forme  O^'':  /,f',f'- . .  •f^'"\ 
f^,  desorte  que  «Was/Wj  et  désignons  par*,  "f, 
les  fimnes  opposées  (  n*  iSg  )  smSl  associén  des  formes  • ,  #'» 
<I>'. .  respectivement;  alors  dans  la  suite  f^,  tp'....f,  f, 
f'f  /^""'^  4^'— ^  . .       chaque  forme  est  contigue  par  la 

dernière  partie  à  celle  qui  la  précède;  d'où,  par  le  n"  177,  on 
pourra  trouver  une  transformation  de  la  première  (p  en  la  der- 
nière <l^.  Cette  liaison  entre  les  formes  est  évidente  depuis  ^  jusqu'à 

t  et  dejpnis         jdsqu'à    Quant  aux  formes/^"— '  eti<— 
onlaipcoorera  comme  11  snit  :  unlf^^sx(^,h,  i)  ;  f^t^^ 

par  la  dernière  partie  à  chacune  des  formes  (^i  h,i) ,  (g',  h', 
ainsi  i=g^=i',  «t  —  h^h  —  h'  {  mod .)  /  z=g'  =i*;  donc  la  forme 
(  {*,  —  h',  ^' )  =  *<-rr  0  est  contignë  par .  la  dernière  partie  à  la- 

forme  {g,  h,  i)  =s/«— .î 

Si  les  formes  0  et  ^  Sont  improprement  équivalentes  ,  la  fôrme  f  ■ 
sera  proprement  équivalente  à  la  forme  dont  *  est  l'opposée  ;  ainsi 
on  pourra  trouver  une  transformation  de  <p  en  cette  forme;  et  si* 
cUe  se  fait  pa^:  la  substitution  on  voit  facilement 

"  Aa  ' 
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que  9  se  iiksmge  imptofcemeiU  ea  «  pac  U  stibetltutioa  a,  -^.fi^ 

Il  suit  de  là  cjue  si  *  et  (p  «ont  équivalentes  proprement  et  im- 
proprement f  tm  peut  tiouver  deux  transformations  ^  i^une  propre 
•t  l'autre  Impropre.  •  ^ 

Exemple.  Soit  la  forinç  (  139,-93,  65)  à  transformer  en  là 
forme  (4^^  Sq,  81)  quç  nptia  miit  tiO|i?élui  Être  improprement 
équiFaknte  Cn*jii^c^O»  faudra  commencer  par.tmver  U 
traDt&rmfttion  propre  de  la  feime  (lag*  93,  65)  en  It  forme 
(44«*?^» ^O*  Boiirjpaocvenir^en  élaUiraU iailede&rmes 
(iJ9,9a,65),  (65,— 37,10),  (10,7,  — 5),  (— 5,8,5)^ 
(5,aa,8i),  (81,59,  4^  )  ,  (42, —  Sq,  81)  j 

de  là  ou  déduit  la  fransformatioa  propre  — 4?»  56,  yS,  — 87,  qui 
change  (129,  92,  65)  en  (4a,  — Sg,  8i)-,  donc  la  transformation 
impropre  —  47#  —  56,  75,  87  la  changera  en  (4^,  69,  81). 

197.  Si  l'on  connaSi  nne  txajit£bcinelioD  d'une  forme  s=(â>  c) 
en  une  .  antre  ^  qui  loi  est  équivalente ,  on  pourra  déduire  de 
celle-U,  teuteaiet  lnensfiMmationt  aemMahkw  »  poam  îga^  cett* 
aaiite  foniet  les  aobUoe»  de  l'dqwition  indélermiBée  ê^^Ba^m^ 
dant  laquelle  H  ait  ia  déterminant  des  fijcrnea  #  et  ^«  et  m  la 
plus  grand  diviseur  commun  des  nombres  a ,  ,  c  (a*  i$3).. 
Nous  allonfl  attaquer,  en  stq>posant  D  positif,  ce  prohibe  que 
nous  avons  déjà  résoin  pour  le  cas  de  JD  négatif.  Mais  comme 
il  est  évident  que  toute  valeur  qui  satisfera  à  l'équation ,  j  sa« 
tisfèra  anasi  avec  na  signe  contraire,  il  soffira  d'assigner  lea, 
▼aleort  positiTea  de  /  ai  -de  n ,  et  chaque  aolatieii  an  aomlÉaa» 
poàÛA  feBniiva.qaatte  toMéoi  eflèetlveai  Four  j  parre9l>»'kiàne 
diercbenma  drabavd  les  plus  petites  Talencs  de  #  et  »  (excepté; 
tssm,  usBto  qui  se  présentent  d'eUai-mâmes)  ;  et  celles-ci  un», 
fois  connues,  nous  indiquerons  le  moyen  â*cn  déduite  les  autres. 

198.  Problème.  Trouuer  les  plus  petits  nombres  qui  satisfont 
à  féquatton  indéterminée  i*  —  Du'  =s m*,  pourvu  qu*il  existe  une 
forme  (M,  N,  P),  dont  le  déterminant  soU  D  ,  et  que  m  90it 
le  plus  grand  diviseur  commun  des  nombres  M,  aN,  P. 

On  prendra  à  volonté  une  forme  réduite /;s(a^  b^  a')  dont  la- 
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déterminant  soit  D  ,  et  telle  que  m  soit  In  plus  grand  diviseur 
commun  des  nombres  a,  abj  a' ,  ce  qui  ne  peut  manquer  d'arriver, 
puisque  l'on  peut  trouver  une  forme  réduite  équivalente  à  la 
fbme  (M,  iV,  P) ,  et  qu'alors  (     t6i  )  elle  jouira  de  cette  pro- 

Siéti.  Mais  pour  ter  proposition  actuelle,  on  pourra  emplojor  une 
rme  réduite  quelconque ,  pourvu  qu'elle-  tatiafitite  à  celte  con- 
dition. On  formera  la  période  de  oh  nous  sappoceroni  qnil  ^ 
ait  n  formes;  en  reprenant  tous  les  signes  dont  nous  nous lommet 
servis  au  n'  188,  onaura/^">  =  (ûW,  b^'>,  — «c-^O)^  parceque  n  est 
pair,  et  /  deviendra  f^"^  par  la  substitution  propre  a^-^  )8<"ï, 
/Wj  mais  eomme /et sont  identiques, /deviend  ra  aussi  y^"' 
par  la  substitution  propre  i,  o,  or,  i.  De  ces  deux  transforma- 
tions semblables  de/en/^,  on-  peut  déduire,  au  mofen  du 
a*  16a,  une  solution  en  nombres  entiers  de  l'équation f^Da^tem*} 
•avoir,  <aa|(4«-J-^OT  (équation  (18),       i6a),  «  =  2f!!iï 

(équation  (19))  (♦).  Désignons  par  J  et  i7  ces  valeurs  prises  po- 
eitlyenicnt,  s!  ellét  ne  se  présentent  pas  tdles,  et  r,  V  seront 
les  plos  petites  valeurs  de  Cexcèplé  /ssmetrào,  auxquelles 
elles  ne  poncnwt  Jamais  leFenlr^  paroequ'on  ae  peut  pas  -amc 

Supponos  en  effeir  qii*ir  enste  des.Talentt  r  et  •  plus  peUtes 
que  Tet  U  et  parmi  lesquelles  où  n'àiï  pas  17=0.  Alors,  par 
le  n<*  i6â,  la  forme /se  transfi;»rme  eneDé^mâme  par  û'substi- 
totion  propre 

Ot  (a»  195,  H)  six^Cr^*»,)  M  êtiéégri  èDundes  aombre^ 

a*,  a',       etc.,  =  o.^^  par  etemplè.   En  effet,  eomme  

T*— iJw*-f-m«  =  ^t/*-f.flûV4-/7î*,  on  aura  t*>^V,  et  partant 
T— ^  poiiUfj  donc  la  firactioo  ^TJ^,  qui  répond  à.  Uk  frao- 

^(*)  Le»  q«u.tités  qm  étaknt,  «.tf  tfti,  d',  /T^  >f.  ryA,  S , 
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mais  comme  on  a  w<i7,  c'est-à-dire,  w<2~^,  et  >o,  on 

anra  <  ^^"^  et  >  o  j  d'où  il  soit  que  les  quantités  y,  y',  y*,  elc.' 
allant  toujoius  en  croisiant»  ^  tombera  entra  o  et  »  ewlniive- 

ment}  mais  la  forme  qui  coneipond  à  l'accent  /»  est  iden- 
tique arec  la  forme ce  qui  est  abtnide,  puisque  tontes  les 
formes  /,  /'*/%  «te.  jusqu'à  f^*\  sont  supposées  dlffifaentes. 
Donc  7  et  17  sont  les  plus  p^es  Talents  de  <  et  tt>  «loepté 
m  et  o. 

Exemple^  Si  Z>s79  et  ms  i  >  on  pourra  emplojer  la  forme 
réduite  (3,  8,  —  5) ,  pour  laquelle  w=6  et  af'î=— 8,  >Wss«.97* 

J^o—  i52  (n*  i88)-,  d'où  résultent  r=8o  et  CTsrg,  qui  sont 

les  plus  petites  valeurs  de  ^  et  u  qui  satisfassent  î  l'équation 
79^  =  1. 

igg»  On  peut  trouver  des  formules  encore  plus  commodes  pour 
la  pratique.  En  effet,  on  aura  3^7^"^= — fl(aW — S'W),  en  multi- 
pliant (n"  162)  l'équation  (19)  par  aZ?,  l'équation  (20)  para,  et 
changeant  les  caractères  conmie  nous  l'aTons  fait ,  ou  tire  de  là 

«w^jKOssaJX^^^^w,  et  partant 

On  tirera  dé  même  des  équations  (ao)  et  {ai) 

Ces  formnlesdeviennenttiès-oemiiiodes,  parçequ'on  a  ^^-M^', 
«M— /9fi^o^  et  qu'en  se  serrant  de  la  prendira,  il  snffir*  de 
calculer  la  suite  î*,  /%  etc. ,  et  qu'en  se  servant  de  la  seconde  , 
a  suffira  de  calculer  la  suite  ^,  ff,  etc.  En  ontn^  on  dé- 
duit focilemeot  da  nr  189,  5*.,  que»  étant  pair«  n^^ff^wàc 
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ront  le  même  signe,  ainsi  que      et^>^^#  desorle  que  dans  k 

ptemièié  fimnnle ,  on  doit  prendre  pour  Tnne  diffîSrence  absolue 
et  une  somme  dans  la  seconde^  sans  qnH  toit  betoin  de  faire 

attention  au  signe.  ,    -  . 

Exemple.  Pour  i>=6i  et  m =3,  on  peut  employer  la  fiimie 
(a,  7,  — 6);  on  trouve  «=6,  7i'= — a,  7/=a,  /*•  =  — 7, 
/ï"=a,  ;i'=-— a,  /i''=7.  De  là  J"=ri444  et  >."  =  «r'=i95 
(abstraction  faite  du  8igne)i  d'où  r=a(i444 — ^.i95)=i5a3 
et  27=195.  On  trouve  la  même  chose  par  l'antre  formule. 

Au  reste,  il  j  a  plusieurs  autres  artifices  par  lesquels  on  peut 
simplifier  le  calcul  j  mais  le  désir  d'abréger  ne  nous  permet  pas 
d'en  parler  avec  pins  d*éteadne« 

aoo.  Pour  tirer  toutes  les  valeurs  de  /  et  de  u  de  la  connais* 
•ânce  des  pins  petites,  nous  mettrdÉis  l'jqiiatioo  7^— 2ICr*=:m* 

tons  la  forme  ^^-f- ^  /Z>)  •      ""^      )  —  '  j  «^'o» 

e  étant  un  nombre  quelconque*  Faisons  pour  abi^^ger^  * 

entoite  que  ees  expressions  soient  léprfientées  par  r  et  k*  quand^ 
tfso  (elles  sont  alors  o);  par  l'y  <^  quand  «si  (elles  sont  alors' 
7et  Tf)vp9cif  et»'  qnandma}  par  f  et  t^qnand  «sS^  ete,  Noos 
allons  démontrer  qn*en  prenant  pour  c  tons  les  nombres  fBotiers  po- 
sitifs depuis  o  jusqu'à  *  :  i%  toutes  les  valeurs  de  ces  expressions 
satisferont  à  l'équation  proposée;  a',  toutes  ces  valeurs  sont  en- 
tières; 3\  il  n'j  a  pas  de  valeurs  de  /  et  m  qui  ne  soient  con- 
tenues dans  ces  formules. 

I.  En  substituant  pour  et  u^'^  leurs  valeurs,  on  prouve  sans 
peine  qn»on  a      -ft^w  ^2;v^co_^w^/2?)_ot*,  c'est-à-dire, 

H*  Qa  démontre  facilement  de  la  même  manière  qu'on  a  gé« 


Digitized  by  Google 


BE CHERCHES*  - 

suit  de  là  que  les  deux  progressions:  f,  t',  etc.;  a%  u', 

if,  if,  etc.  sont  récunenteSi  et  que  l'échelle  de  relation  est  {hoiic 

chacune  d'elles  ^»  «i>  saToir»  ^«'ss^i'— /«ete^ 

j/=B~i/— etc. 

■  Gr,  par  hypoth&jc,  il  existe  une  forriie  (ilf ,  iV",  dont  le  dé- 
terminant est  ZXet  dans  laquelle  M,  aN,  P  sont  divisibles  par  m, 
et  l'équation  /•=Dtt»4-m*  donne  T^(N^^MP)U*^m^,  ainsi 

4r*  sera  divisible  par  i»'}  deoc      est  im  nomme  tQtiet  ^  por 

sitif.  Comme  d'ailleurs  rsssm,  l(jsf  i^s$o>  l^,  les  termes; 
des  deux  séries  son^  entier; }. il es^  clair,  aussi  que  T'  étant  >m% 
ces  mêmes  tenues  sont  tout  potitifi^  et  vont  en  augmentant  à 

Tin  fini. 

III.  Supposons  qu'il  y  ait  d'autre»  valeurs  positives  de  ^ ,  « 
qui  ne  soient  pas  contenues  dans  les  progressions  i%  t,  t',  etc. 
u'f  u'f  u%  etc.  j  T  et  TT ,  par  exemple.  Puisque  la.série  i*%  u',  etc. 
croît  à  l'infini,  U'  sera  nécessairement  conapris  entre  deux  fermes 
consécutif  »■  et  ensocte  qu'on  ait  ZT  >ir  et  XT  ^tt*'^ 
Pour  dtfmontmc  l'absuidi^  de  cette- san^oai^ieikrobfenrons  que: 
1*.  L'équation  t«  —  ZI»*  s^w^  ser»  satiafitil^^  ei&  posant 
/^l(r'iC.)_/)C7'ttW),  tt=- (ZT/^"'— T'f^^"')  ,  ce  qui  peut  se 

confirmer  sans  peine  par  la  substitution.  Keprésentons  ces  valeurs 
par  T  et  w,  nous  prouverons,  comme  il  suit,  que  ce  soçit  dçs 
nombres  entiers.  Si  (Af,  iV,  est  une  forme  dbnlT  le  ddterm|- 
nant  est  D,  et  que  «  soit  Je  «Mviieur  çoQïtaun.  des  n0ml<x«S 
ilf,  aiV^,  P,  r'-f-i^lT'et  /«-f^iVttWf  sont  dî^ililblès  pari»  et  ^lar- 
tant  ÎT'CiW+W'^)^!^*^  î'esL  aussi;, 

donc  w  iera  entier  et  rjpaJ  wîtfe,  puîsqnè.T«j^Z?b^ 

a».  H  est  clair  quet»  ne  peu»  êtrjs  s?oVen  e^t^.ij  s'emaÎTr^lt 

4  où  l'on  tiïç.  l^9s^^fr\^^\,  cflnjr^  l:bypp«||^;  pff  Iftqpelle 
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l^>«H  ^Mêêê  cdm»  £r««  laiplM  petite  'valm  dé  .n  ; 

5%  13as  ^Imii  ^  I^V  i*c^o,       ^  aisément 

wCr;tea^^iW.-*<H-*W»5  4999  IT/W^JrttW  aa  «era  pas  plus  pe^ 

et  l'on  a  de  même  ^ = |/(^ -*-.3R^to)î  ^'^^  l'w  cou- 

<jlat  Renient  que  p  >  ^jç^.  Db  là  «t  ^*  b  «ouclùsioii  ^vécé* 
dente  4  il  mit  que 

En  (lé*»lb)i^iit^  )et«toif]taçâA  <ft^).iCiw)  parleurs 

'••%-.  • .  .  , 

ou  transposaotf  ce  qui  est  permis' pnitqne  les  i^toaDlit^s  sd^f 
positlTes^  ' 

ïësnlfat   absurde  ,   puisque    U'  <  ^         que  partant 

tt(-^-o  "  <  — 17—'  ^insi  la  suçpositioa  ive  peut  avoit  ii6fi  >  et  les 

séries  /%        eicj  a»,     y,  ete.j  renfemmit  toutes  lesTalenn 

positives  de  /  et  .  •  .: 

Exemple.  Pour  Z)=6i  et  /w=s2,  noA  avons  trouvé  tfn  les 
plus  petites  valeurs  de  /eti;  étaient  195  ;  aloSi  totttek  les 

valeurs  positives  seront  données  par  les  formules 


*»(i^+i|!^6.)-H-(i^_iâ5^6.;.. 


et  l'on  tfonre  ' 


,  to5É5lf-r=a3i95a7,  r=i5a3t'-i'=353a6i 8098,  etc. 

,i/ss  i^,tt^iM.^é^  .9€985,  u*=>5a3uW3s  4^307960,  etc. 
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•  a^u  Bekiiremeiit  an  ptoUème  této\n  daoi  les  nttttijnSff  piM- 

deiii^  aons  ajonteraos  enoora  quelques  obserrations.  • 

I.  Comilie  nous  avons  appris  à  ràoudre  l*éqnatlon  K— Zltt*as9iiV 

oj^  m  est  le  plus  grand  diviseur  commun  des  nombres  M,  aN",  P, 
tels  qu'on  ait  N*-^MP=lD ,  il  est  utile  d'assigner  les  nombres 
qui  peuvent  être  de  tels  diviseurs,  c*est-à-dke^  toutes  les  valeiiit 
de  m  pour  une  valeur  donnée  de  D, 

On  fera  D:ss,n*D,  desorfe  que  U  soit  délivré  de  tout  facteur 

quadratique,  ce  qu'on  obtiendra  en  prenant  pour  n»  le  plus  grand 
quarr»  qui  puisse  diviser  D.  Si  D  ne  renfermait  aucun .  facteur 
quadratique,  il  faudrait  prendre /i=:i. 

I*.  Si  ly  est  de  la  forme  4^+i ,  tout  diviseur  de  a»  sera  une 
valeur  de  m  et  réciproquement.  En  efiet,  si  ^divise  a»>  onaun^ 

la  forme  ^""^O *       ^  déterminanl  est  i>  «  et  ^ns 

laquelle  g  est  évidemment  le  plus  grand  diviseur  commua  entre  g  f 

W,  ^^^-'^(car  "'^^""^^  =  ^ .  ^  estévidemmentun nombre 

entier  ).  Réciproquement,  si  ^  est  une  valeur  de  m,  c'est-à-dire, 
si  g  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  M,  ^N, 
et  qu'on  ait  N^'^MP^D,  il  est  évident  que  4^  on  sera 
divisible  par^j-  et  il  suit  de  là  que,  ais  est  néeessaicement  dip 
visible  par  g\  car  si  ^  ne  divisait  pas  a/z ,  ^  et  ais  auraient  ponr  < 
plus  grand  conunun  diviseur  un  nombre  ^<,gf  et  ein  faiMnft 

sn^simf,  g^^'»  -jr  Mrait  un  nombre  entier;  mais  ti  èst  pre- 
mier avec  ^,  et  .partant  f^*avec  donc  Et  serait  divisible  par^*, 
contre  rb/potbèse,  puisque  .  iX  e«t  délivré  de  tont'&cteur  qua- 
dratique. 

'  •  •  «  •  •  # 

a*.  Si     est  de  la  ^wme  .4A4-a  on  font  di^senr  de  n 

sera  valeur  de  m,  et  réciproqnemeat  tbute  valeur  de  n»  divisera  »• 

En  effet,  si  g  est  divisenr  de  n ,  on  aura  la  forme  {s*°>^^^^» 

dont  le  déterminant  est  Z>,  et  où  ^  est  évidemment  le  plus  grand 

commun  diviseur  des  nombres  gjO,   •  Réçiproquement,  si  g 

tÊi  supposé  valeur  de.nij»  o'est-è-dire  «  le.  plus  grand  eommim  di«  , 

viseur 
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on  prouvera,  comme  .ci-dessus,  que  ^  est  uu  nombre  entier.  Or 
•oppôibm  qin  60  qitblkttt  <oit  impair,  le  quarré  ^  tera  a  i 

(môd.  4),  et  partant  ^Î^^Z^sa  'oii  '^5  (mod.  4).  Mais 

(mod.  4)/  ce  qui  oit  absoMe^  poiaqu'im  qnarré  doit  ètw  cou* 
gru^à  zéro  on  à^l'unité,  suivant  le  jnodule  4«  Donc  — étant  paif^ 

i.r^îî^*?*^!!f«f?**TM^.w^,'  :.  -,  .  y-'  '\.  -, 

j.  fAioAi  il  «st,  (laii  que  i  est  toujours  valeur  de  m  ,  c'est*àWiro 
f^e.ï*éqttiBaÀ6)k  t*r^Ou*9Mi  «St.  toi4ouB.qSiali|ble  par  oe,>qui  pré- 
cède ,  pour  toute  Talenr  de  P  potitire  et  nofi  quarréc.  pa  itolabre  3 
ne  sera  valeur  de  m  qne  dÊm  Ût  oi»  o&  B'tegà     la  forme  bu 

^»lip'fcrtàe^4A-ft:'->  '  '  ;  ^  • 

11.^,1»  est  plus  g]:an4que  a,  mais  quil  so^t  un  nombre cen* 
véâfUè ,  1»  flobiti^Hl»  l'éqaîitieB  Î^Ia^sërài^  pênni'^êtb^^^ 
née  à  celle  d'âne*  équation  semblable  où 
ftM^(:tiiiiiim8>pk»'bâati  Z)sji»i2r;tLm  divise  /3,Mi*^irilera/7* 

•âlbrs  ii;i;or  sâ^^Sa^^    popr'Véqiutllcin  >«^4-^:^s^i  ;tès  pl^ 

pptUef, valeurs  4e  fi  e,t  ^^soienJt.|^P;  9=*Q;.i)espiuf^p^ites,vv 

Uâia  si  m  ne  d^^  pas  is,  il  divisera  an  moins  an  ;  alors  il  sera 
•  pair,  et  partant  ~  sera  un  nombre  entier,  et  si  les  plus  petites 

les .plos  petites  raleors  de     u,  dans  l*éqaation  ,/*— i^xi'smS 

.'ir  Au  rœste,  dans  les.deux  odi,  oh  peut  déduire,  noufseulemeat 
(l^Si  plusi^pètite»  valeiurs  dé  i,      de  iat  jconfiàissance  de:i  plus  pe- 
-Iilf!s^jra|eqtt4s^;r,      niais  toutes  les  lialcfuris  deà  premières  de 
loiitei  kl  valeoci  des  secondfs.  ti  ...Vj  ./)  jr.  :» 

Bb 
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n*"  précédent^  rit  anive  qne  certaines  Taleurs  dans  cette  série 

et  que  les  ralei^  snirantesle  soif  o^  au|  s^con^^s, 

ii^'^'^^i.';.  on  aura  inême  /^^^"^^  /^^^l^^-^^  ^z.',  c^c, 
ce  qui  ée  déduit  facilement  de  la  loi  même  des  deux  séries.  Eâ 

effet,  puisque     sï^/'-r,  et  que  /^^'^'^  :=:,^é^'^'^^t^\im 

tm  fst^'^\  et  einri  dee  initt^s.  iff^^ïé^dè  il  ik^U 

(«podJr'^/^ft  ■ëiant^  un 
Doinbrq  qnelooi^qne,  iet  plM^néraletnoBt  u  tt^f^^tÏMd^fi),  ou 

aura/^   =r    ettt*  (mod.  ,  ' 

IV.  Or  on  peut  toujours  satisfaire  aux  con^i^çi^s-i^  l'c^sfiy 
VAtion  précédente^  c'est-à-dire,  on  peut  toujours  trouver  un  in» 

i»W  Iwel  ^4%t-5¥r^  r    ^^^^  fA^^^ViCT!'SB¥» 

.   1*.  On  peut  toufourà  satis^iJce.  i^U  troisième  condition  >  poi% 

qu'il  eist  aisé  de  sja^si^^^,  pçç  lçft  caÇifJjl^^ÇS.  K^8^f»!4*  M 
première  obseryation,  que  l'équation  ;?*—r'i)9'=  m'  est  réso- 
luble; et  si  les  plu»  petites  valeurs  de  sont  p^P^'g^Q^ 
on  en  déduira  t=P,  wssrQ;  ainsi  P  et  rQ  seront  contenus  dan» 

les  suites  r,      etc.,  W,  u',  etc.;  et  si  Pz=:t^^^,  '"Ç=k^  \.  oa 

aurei»  '^sosu*  (mod.^).  En  outre  on  Toit  bcilenent  q1l^eoll«> 

V  et  II  enihiâ'fflnne  Wscra 

3°.  Il  est  clair  que  si  dans  ce  cas  les  trois  antrjiif  Con<ii!tîons 

sont  remplies,  c'est-à-dire,  si  u       ^i/,  i  t 
on  pourra  prendre  ft=A;  mais  si  l'une  de  ces  oonditiotitmaoque, 
•0l|  poip-ra  prendre  à  coup-sûr ;t:^3:a^«  £a  «âet>  drl?équ«ti<>n  (i) 
otr  dûidlirarnleà  gÈoàtÊàtttqakr  émânik  it*?.^  n*  pré- 

cédent, on  déduit  •  >  -  c*.i     *  :    ^oi  »  :  •  t 
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«t  ^rfant  -saar^  -,  qtti  Mt  ua  nombre  entier^  puisque | 

,      .  V   .  Y  /  *  *  ".  /         •.  .-.  -i  .t.i  '.î::'î'»  *,*  i 

sera  2D,  On  fc^WItk  8*  ^afttte  '  i^'^  àa  5/^i/*^,  '«e  éonmié 

4<^^V^^â640ll^^V'^+^  et  ett  parcoàiéqiMiK;  divinise pirfR% 
if*^,  fe  «waiHÎrï»,  et  ï«i^^^  par  r,  c*est-à-dirè  que 

w^'^^Si*-  (mod.  r).  On  a  encore  <^"^'t*>B=:r'4-  *  et 

comme,  parla  mèqie  raison^  "Tw^  ^      nombre  entier,  on  en 

^oe  iT  Tf  '^sii!^  Cipod.r;->  ,  . 

'  Au  reste ,  ou  reconnaîita  jpar  la  suite  l'usage  de  ces  deux  derr 
ifièrésobservatiorfs.  '  .  *  "  '       •  •  ' 

ao>i*  Leca^piÉitidnlicrcàréqurftton  est  r  — Z}w'^=?  a  jléjà  été. 
trsttt^  par  les'géomfeti^s  du  siècle  dernier.  Fermât  avait  proposé  cof 
problème  aux  analyste»  anglais,  et  ?Fallis  rapporte  {yllgèb, 
4!hap.^,T.  II  de  ses  Œut^res,  p..^i8),  une  solution  qu'il  attribue 
à  Brounker.  De  son  càié,pzûnam  prétend  qu'elle  9%id9  Format; 
éafia  SuUr,  qnii  •'«ii  eé  eocupé ,  [comm*  P^tmif*  >7^^ 
Comm.  Nop.  XI,p.  a8  (♦);  Algèbre^  T,n,  p.  aaftj  Opufo.  AmO» 
fjVfi  jP'g^^f  Jift  tronv^le  premier,  ce  qui  a  fait 
dooner  par  quelques-nas  à  ce  problème  le  nom  de  PelHen.  Toutes 
cet  Mlationt  »  en  à'êii  TiébÈtim  q(iie  l'esprit  «  retombent  dans  celle 

ti  II  ■  •■ 

Ç*)  Dam  ce  Mémoire,  ralgbhâoae  qtPB  nous  avom  exposé  ii»3*,  wt  présenté 
«Tw  1m  mêiuM  lignes,  c«  que  aoêitf 'infuttS  négUfi  dt  rèniti^adr  akMk' 
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que  nom  obteflopi û ,  xdaos  Je  -2i*(  198^  09118  ^oai  spnropi  à'vam 
forme  rédnite  dans  laquelle  assi ;  maU  {lëiràbiine,  aVant'ZfBgroiifg!)^ 
n'avait  démontré  rigoureusement  (*)  que  l*opéfation  qn'eUei 
pnfeiivent  devait  nécessairement  finir,  c'est-à-dire^  que  le  pto»_ 

blême  était  toujours  résoluble  {Mélanges  de  la  Société  de  Turin, 
T.  jy,  p.  ig,  et  d'une  manière  plus  élégante  ,  Hîst.  de  VAcad, 
de  Berlin  y  ,  p.  aSy).  Cette  recherc^ç«e  trouve  encore  dans  les 
Supplémens  à  V Algèbre  d'Euler.  Au  reste,  notre  méthode,  tirée 
dft  principes  àbteliiMiiit  dlffiSveptyoejie.lMNiie  pip  au  otA^^  msn, 
et  donne  le  plus  souvent  diffémns  niojens  de  parvenir  à  la  lohitiony 
puisque  dans  le  n*  198^  noni  poÀVonf  paftit''it*iilië'ÛnBÎ0  ràoitè 
qvejfionqae^ix,  ^«  \   „  .  • .  .C^      ,.*,)  ..•  \. 

ao5»  PaoblAmb.  Si  ies  Jormu  •  0I  ^  tant  éfuifoUaiti,  iroU' 
ver  toutei  ic*  tm^vrmotUmfrde  Punit  en  Pauirt.  ' 

Quand  ces  formes  ne  seront  équivalentes  que  d'une  seulç  manière^ 
^'eft-i^re»  on  proprement  eaimpropredient»  dn  eboNdiera^  par/ 
le  nr  190;  VBe.traiàfiiraiatÎMi-.«i(  fi^,  'yti^'Mf^  êkaé,jp  ni^p,.^ 
Il  est  clair  qu'il  n'y  aura  pas  d'antres  traiisfi^rm^tipns  qui  ne  soient 
lenblables  à  cdle-là.  Mais  quand  9  et''4>  Uitbni  équivalentes  des' 
deux  manières >  on  cberohera  deux  transforniations  disseniblableta 
c'est-à-dire,  une  propre  et  une  impropre,  cl,  $ ,  y,  J^ya^  ^\  y'f  ê% 
et  toute  autre  transformation  sera  semblable  à  Tune  d'elles.  Si  donc 
Çc=:;(a,       c)  et  que  son  détejfminant  âoit      ,que     sqit ,  à 
ï'ordinairej  le  plus  grand- cooininn'difiîsdsrdtÉ  MtaihBteiS){  ^ 
•t       «I  léi  YalinM  SndétémiiiM"^»iMlkfi»t  \  YéiinMisub 
<*^i)ii*«i^}  dan»  le  pc^nfor  v:**»  loules-les  ttansfqKBiiationt 
de"^  'eB  U  seront  contenues  4>um  1a  preiBiftai  (i)  des.  formule^E 
•ninntts^' et  daas  le  second  -cas^  {dane  I»  poeaJèfe.(.iJ  i^^m 
la  solide' {à)ii'-'- i'L  ;  '      t^,.  ,  • 

■     "  ■    •  .■■  rt.  'N'.'X  ^.  .  ■  '    <■  v 

(*)  Ce  qa«  TVaUU  ».  avancé  à.  m  wmt  fi4^.  pp^  A^j  ,  4^8),  n^est  d'aactm 
pokb.  Le  paialog^me  coiuSate  en  tif^ÉB^I^m  qdTétatit  donnée  ont  quantité^ 

tMce  soit  plu»  p^ire  qa'ua  wm^jW^,  m.'V»'f^  ^  ^  diffét^C 

asngoée.a  une  valeur  déterminée,  mais  non  Ior5que,ÇfniUM  dttU.ls  cpspT^nt. 
elle  fit  foulon  de  a  et  de  z,  et  partout  variable.       '  ' 
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AHITHMÉ  TIQUES. 

« 

Exemple*  On  demande  tonte»  les  transfiwnuitioilt  de  la  forme 
(139,  9a,  65)  en  U  forme  (4^»  Sq,  81).  Nous  avons  trouvé  (o*  igS) 
qn*élles  étaient  improprement  équivalentes ,  et  dans  le  n'  suivant' 
nous  avons  eu  cette  transformation  impropre  ;  —-47,  — 56,  75,  87;' 
ainsi  toutes  les  transformations  semblables  seront  contenues  daat' 
les  formules, 

— (47'-h4aitt)j  -r(56/-f-5o5i/),  yS/H-ôSSw,  87/4.78o£#, 

t,  u  étant  les  nombres  indéterminés  qui  satisfont  à  "-l'équolidin ' 
t^fj^il^^ I i  iift  aoBt.  dnanéa      .J^i  fopnnle^   ;  , 

;         dbV^  \  {(«^4.^v/79)'4^«.9^79).}  / 

0&  l'on.  doi|  .fcnodift.  pour.-  «  :t^:l0  im^^  ^tjjB»  polUlfi,; 

*  ao4.  n  ciC^<i^Ueiie  <tvb  la  fbrmnle  géiilkito  '  i|bl'  dmmd^kmies  les 
fciniÂMlMifiOlis*»  dlArlteot  d^iaiii:plas  simplè^  jqne-ltinuMforma- 
tioii  'i^àle'  d'oÀ  elle  est  tirée  Tert  «Ue-mlué  dà^datègè',  et 
•omsiiè  il  est  indiffirent  de  qnelle  transformation  on  parle ,  on 
peut  souvent  rendre  la  formule  générale  plus  simple,  si  de  la- 
première  qn'on  trouve,  on  déduit  une  transformation  plus  simple 
en  attribuant  à  /,  w  des  valeurs  déterminées,  et  si  l'on  forme 
avec  une  autre  formule.  £a  faisant,  par  exemj>Ie ,  dans  la  for- 
mnké  de  l'eiemple  précédent,  lste/»^-^9«  il  «n  résulte  une 
frtDifijrmation  plus  simple  que  celle  d*bùnoQS  éCtons  parHf,  sàToiry 
Aj»  '-'S?»  T^'f  l^  déduit  laUiMfefinatioB  générale 
391— a6Sif,  47/— 4a4i<,  *^S7f«hS57if, ' --*6o/+S45«. 

■  *         •  « 

Ainsi,  lorsqo*oa  a  tBouré  la  formule  générale  an  mojrèn  de  ce  qui 
1>récède,  on  pourra  es^ajrer  si  en  attribuant  à     "  Taleuri 


Digitized  by  Google 


RÉCIÎÈRCHÈS 
détermiiKÎes  =fc/%  ràzt',  etc.}  diù',  etc.  on 

obtient  une  transformation  plus  simple  que  celle  d'où  l'on  a  dé- 
duit la  fittmnic ,  «t  di&t  o»  eat  tfn  poôiltK  troittéar  une  formule 
plus  simple*  An  leste»  il  j  «  quelque  choie  d'arbitrain  dans  le 
cboiz^  dèiefte  qn^il  seraii  utile  da  famentor  à  une  vègle  oàrtaine 
et  d'assigner  dans  la  progression  /j,  i^^  i*»  i/,  etc.  des  Hmites  après 
lesquelles  on  n'obtient  que  deè  traiflfeMiitlbnë  moins  simples , 
desorfe  qu'il  fût  suffisant  de  faire  les  essais  parmi  elles.  Cependant 
comme  le  plus  souvent ^  pai'  le*  méthodes  que  nous  avons  données, 
on  obtient  la  transfoimaticu  la  {Jus  simple,  soit  sur-le-champ,  soit 
en  employant  les  valeurs  dbi'^  zhu',  nous  supprimons  cette  re- 
(^herchè.  '  c\.i\i: 

305.  Problème.  Trouver  toutes  les  représentations  d'un  nombre 
donné  M.  par  une  forme  dotmée  ak*4-abiQr4^j^  /  doHtic  déUrmi" 
nant  positif  non  quacré  est 

Observons  d'abdrd  qnrla'ibolMBHebedesirepirésénfaftiotts 

Talears  de  x,  y  non  premières  entre  elles,  peut  se  ramener  ici 
absolument  de  la  même  manière  que  pour  les  formes  de  détermi- 
nant négatif  (n"  i8i),  au  cas  où  ces  valeurs  sont  premières  entre 
elles.  Or  pour  qu'il  soit  possible  dé  représenter  le  nombre  M  par 
.  dès  valeurs  premières  éUfreélléfi  0  ftul'i|lf6  &'tmUâ9à  4tttilrà«» 
tiq)]ed»Jtf>  elf  4']os*t(d«0ft»drta»ei|MioiiV^(i»o4«ir).9OBt: 
St^iT^,  JK^fH-iir^  t/Ou'  ctaW  pwi  prtedrr  leUes  qu'aueuAe.  ar 
ioît  >f  jr>  t6ote  f«préseWfl|jNffi  db  nombre  Mpar  la  forme  pre^ 
potée  appartiendra  i  une  de  ces  valeurs.  Ainsi ,  avant  tout ,  on 
-devra  chercher  lè«  nombres  TV,  N\  etc.  et  ensuite  les  re{>ré8eDta* 
lions  qui  appartiennexlt  à  chacun  d'eux*  Il  n^y  aura  pas  de  repré- 
sentations apfsarfieaanteS  à  la-  valeur  iV,  si  les  foroies  {a,  b,  c) , 

N,  ^^B^  ntt  «ont  pu  (htopIreiàB^  éqàivaletttes^  mais  si  elles 

let^tf.OB  cherchera  une  transfimBatioa  propre tt,  ^,y,^'â»}A 
fi^fmière  en  la  seconde,  alors  on  aura,  en  faisant  J=>< 
une  représentation  du  nombre  Jlf  appartenante  à  la  valeur  iV ,  et 
tontes  les  représentations  seront  données  pto  les  foniiules 
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ARÏTHMiTIOrïS.  'J95 
Ail  nti^f  il  est  dvidcnt  que  oettc  formule  générale  sera  d'autant 
plui  simple,  qap  la  transformaiion  ^«^r»  (f>^Qnt  «Ue  est  4l^-^ 
duitc,  le  sera  ellfltmânM  davji^ilage.  ii  tara  nUlfl  de  (rofiFer, 
d'apvè?  k     feécédiBe,  U  tmnfrmHlièn  la  fiw  tim^  fl»  ]i^ 

forme  (a,      c)  en  la  forme  (iW,  N,  — On  trouvera  abso^ 

lumeiit  ()e  la  mêtpe  ra^inière  Içs  formules  générales  qui  donnent 
les  représentations  appartenantes  aux  valeurs  — N,  A",  — A",  ctc.^ 
•'il  en  existe.  *  •  •'     .  ' 

Ejcemp/i^.  On  cherçhe  lej|  représentations  du  nombre  585  par  la 
forme  ^2j:''^62xy'{-^iy**      '     '  "  * 

Four  ce  ^pî  ré^a^cde  IfS  représentations  par  des  valeurs  àex^r 
noq  premières  entre  elles,  il  est  clair  qu'ij  ne  peut  j  en  avoir 
d'autres  <^ue  cçUes  où  le  plus  grand  diviseur  commun  des  aombret 
se,  y  serait  3,  puisque  9  est  le  seul  diviseur  quadratique  de  585. 
Ainsi  quand  on  aura  les  représentations  dd  nombre  65=^|^  pat 

èoirtf  mnr«  <ni'  en  liieni  toiitef'  lit  n^KMéntâtioiis-dà  •nonib'f  589  ir 
par'la-fme|)3V«-^  ••' 

Les  Valeors  de  l'ciprenioii'  1^79  (iooà,  65)  sont'  rl:    ^  sbij* 
IcÂuTfi       ^  MftévenCalRfRL  du  «eivbce  ^  «Pf(9fM«it9  A 

la  valéur  — la^  est  jê^sra^'^ss— 1 ,  d'où  il  suit  <|De  tojutes  les  re< 
pr^^ations  de  appartenantes  à  la  même  valeér  serqat  doa^^ 
pa;i;  Jf;  fv|iri9^1f  c^;''ç=^i^—-4iw,  y==— /-f  55a,  et  partant  toutes 
les  xrpr^sei^ta^tÀWS  du  nombre  585,  par  la  formule  :i:==6/ — laSw, 
3/+i59«.  ^  même  laaoi^re,  00  trouve  que  les  repré* 
||ettta0ons  du  npaibre65  appartenantes  à  la  valeur  la  sont  données 
i>ar  &' fimole  générale  af  ^ssi^at-r-i^,  ys-*-a5/+aiitt«  ^ 
celles  qui  en  naissent  povr  585  par  MGfi/^-^Sgy»,  jcai-^gir-f^SStfi 
Mais  il  p'j  a  nuCTÎie  iiprfséalftto-jJto  «owlng  feanmiteiiiile  A 
la  Talent  s^aj. 

Po«r  taeovii  lei rapidsMiiiilMis  d»  585  par  èt^wiàdamé^x,  y 
tmMUiea  enti»eUei»  tt  tibl  d'<M  Inravwr  lés  ▼altqF*  d*  l?teK 
pressio»  |/7^  (aiod.58^  4]m  sont  ^'jj,  dbioS,  dbiS/^  cCA48b 

On  trouve  qu'aucune  repr^sentajtion  n'appartient  ap^  valensf 
st77>  d^ioSy  2ka4â.  niospeaur  la  T«)eaf  «^i59  ^«Uiepuév 
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sentatioB  a;  =  5,  >'=i,  d'où  l'on  tire  la  formule  générale 
a;=5/— ii4«»/=^'-f-»57«.  Pour  la  valeur-f-iSy,  on  a  de  même; 
la  représentation  «ssSS^  j^ss:-— 87,  et  la  formule  qui  contient 
tootet  Un  tranifomialioDt  aembltblM  «tt  »8s:85<— 746^^» 

On  a  donc  quatre  fimudet  géndnles,  dans  . lesquelles  font.epii^l 
leiuies  toutes  les  repcésentatipzis  dit  noml^ce  .565  par  U.^^ràif. 

*iâS»,  jrsB— S/-f-s5^,  afefi6*-^7«,  69/-f-655«, 
«sSf— ii4<<« /s    f4-i57«,  iBŒjW/--746«,  ^^--87/4-7891/,, 

Pour  abréger,  nous  ne  nous  arrêterons  p«B  davantage  auxa^pli- 
QaâoDS.partieiiUteis  des  recherches  piécédéntef>  /pareeqqè  cbaenn 
poona  y  penreoir  de  Ini  -nième;  en  itaitabt  ce  qui  a' été  iklt' 
11*176,  18a  I  et  nous  passons  abxfimiies  de  déterminant  positif 
l|iu^ré  qui  nous  restent  à  examiner* 

•  4iQ6»  FiiOBLSiiB.  ÉUwt  donnée  fme/ormç  (à,  b/  p)  de  déifenni;* 
Tiant  quarré  h*  dont  h  cst>  la  rapine  positive  ,  troi^er  imc  formc^ 

(A,  B>  C)  qui  lui  soit  proprement  équivalente,  dans  laquelle  A 
lOJndff  entre  otitah — 1  inclusivement ,  et  oà  l'on  ail  Br-rh^  Çsao. 

I.  Pnisqoe  MsBlT'^ae,  on  anra  ^s=--^^.  Sdt  &ic  ed 

rapport  asi^ /3 étant  premier  ayjeç ^«Tj  et  déterminons  a,  ^'C^e  ma-j 

aière  que  a/ — i^  =  i  »  ce  qui  peut  se  faire.  Par  la  substitûtiéri 
a,  /S,  y,  la  forme  {a,  b,  c)  se  changera  en  une  autre  (tf',  1/,  j 
qui  lui  sera  proprement  équivalente.  Or  on  aura    •      '        -  " 

Si  donc  a^eftsi(déenti»aeirjiifi^i»:U  lî)fine(a'«:4r»^):aaUÉfeifift 
à  tontes  les  conditions*  ''-  .'il 

.  n.  Mai»  si  tombe  hâct^eooiileipclimitef  ;  soit  ^  leré^du 
mimmum  positif  ' dé      snirint  le  module  ah ,  A  sera  évideminetif 

entre  o,  et  àA  —  1  ;  «oit  posé  A-^a'^^hk*  alors  ;  la;  foreae 
i^t'iV,  c)=:(ii,  h,  o)  ,  se  ctiangera,  par  la  substitution  1 ,  Q,ikf  1^ 
en       h,  o)  qui  sera propr^ment  équivaiente aux 6)iunea(a> 


AÎ^TTHMÉTIQUES.  aoi 

(a,  b,  c)  ,  et  satisfera  à  toutes  les  conditions.  Au  reste,  il  est  aisâ 
de  yoir  que  la  forme  (a,  b,  c)  se  change  eu  (A,  h,  o)  par  la  substi- 
talion  j8,  y+J'k,  i". 

Exemple.  Soit  la  forme  (97»  i5,  8)  dont  le  déterminant  est  9^ 

ici  AsssS  et  en pceiunl: donc iSss4#         9f  «ss-^^i'; 

7=  2 ,  la  forme  (<ï',  b\  d)  se  trouve  êtie  (—1,  3,  o),  qui  te ctiflQB^ 
en  (5,  3,0)  par  la  substitution  i ,  i ,  i .  Cette  dernière  est  paiw 
conséquent  la  forme  demandée ,  et  la  proposée  te  change  en  elle  ptr 

U  substitution  propre  3,  4»  —7*  — 9» 

'  liés  formes  telles  que  {A,  h,  o),  dans  lesquelles  A  est  comprît 
entre  o  et  2^— -i  înclusiveraent ,  s'appelleront  formes  réduites f 
mais  il  faut  bien  les  distinguer  des  formes  réduites  de  déterminant 
négatif  et  de  déterminant  positif  non  quarré. 

•  207.  Théorème.  Deux  formes  réduites  (a,  h  ,  o),  (a',  h,o)n« 
^eui/dnt  éttjt  jfropremcnt  éqiàtfaleMes  sans  être  identiques, 

£n  eSet^  si  on  les  8iip|>ose  proprement  équivalentet^  'toi^  ctj 
y,  ^  la  transformation  qui  change  U  piennère  en  1« lacoiidei  on 
'  aura  les  équations 

a^-^2k0/^o  (5)    .ctJ^,— jôjrssi  , .  y . .  .(4). 

De  Péquation  (^)  on  tire  /9sro  ou  afi+alû^O',  mais  ti  l'on  top- 
irnser  qué  jB  ÎDfrsoit  pas'sfrb,  comme  l'Âqnation  (2)  peiit'  se  mettte 
aons  la  forme  aa^+ahff^sso,  qui  donne  alors  nécestaicement 
oa+aA^so,  il  s'ensixiTrait  par  l'équation  (1)  que  a' =  0.  Donc 
on  doit  seulement  supposer  ^3  =0,  ce  qui  réduit  l'équation  (4)  à 
«t^^i,  d'où  a==i==i..  Ainsi  l'équation  (i)  devient a±; 2 A>=:a% 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  supposant  >  =  o,  puisque  a  et  a 
sont  tous  les  deux  coraiiHs  entre  o  et  2/1 —  i;  ainsi  on  a  donc  aasd^^ 
e'est-à-dire  que  les  deux  formes  sont  identiques. 

On  résout  par  là  sans  difficulté  les' problèmes  suivans^  qui  en 
offraient  beaucoup  pour  les  autres  détérminans. 

I.  Déterminer  si  deux  formes       F'^  de  même  déUmÙtWU 
quarré t  sont  équivaientes  ou  ngn» 

Ce 
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On  cberciiert  deux  formes  réduites  équivalantes  aux  formet  Fet 
F  respfCtifftQevt,  ei  luiTant  ()J2C  CB»rédaj|^ien>fit  ou  non  iden^ 
tiques ,  les  femief  proposéet  teront  on  son  évfftiyùmïif, 

II.  Déterminer  si  dgux  formes  f ,  F"  soni  ioqtrepremgni  éçui- 
falentes,  "        •  . 

*  ■ 

Soit  G  la  forme  opposée  àl'Hne  des  deux  formes,  kF,  par  exemple; 
si  G  est  propreinfqt.^uiTalei)4e  ài^4  i^  et^'  seroatiiiiprQpreiiieiit 

équivalentes. 

208.  Problème.  Étant  données  lieux  formes  'F  et  F'  de  même 
déterminartt  K*  proprement  équit/aLenpes^  trouver  Wie^f^H^Jof^uir 
Mon  propre  de  Vuneen  Vautre,   .  .    ;  ji    .  , 

Soit  la  réduite  équiralente  à  F  et  à  i?*;  on  ch'erchera' par  le 
n*  106  une  transformation  propre  a,  /3,  ^,  de  -F  en  (p ,  et  une 
transformation  propre  de  i*^  en  ^.  Alors  <p  se  changera 

en  F'  par  ia  Siubstitdition  profra  «TV; — *V  «t  pertao^^f  oa 
jF  par  la  aolMtitiiUoii  propre         /Sv',  /Sa!— «JÔ',  Jf/'— «T^^, 

Il  peut  être  utile  de  donner  pour  cette  liaasfo^matùon  de  en 
nnp  «utre  formule  ^  pour  laquelle  il  n'eat  pas  irfceimlBe  de  eonoaltre 
la^réâUlle >  -elle^idbliv.  Sirît  .^C^  A       J^aB(dr,  tf), 

ç  =  (A,h,  o)\  puisque  ^  est  la  plus  simple  expression  dé  la  frac- 
eutier  quevOous  su{>posecona==:y~^  et  de  naême  ^:=^^^^^^=^.  Ot 

.tem  «<Mta«qt  pour         «TCAr-'^)*,  p*»>ffi     ^ft»:.;  .    .  .:,nt 


ARITHMETIQUES.  ao5 

Od  «deniiiM^  vdâtivmMnt  4  la  fômie  F',  Viaa^'^^p^  et 

>  ^  .     .  '-^  .  ■  •  •  • 

En  tnbstituaxït  ces  yaSeun  de  a,  y,  h%  y  'dank  U  feiiaiile  précé- 
denfsj'dle  le  oban^  en  la  sabttitotion  tnlTantar  ?  - 

43Vi&  ^  a  diipani. 

'  .Si  rem  propoM.doox  htam  F,  F'  impiùpnment  équivalentes  « 
et  qu'on  demande  nile  transformation  impropre  de  l'une  en  l'autre» 
soit  G  la  forme  opposée  k  F",  et  a,  /S,  y,  cT  une  transformation 
propre  de  G  en  JF*,  il  est  clair  que  et,  jS,  — J'*  — leia  une 
transformation  impropre  de  F  en  F*, 

Enfin  on  voit  que  si  les  formes  sont  proprement  et  improprement 
équivalentes ,  on  pourra  trouver  de  cette  manière  deux  transfonna- 
tl<ms ,  l*diie  propre  et  l'autre  fanpropre. 

aog.  Une  nous  reste  jilas  parcpnséquent  qu*i  d^iitrt  d*iiiie 
aeole  tramfoipia^n  tonlp  cdfet  qui  liilisqin^  p^vphlahin,  ce  qui 
d^ieod  ài  la  folation  de  l'é<|nati^  "i^-^h^a^ssm^»  Mais  cette 
équation  ne  peut  16  résoudre  ^'dé  deux  manières,  "sardur,  ai  fki- 
«ant  tzszm,  u=:o,  on  /==<^/n,  uz=so.  Supposons  wtffet  une 
autre  solution  tss  T,  uz=U  où  Uae  soit  pas  xéco$  ooàme  m*  dih 

Vise  4^,  on  aum  é^wméË^  ^,  «t        ainsi  que  fi^  sont 

*des  qnarnSs  entiersV'iààis  WVoit  &cilenient  que  la  ^difli^reoce  de 
deux  qnarrés  entiers  ne  peut  être  4»  àjnoins  que  le  plus  petit  ne 
soit  sso;  si  donc  la  fi>rme  F  se  change  en  F*  par  la  transforma- 
tion «,  ^fy,i'i  on  ne  trouvera  d'autre  (ransformation  semblable 
que  — a,  — ^,  — y,  — ^T,  et  si  elles  ne  sont  équivalentes  que  d'une 
manière,  il  n'j  aura  que  deux  transformations*,  il  y  en  aura  quatre 
si  elles  sont  équivalentes  des  deux  manières,  savoir,  deux  propres 
et  deux  ImpropreÂ'  .  ^ 
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3IO.  TtrÊORÀME.  Si  deux  formes  réduites  (a,  o) ,  (a',  h,  o) 
ê9nt  impropremeat  éqndifal^te^,  on  aura  tA'^nf  ' (mod»  âmh), 
in  dtaat  le  plut  §nmd  commun  d£»imir  deo  nomhftt  a,  ah  ou  a% 
sh;  etré&ftroquianBUtnti,  ah;  a",  ah  on/  le  même  plus  ffiwià 
diviseur  aommunm,  et  qu*onait  ttil^m*  (mod.  ah  m),  lesfoffme» 
(a,  h ,  o),  (a',  h ,  o)  seront  improprement  équivalentes. 

I.  Si  la  forme  (a,  h,  o)  se  change  en  (.;',    ,  o)  par  la fransfiv* 
mation  impropre  et,  /S,      cT,  on  aura  les  équations 

cet»  -f-  3/ia>  =  fl'  C I  )  >    ûttjS  -f-  /2  (ouT-f- /S}') = A. ....  (a), 

a^'-t-3;i^/=o  (5),    a«r— I  :.(43. 

On  déduit  de  l'équation  (i) 

(a*+a/i>)* — (a*-|-aA/)aft>  —  aa',  ou  (a*4-2A^)'!sna' (raod.  afr^  .(n*-|-nA;  )) 

Or  en  combinant  les  équations  (a)  et  (4) ,  on  tire  (a/3  -f  -  J  }x  ==o , 
et  eomme  la  toppotitioB  ceaso  rÀlainiit  l'équation  (i)  à  dssîOf 

contre  l'hypothèse,  on  doit  avoir  a/â-^a/uTsso  ,  ou  et 

partant/Sbscb^,  i(^sqs^l'éqii«liim(4)doni»aiç«t=^"^ 

ou  atL+^hyssdcmm  Ainsi  la  congruence  que  noataTions  tronrée 
devient  m*=SM^  (mod.  ajiiA). 
IL  Simeitleplnt  giraoddiTiiBiveQinniandeenombret  àhl 

tly  7h,  et  qu'on  ait  aaf»  m'  (a»d.aiïiA),  ^,  2^,  ^.  ^^^^ir* 
ront  entiers,  et  l'on  s'assure  aisément  que  la  forme  (a,  h,  6)  se 
change  en  (a',  A,  o)  par  la  subaUtuUion  — ^>  — ^»  ^' 

que  cette  substitution  est  impropre»  Ainii  cet  fiwet  seront  în^faD- 

•|>rement  équivalentes. 

On  peut  aussi  juger  stir-lc-cliamp  sî  une  forme  réduite  (a.,  h,  q) 
est  improprement  équivalente  à  elle-mêine^  pviisqu'on  .aura  alors 

a*  =  m*  (mod.  2mh).  '         ''        —       *    •  ! 

an.  On  trouve  toutes  les  formes  réduites  de  délecmiuant  h^.  tu 
prenant  ponr  ji  dans  la  forme  h,  o)  tons  lesaoiQbffesêntien 
depnis  et  j  compris  o,  jusqu'à  aft— i  indniivàÉsnt}  îdnsi  lis 
nombre  en  sera  aÂ.  II  est  évident'.que  l'on  peut  distribuer  toutes 
les  formes  dé  déterminant  h'  en  autant  de  classes ,  et  qu'elles  joni'- 
Tont  de  la  même  propriété  que  ci-dessus  (n°*  ijS ,  i85)  ,  pour  les 
formes  de  déterminant  négatif  et  de  détcimioant  positif  nonquarré» 
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ARITHMÉTIQUES.  .  aoS 
Ainsi  tontes  les  femies  de  détennimut  ssaS  peuvent  iq  disliibiior 
en  dix  classes,  qui  se  distingueront  par  les  différentes  formes  ré- 
duites qui  y  seront  contenues.  Ces  formes  réduites  sont  :  (o,  5,  o}» 

(i,  5,  o),  (2,  5,  o),  (5,  5,  o),  (8,  5,  o),  (9,  5,  o),  qui  sont  impropre- 
ment équivcdentes  à  elles-mêmes-,  (3,  5,  o),  qui  est  improprement 
équivalente  à  (j,  5,  o)-,  (4  ^»  o),  qui  est  improprement  équiva- 
lente &  (6, 5,  o). 

313.  Problème.  Trouver  toutes  les  représentations  d'un 
nombre  doaké  M,  pca*  unà/ormer  dmaidc  +  abz/  4-  cy'  de 
délermtnani  h*. 

Qn  peut  tirer  la  idlntion  de  ce  problème^  des  principes  de 
l'art.  i6S,  absolnment  de  la  même  manière  que  nous  l'avonsfiit 
pins  hant  (n»*  180, 181, 20S),  pouf  les  formes  de  déterminant  né- 
gatif, et  positif  non  quarré,  et  comme  il  n'y  a  en  cela  ancunn' 

difficulté,  il  serait  superflu  de  le  reprendre  ici.  Mais  il  ne  sera  pas 
hors  de  propos  de  déduire  la  solution  d'un  antra  principe^  ett 
propre  à  ce  cas  particulier. 

AjaiA  fidt  oomoia  ans  n">  ao6,  ao8,  — 1—.  =  i  a 

'-jT^i^J*  0~ — J — ^S*  prouve  sans  peme  que  la  forme 
proposée  est  le  produit  des  deux  facteurs  S'x — cifx~-gyy  d'oà 
il  suit  évidemment  que  toute  représentation  du  nombre  M  par  la 
forme  proposée  donne  la  résolution  du  nombre  Af  en  deux  facteurs. 
Si  donc  tous  les  diviseurs  du  nombre  M  sont  d,  d^,  etc.  (i  et 
Mj  oompvis  et  chacun  d'ans  étant  pris  positivement  et  négative- 
ment), il  estdair  que  l'on  obtiendm  tontes  les  représentations  du 

nombre  ilf,  en  posant  snccessivement  ^^^^J^d,  fx'-gyssi^\ 

^jfcB^f  fje^gjrsst^,  etc.  QnticeradelàdllBnnles?alenn 
dearetdej',  parmi  lesquelles  on  lejettem  celles  qni  ne  sontpst 
«nti^tes.  Or  Jet  deux  puamlkn  équations  donnent  évidenuiienft 

'-W=k> '^=W=iSi' 

pareeque  jS/*— (T^ïrra/t,  et  que 
ptfcoméqnttit  le  dénondnatenr  des  fiiclioBS  n'est  jamais  aeo. 
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On  aurait  pu  tirer  de  la  décomposition  en  deut  facteurs ,  Ici 
problême»  précédens  j  maïs  nous  avons  préféré  employer  une 
méthode  analogue  à  celle  que  nous  avions  suivie  pour  les  autres 
détenntoant. 

Exemple.  Cherchons  les  représentations  du  nombre  12  par  la 
forme  3ar*4-4^ — Cette  forme  se  décompose  en  deiq:  fac- 
temx'^y  et  Sx-f-TT^;  lev  cUviiaiiiB  dn  Bembra  la  sont  :  d=  i  j 
a,  5, 4  &  ta.  Faiaoot  jrssi,  Sa^+^f  ssia,-on  tin  «.s=f| , 
jsss^,  valeim  à  rejeter  eonune  fiaetbiuMixes.  Les  ^▼itent 
«—I,  =b3,  d=4»  :àz6,  dbia  dooneot  auii  des  Taleurs  inutUei  ; 
mais  le  diTisenr  -f-s  donne  x=z — 3,  jrsmo,  et  le  dirise«r--^a, 
donne  j:= — 2,  ^sso.  Ainsi  4  s'y  aura  exactenieiit  qne  ceé.dèlvr 
représentations.  -  ' 

Cette  méthode  ne  peut  s'empio/er  siilf=:o;  mais  dans  ce  cas, 
il  est  clair  qne  toutes  les  râleurs  de  j:  et  ^  doivent  satisfaire  à 
rùne  des  équations  Sx — ^y=o,  fx — gyz=,Q.  Or  toutes  les  so- 
lutions de  la  première  équation  sont  contenues  dans  la  formule 
ies=  IBz,  y=:J'Zf  en  désignant  par  z  un  nombre  quelconque  «  si 
fi,  cT  sont  premien  entre  emct  eomme  00  la  suppose*  Demême^ 
nommant  m  le  plus  grand  diviseur  cmmnôii  des  nombres  /,  g, 
tontes  lel  teintions  de  la  seeenA»  éqnatioa  seront  données  par  la 

formule  «s;=^j  r=— •  Ainsi  ces  denx  Ibtmnlflt  eontlêndEont 

toutes  les  représeaiatioos  ds  aocobre  Mssso, 


Dans  ce  qui  préc^,  tout  ce  qni  appartient  àla  vsohaNhe  des 
caractèies  de  l'équiTalaiee  des  fimnes,  à  leur  transfonnalion  et 
&  la  représentation  dès  nombres  donnés  par  des  fermes  données^  a 
été  eapliqiié  de  manière  à  ne  rien  laisser  à  désirer.  Il  ne  nous  reste 
pins  parconséquent  qu'à  prendre  deux  formes  de  déterminant  diffé- 
rent, qui  parconséquent  ne  peuvent  être  équivalentes,  et  à  ensei- 
gner le  mojen  de  juger  si  l'une  est  contenue  dans  Tautre,  et  dans 
ce  casj  celui  de  trouver  les  transformations  de  l  'une  en  l'autre. 

ai 5.  Nous  avons  déjà  fait  voir  (n*»*  iSj  et  i58)  que  si  une  forme/ 
de  déterminant    renferme  la  forme  F  de  déterminant  £,  et  se 


ABITHMÉTIQVIS.  ^ 
dMOgBtllJS^^r  la  substitution  «,  )3,  ona  Acs(«i'-^j9^)^JE>^ 
et  que  si  l*on  a  aJ''-'^=dz  i ,  la  forme /non-tenleinent  renferma 
la  fon»  F,  mais  loi  est  équivalente,  fltqne  partant;,  si/ienfemM  Fl 
$Êmhd  être  ëqulralante,  k  quotient  ~  sera  entier  >  i.  Ajja«i  lè 

ivoblène  à  jéttHià»  m».:  Ju§^0ê  me /om9.éKmég  £  JtfinM 
mimait  O  rm^/ermt  itt^Jum^  émmiê  dû  MàM..^ff„ff  ^  ^ 
eit  tnppotél  un  nombre  positif  >i»  Pour  j  ptyrenk»  nom  a«i- 

gnerons  rm  nombre  fini  de  forme»  contenues  sous  la  Anne  /,  et 
telles  que  i^'joit  équivalent»  à  l'un»  A'eUea^  ai  eUe  eit  eonfme 

dans  f*'. 


I.  Soient  m,  m',       elc«  les  diviseur»  ymTtîfidn  mmIm  • 

(j  compris  I  et  é)  et  mnz=:m'n' ^nfn'zse:. .  .=s^.  IMi^|H>fli^ 
pour  abréger,  par  o)  la  forme  en  laquelIe/se  change  par  la 
substitution  propre  m,  o,  o,  n;  par  (m,  i)  celle  qui  ré^uhe  de  la 
substitution  propre  m,  1,0,  n,  etc.,  et  généralement  par  (m;  k) 
eelle  qnixésolte  de  la  substitution  propre  m»  k,  o,  n.  On  entendra 
den^  leseipceiaioiit  (n^i  o},  (/ti'j  1),  etc.  (m';  A),  etc.  Toutes 
eet  nirnies  seront  contaDUM  propnment  dans  la  tommf  ,  et  le  dé- 
terminant de  chacune  d'elles  sera  H^.  Noos  seprésenterons  par  A 
l'ensemble  de  toutes  les  formes  (nijo),  (in; 
{m';  o),  (m'i  i),...(/n'i  m— i),  etc.,  dont  le  aombla  eiC 
m+m'-\rm'+Gtc,^  et  qjoi  sont  tontes  difféesniie,  esna»  en  Is 
verra  aisément* 

Si  Ton  a,  par  exemple,  /=(2,  5,  7)  et  ^=5,  H  comprendra 

les  SIX  formes  (r;  o);  (5;  o),  (5;  1),  (5;  2),  (5-,  3>,  (5;  4),  qui  sont, 

(56,  55,  55),  (5o,  65,  79). 

n.  Or  je  dis  que  si  la  forme  F  de  déterminant        est  con- 
tenue dans/,  elle  sera  nécessairement  proprement  étjuivalente  à 
'  nne  des  formes  Q.  Supposons  en  eflfet  que  /  se  change  en  F  par 
»"  «"hltflnrtim  propre  o»  /S,  y,  J -,  on  aura  «cT— i8>  =:  e  (*).  Soit  n 


£i.lilUu  aété  {krobablement  conduit  à  m  démoDstratioa  par  l'MahcM  auiyaat» 
uStntlarBnqdaoïr. 

StvpoNOi  la  ftiaM  FicnCmnée  daeslafomc/,  et  ipe  /se  change  en  /^-pw 
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10  plut  gràail  oommaDdiviMurdefoombiet^;^,  qtttnepeovenf 

être  nuls  tous  les  deux,  et  ^ssm*  Soient  les  nombres  g,  h  tels 

que  yg--^  «r/i=/i ,  k  le  résidu  minimum  positif  du  nombre  ag-^^h, 
suivant  le  module  m.  Alors  la  forme  (/n  j  A) ,  qui  est  évidemment 
tue  dfli-  ianam^Ct,  mià  propremMit  éqiiiv^énfe  à  la  forme  F,  et 
te  dluuigerft'mêia»>eBdUepirUtiib8tllafioii  propre  * 

»        m       *     '   n        m  •'»'n 

U  substitution  a,  |3,  y,  cT.  Soit  f  tuw  des  formu  Q,  «t  k,  0,  n,  U  substi^ 
tation  qui  change  /  en  f.  Soit  enfin  t^,  0^  y%  V  U  snbstitiitian .  propre 
ÇDÎ  diaiig*  ^  «a  tane  forme  équivalente  ;  U  fonne  fm  cftanfira  ën  cette  doànèm 
par  la  substitution  :  m<t'  -f-  ,  m.S'  kS' .  Si  donc  l'on  pent  détlhuinif  Iss 
nombrea  n»,  A,  n,      ^,      Z',  de  manière  qu'on  ait 

11  est  dair  que  ^  sera  équivalente  à  F. 

Or  les  équations  ny'  =  y ,  nS'  ■=^t-  donnent  ^'  =     ,     =  -  :  et  comme  y', 

f  doivent  être  premiers  entre  eux,  n  sera  le  plus  grand  commun  diviseur  dtt 
nombres  y»  X.  Des  deux  autre<;  équations,  on  tire  en  éliminant  m  ou  h, 

k  =  *'fi  —  c^',  m^z^S"-^»/; 
et  comme  1a  tecoode  da  csi  iqiittîofli  swimt  évidsmiimt  4  Mâ'^0yss9^ss-mtf 
n  as  naît  plus  qa*A  satisEnre  à  la  première  et  à  l'équation  —ffy'  =z  1.  Si 
l'on  suppose  que  0,'  ■=het  ^  ■=g  soit  une  solution  quelconque  de  cette  dernière , 
on  aura  en  général  «'  s=:  A + p>' ,  ffssg  j  substituant  oet  valeurs  dans  ceHo 
de  k ,  elle  devient  •  ,  •       '  , 

*=W-g«+/>(/8y'— itZ)=W— g*-/»in,  ou  AavAl^fCjtinod.».}.: 
jUnsi  «a  pnaant  pour  k  la  «éiidn  mmnmiii»  positif  da  41  ««g»,  aoivnt  la 
data  m»  h  fonaa  f  on  (m;  A)  sa  ttovran  panii  ha  fimnas  IL  Osa  ; 

'm  m  ^ 

ce  qui  est,  an  signe  de  g  près,  le  résultat  de  1  auteur. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  forme  9  restera  la  même  de  quelque  manière  que  p  et 
^soimtdétnrminés;  eOe  sscattaDoerak  mteM,  quand  on  «nnit  d*inlmini«nra 
da  «,  1, 7 ,  X ,  pourvu  qna  la  diviseur  commun  de  ,  /y  n'eût  pas  changé .  nça 
plus  que  le  ré»idu  minimum  positif  de  h0  —  gA  :  mais  dans  tout  autre  cas  l« 
forme  f  changera.  Il  suit  de  là  qu'il  peut  y  avoir  plusieurs  formes  aie. 
Les  propciBliona  fna  rantaw  dénHatra.dûsla  vP  tétnï,  Mt  éfidenils  d'apAa 
MB  obsenalte»  (AToft  du  «nufadinr). 


Digitized  by  Google 


ARttHHÉTIQUfiS. 

t^T|'  1*.  il  est  évident  que  c  s  quatre  nombres  sont  èntierr;  9*.  oa 
s'assure  aisément  que  la  substitution  est  prop^'e;  3*.  il  est  cinir 
(n"  i^o)  <ine  la  fdrme  én  laquelle  se  change  (m;  k") ,  par  la  traiisFor- 
matiou  précéiiente,  est  la  même  que  celle  en  laquelle  ^se  change 
par  la  transformation 

I 

Or  le  prenûer  de  ces  quatre  nombres  se  réduit  sur-le-c^amjg  à 

cm  A  mnsîtfssfltir— 1^  ;  âonc  i8}r'*4-iiiits«J^  et  ïRit»/8>'9 
ce  qui  donne  pour  les  den  expreràdn*  précédentes  ^(>^-f-  ili), 

^(>^~H^)#  9ÛM  lédniseiit éyideaimnnt  kit, -fi,  puisqu'on  a 

II.  Ainii  cétte  transformatû»  est  a,  fi,  y,  donc  (m^  A) 
se  change  en  F,  et  partant  (m\  k)  et  F  sont  proprement  éqpil^ 
valantes,  puisqu'elles  ont  d'ailleurs  le  mémo  déterminant. 

On  ponna  toujonis  juger  par  là  si  lue  forme  / de  déterminant  JD 

renferme  proprement  une  forme  de  déterminant  De*)  mais  quand 
on  cherche  si /'  renferme  F  improprement,  on  doit  chercher  si 
la  forme  opposée  à  F  est  renfermée  dans  /, 

ai4*  Froblàms.  Étant  données  deux^  formes  £  et  F,  dont 
les  détermînans  sont  respectivement  D  et  De*,  et  dont  la  pre- 
mière renferme  la  seconde  proprement i  trower  toutes  les  Uans*. 

formations  propres  de  S  en  F. 

En  représentant  par  fl  le  môme  ensemble  de  formes  qu'au 
numéro  précédent,  on  en  extraira  toutes  les  formes  auxquelles^ 
Mt  proprement  équivalente.  Désignons-les  par  <p ,  (p',  (p%  etc.  ;  cha* 
enne  de  ces  finmep  finmif^  des  transftnnations  propres  de /en  F, 
en  donnera  dedliBGScentes^.et  il  i^'f  aura  aucune  tiansfatmatioa 
de  la  forme  /en  F  qui  ne  soit  donnée  par  une  dû  formes 
ç',  ip",  etc.  Au  reste,  . Goow  Ja  nédiode  est  la  môme  polv  toutes 
ces  foroies,  nous'     pftwt  oç^epptrom  que  d'une  seule.  . 

Supposons  <f>=(AFî:lC)«t«eBilf2V,  de  manière  que/ie  «hanga 
en  f  par  la  substùulioiifiropiè'y  i^y         A.  Désignons  par  «'^ 

Dd 
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3TO  KEC^ÇRC^£$: 
^ ,  y'  f  éT'  une  transformât  ion  propre  quelconque  de  ^  en  ]a 
forme  y  se  changera  évidemment  en  F  par  la  substitution  proprè 
Maf+Ky' ,  m"^'  -^  KS'y  Ny',  AV;  et  de  même,  toute  transfor- 
mation de  <p  eu  eu  douuerauue  de  J'en  F,  et  fùnsi  des  autres; 
pour  prooTer  quebetCe  tolatioii  est  complète»  il  reste  à  démontrer, 
1".  Que  df  cette  mamêre  o»  obtient  toutes  les  transformations 
possibièêi  ée-I «HP.  Sob  ta,  ^  une  frainfoimstioD  pn>pre 
quàeooqm  dey«i  J?»  et  comme  an  n*  préoédest  >  i»  le  pins  grand 
ctorinsnii  ^viseur  des  nombres  y,  ^ ,  et  ]ei  nombres  m,  g,  h,  h 
déterminés  de  la  même  manière  qu'à  ce  numéro*  Albn  la.  fbm» 
(m)  A)  le  tronye  paimi  les  formes  ^»  f^j,  eto* 

71  m  n  m  ^*  n  n 

sera  une  transformation  de  celte  forme  en  P ,  et  de  cette  trans- 
formation on  tire  par  la  règle  que  nous  venons  de  donner,  cl, 
y,  ^  pour  celle  dey* en  F»  Tout  ceci  a  été  démontré  au  n*  dé- 
cèdent. 

n*.  Toutes  Us  transformoUonsque  Von  MaU  de  cette  manUre 
sont  tHffifrentès,  On  reSt  tans  peine  qne  des  tkanaIbnnatioBt  diffiS- 
lentes  d'one  même  forme  (p ,  etc.  en  ne  peuvent  produire  la 
même  transformation  de /  en  F.  Il  reste  donc  seolement  à  pronyer 
que  deux  formes  dific^rentes  ^  et  ^'^  par  esemple,  ne  pensent  donner 
la  même  transformation. 

Supposons  que  la  transformation  propre  a,  ^,  j',  cT  de  la  forme 
yen  F  y  s'obtienne  de  la  transformation  a,  /S',  y',  é'  de  en  F , 
et  de  la  transformation  a',  /3%  y\  J  *  de  9'  en  F,  Soit  (;n;  A)  , 
f'=r(m'j  A'),  essmnzsinifj/.  On  aura  les  ëqnaliont 
«s  iim'  +  ijr'  5» «f»*  -f-  A'/. . . 0)  ,  iî  =  mjS'  4-  =s  ii/^»  +  Ui^.,  .(a)  , 
yz^«y'^jiY-  ve5).  /î»»i'=s»'^. .  .(4) .  i^J'-Hry=«iV^ryi=* . .  .{5> 
VoltipUant  les  A]«atieM  (4)  et  (3)  par  a'  et  ^'  respecdtement , 
on  troBvera  par  la  ionitracitloa^  jisB»'(«t'.^ — §^7^)*  ^  ^  ùttï' 
tipUaat  9m  eontraivt  par  et  jS*  leipeetiveBMnt»  on  tmi?era  de 
même  nf  =sn  (m'J'-^fPy'y^  donc  n  est  dividUe  par  t^tif  par  n, 
ce  qui  exigO  qu'on  ait  nssni' ,  poisqne'n  et  n'  sont  supposés  tous 
les  deux  positifs.  Donc  aussi  m^ir/ ,  y' s=:  y' ,  Çx- ea 

élin^naat  m  entre  .les  .équations  (t)  et       on  .trouve 
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AltÏT)HMéTIQ0ES.  ^it 

doBC  AsE  A<  (mod/m)  ;  ce  qoi  ne  psnl  «rafar  Uén  àiBwiil»^aë  l'oa 
n*ait  kssff,  puisque  il  et  tcnit  compris  entre  o  etwwi.  Donit 
les  finnMis  ^et    sont  les  mêmes  contze  llijfpotlièf^ 

Au  reste ,  il  est  clair  que  si  le  déterminant  D^'àit  liêgitiï ,  ou 
positifet  4)naxn£«  on  tronTerae&ctiTemeiitptr  oeftMBié^|ude«fioiites 
les  transfermatioDS  propres  ^/en  JP^.maîs  que  s'il  est  positif  et 
non  quarré  »  on  tronma  certaines  formules  générales  qui  eontieif 

diont  tontes  les  transformations  propres ,  dont  le  nombre  estinfini. 

I  •       •  • 

£nfin  si  la  forme  S  est  contenue  impropcemeat  dans  In  forme 
on  peut  tmnrer  par  la  même  mdthode  tontes  les  transformations 

de /en  F.  Soit  en  effet  «,  /S,  /  un»  transfomiation  îad^lep- 
minée  de  /  en  la  forme  opposée  à  F ,  toutes  les  transformations 
impKopces  de  y  en  F  seront  représentées  par  a.,  — .    ^,  — .  J^.  . 

Exemple,  On  demande  tontes  les  transformations  de  la  ferme 
(2,  S,  7)  en  (2y5,  o«  — 1)«  qui  y  est  contenue  des  deux  maniées. 
Nous  avons  donné  an  n*  précédent  la  suite  il  de  formes  pour  la 

•proposée.  Examen  fait,  on  trouve  que  dans  cette  suite  le»  formes 
(5;  i)et(5i4)  sont  proprement  équivalentes  à  la  forme  (275,0, — i). 
Toutes  les  transformations  de  la  forme  (5}  i)  =  (5o,  35,  19)  en 
(275,  o«  —  i)  se  trouvent,  par  la  théorie  que  nous  avons  expliquée 
plot  huit  ;  être  eontennes  dans  la'formnfo  générale , 

16/  — 275^  ,  — /  +  i6m,  —  i5 t'^iy^u  ,  / —  i5«, 

où/,  u  désignent  les  nombres  entiers  qui  satisfont  à  l'équation 
indéterminée  — 275/^*=ij  ainsi  toutes  les  transformations 
propres  de  la  forme  (2,5,7)  (=»7^*  —  0  qui  en  résultent  « 
seront  comprises  dans  la  formule  générale 

6&  —  I loow,  —  4/ -f- 65^/ ,  —  1 5/ +  275a,  f  —  i&i. 

De  même,  toutes  les  transformations  propres  de  la  forme  (5;  4) 
s(5o,  65,  79)  en  (275,  o,  —  i  )  sont  contenues  dans  la  formule 

i4/-f-a75«,  l-f-i4«f —  x5^-^ 37511, —  » 

«  • 

ce  qui  donne  encore  U  snitante  pour  les  transformations  propres 
(a*  5, 7)^en  (275,  o;-b  1)  , 
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SIS  It  E  Ç  HiE  R  C  H  E.9  A 

AiaA      àma  femudet  embriasent  tontes  ki  tranifinmatimii 
On  tronye  "de  )«  inémr  diaBÎère 

31 5.  Jusqu'à  présent  nous  avons  écarté  de  nos  recherches  lei 
formes  dont  le  déterminant  =0.  Pour  compléter  notre  théorie  « 
il  nous  reste  à  ajoater  qnelque  chose  à  leur  sujet.  Comme  il  a 
élé  dénootré  généralement  que  n  une  feirné  de  détanainant  D 
nne  ferme  de  déferminant  1^,  U  étànt  mnltiple  de  H }  il 
S^suit  qu'une  forme  de  déterminant  9  O  ne  peut  renfermer  att* 
cnne  fiHnne  dont  le  déterminant  ne  soit  aossi  =  o«  U  ne  nonsieste 
done  que  denx  problèmes  à  résoudre  ^  savoir  :     . ,  ■ 

s*.  Éumt  donkén  deux  formes  fetF,  dont  la  seconde  «  o 
pour  détèrndnant,  découvrir  si  la  première  renferme  la  seconde  ; 
a  dans  ce  cae,  trouver  toutes  les  transformations  de  f  en  F.  * 

a*.  Trouver  toutes  les  représentations  d^un  nombre  donné  par 
une  forme  donnée  de  déterminant  =  0. 

Le  premier  problème  doit  être  traité  différeoMnenf ,  quand  le 
déterminant  de  ia  première  forme  est  anni  sssQ.»  ft  quand  il  ne 
l'est  pas.  *  ' 

I.  Observons  avant  tout  qu'une  forme  flx*  +  a ^jry -f- cy*  dont 
le  déterminant  =0,  peut  se  représenter  ainsi:  m  (gx-\^  Iiy)* , 
g  et  II  étant  entiers  et  premiers  entre  eux,  et  m  un  nombre  entier. 
Soit  en  effet  m  le  plus  grand  comoîun  diviseur  des  nombres  a,  c, 
en  lui  dcnnairt  le  Mme  signe  quS&'beé  nombieSy  -qui  doivent 

évidemment  en  avoir  un  semblable.      et-^  seront  entiers  «  po* 

II»  • 

'•      „•-•  ...  ^ 

•itifa  et  premîen  «tira  eux  *,  leur  produit  doit  être  égal  à  ^  qui  est 

un  quàrré»  et  partant,*  cfaaéiin  d'eus  en  doit  être  un  aussi.  Soit 

^z=:g*  f-^sss  h* ,  gti  h  seront  aussi  premien  entre  eux^  et  l'on 
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ARITHMÉTIQUES.  a,5 
aura      ^^^f  ^  m*  ^.'^  ^      qu'on  a  ' 

Soient  proposées  maintenant  deux  formes  /et  /«  île  déterminant 
et/sB!  OT  (^j;  +  hjr  y,  ÈssM{GX-{-  Ury,  dans  lesquelles 
g  <8t  pnnUdr  av«c  k,  «t  ^^voe  JSr.  Je  dit  que  si /ranferme  F» 
on  «m  msssM^  àa  qiie  du  moins  m  divisera  JUT,  et  donnera  pour 
quotient  un  quarré ,  et  réciproquement.  En  effet ,  si  /  se  change 
«n  F  par  la  sulntihition  a  =  «X  -H  /3  jT,  ^  as  >      /jT,  on  aora. 

•  •  •         .      .  . 

d'où  il  snit  évidemment  que  ^eit  on  qvané  ;  fiiisons  ^as^  ^  an 
aura 

*(CX-|.^JO=:d:{(«y-|->A)X+(%+«r/,)r}., 

et|«itant,>C=sb(«^+>A),>iy=:=fc(%H-J^/Oi  comme  (?,  fl- 
sont  premiers  entre  eoz>  on  peut  déterminer  denz  nombres  G*  H* 
tels  qu'on  ait  C7.G'+ £r.//'=:  15  et  partant, 
H-fi'(^H-jy>),  ou  égal  à  nn  <entier.  ^Réciproqnement,  si  l'on 
suppose  que  J  soit  un  qnarré  entier  ss^,U  fonne  /  renfermera 
la  ferme  F,  c'est-à^^ire  qu'on  pourra  tonjours  déterminer  des  va- 
leurs entikes  1*,^,^,^^,  de  manière  à  satis^ife  aux  équations 

car  on  équations  sont  toujours  résolubles  en  nombres  entiers.  Il 
suffit  ;  comme  on  sait ,  de  résoudre  Téquation      4-  h  h  =  i , 
•on  aura 

en  donnant  à  z,  z'  des  valeurs  entières  quelconques.  " 

Il  est  clair  en  même  temps  que  ces  formules  donnent  foutes  les 
transformations  de/ sa  F,  pourvu  qu'on  attribue  à  z  et  toutes 
les  valears  entières. 

II.  Supposons  maintenant  que  fout  restant  le  même  d'ailleurs, 
_laforme/=aa.*H-;ï^a<j.+  cy*  n'ait  pas  o  pour  déterminant.  Je 
dis  que,  i%  si/ienfinme  F,  le  nombre  M  pourra  se  représenter 
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314  RECHERCHES 
par  la  forme a%  si  jlf  peat  étn  représenté  par/,  la  forme  F 
sera  leaftrmée  dans/j  5*.  si,  dâot  ce  cas,  la  formule  .x  =  ^, 
^sjk»  donne  indéfiniment  tontes  les  repiéséatetiais  dn  nombn 
M  par  la  forme / ;  les  transformations  de/* en  F  Sttont  cont^nnet 
dans  U  fiMrniule  G^,  M^,  _Gv,  Su, 

Supposons  ^  /  se  «diang^  eo     par  la  snbstitiitlon  a,  fi, 
^}  en  ptenant  les  nombres  G',  H',  tels  qu^on  ait  0&^HB*aBit\ 
ai  l'on  fait  x=ctG'+^H',^  =  >G'-f.cr/f',  la  valeur  de  la  ftnaa 
/àsnmt  M,  et  paitant,  M pent  ètce  leprésenté  par^ 

a*.  Si  l'on  suppose  4<«+a^v4-cu«sjr,  il  est  éfident  que 
par  la  substitution  G^,  B^,  G»,  Bv,  la  ferme/ se  change  en  F* 

5*.  Pour  ddmontiw  que  h. substitution  G^,  B^,Gv,Mei  donne 
tontes  les  transfiwmations  ét/mF,  A^,  v  représentent  tontes 

les  valeurs  de  x,  jr  qui  rendent  /=M;  Êoit     /8,  >,  cT  une  tnuu« 

£)rmation  quelconque  de  f  en  F ,  et,  comme  plus  haut,  G& 
fiiEf'ssi,  parmi  les  valeurs  de  x,y  seront  les  suivantes:4safl(^-|-^3£rf 
y=iyG' -{■' S'H* ,  ^\xï  donneront  la  substitution 

i?(*<?'+/8£r'),  £r(«c'H./aff'),  GCyG'-h^s'),  a(:yG''^a')é 

d'o&  l'on  tiie 

mais  comme  on  a 

en  en  tire  an  moyen  des  tnns  équations  qui  en  dérivent» 

Or  —  /â}^  =  o ,  puisque  le  déterminant  de  F  qui  est  =  o  ,  est 
égpl  au  produit  de  wl—  par  le  déterminant  de/  qui  n'est  pat 
égil  &  léro;  ona  donc  jSiff — «fiTsso,  et  partant,  la  substitution 
en  question  te  réduit  à  /S»  7*  Ainsi  la  formule  que  nous 
avons  donnée  foomit  toutes  les  ttansformatioas  do  f  ta  F  C), 


(*)  On  pooR^  «Mon  préMotMr  cm  ëSéMm  pnpuitkMis  dt  la  anaiira 

nii  vante. 

Si  U  iaacMf  le  change  ea     pu  U  subttitatioa         ^,      ob  aura  le* 


'ARITHMÉTIQUES.  2,5 
TH.  Il  ne  reste  plus  qu'à  faire  voir  comment  on  peut  frouver 
loutes  les  représentations  d'un  nombre  donne  par  une  forme  donnée 
dont  le  détermiafiit  as  a.  8dt  cette  fimne  m(gx  4-  hyy,  il  suit 
de  là  que  oe  nombre  doit  être  dWiaible  par  M,  et  que  le  quotient 
doit  êbre  un  tpmttéà  Ainn^  en  leprétentant  ce  nenibre  par 
on  ania  à  trouTer  les  Talenrsde  *,y  pour  qu'on  ait  (gx+hyyas^*, 
ou  ce  qui  revient  au  même  ,  gx-^hy=:dze.  Or  cette  équation 
est  toujours  résoluble  en  nombres  entiers ,  puisque  g  et  h  sont 
premiers  entre  eux.  On  déterminera  et  h'  de  manière  qu'on  ait 
gg'  'i-hh'=  1 ,  et  l'on  aura  x  =  ±^tf  4- Az,  jf=izkh'e^gt0 
où  z  est  un  nombre  entier  quelconque. 

Comme  application  des  recherches  précédentes  j  nous  ajouterons 

le  problème  suivant. 

ai6.  PnoBLtME.  Tromper  toutes  les  solutions  en  nombres 
entiers,  de  l'équation  générale  du  second  degré  àdeux  inconnues^ 

ax*'4-abx7H-cj*-f-2dx-f-3ej4-f=o,  (') 

'     t  ■  " 

éfiuations 

M  anm  tnootv  mt^fly^o ,  ou  ^  = 

Si  de  la  première,  multipliée  par  S',  on  retranche  la  seconde,  nniUipIiée  par  j., 
on  en  déduit  nir-l«-^fa«Bip  G/— if>3so,  ou  ^=^1  «t paiâfu'on  a  , 
«  G 

®       «NitpnBrftn  «ntr*  «ae^  doiie>  «t  «  tout  diviiiblM  per  G,  «1 

«tjl  par  IT;  damrte  qna  Vonaata  «ss^G,  iBs|£r,  >svG,  IsuB,  |f  et  v 
étant  des  iodétermioées.  Or  cm  TlIflUX*,  iidMtituAw  dlâl  1«»  trpif  éipMXiOB»,  ré- 
dwMst  chacun*  d'clict  à 

a;»  4.  ai^u  +  cv«  =  iJ/. 

Donc  nous  prouvons  à-la- fois,  i*.  que  M  doit  être  représentable  par  la  forme 
(o,  i ,  c)  ;  a",  qae  s'il  est  représentable  ,  la  transformation  de/ea  F  est  possible  ; 
3".  qn'elle  se  fidt  par.  la  OTlMtj|jbitioa|G,  Çjr,  «e,uB,  «tan  aiABattBipsqa'on 
ablkndn  aindtontnilM  tFMufbiiiiatioiM.  (iVbtoJaf^^ 

(*)  Si  l'on  propotaijt  ma  «qnaiiqn  dane  Jaipifllla  le  a«,  le  elle  S*  ooeStims 
ne  fussent  pas  pairs ^  cette  équation,  aHiltipliée  par  a,  praadndt  la  lonae  que 

nous  loi  supposons.  * 
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ou  a,  b,  c,  etc.  sont  des  nombres  entiers  quelûonguesi  ■ 

Si  l'on  introduit  à  la  place  des  inconnues  x^y  ,  d'autres  in« 
connues 

é  * 

qui  seront  évidemment  éntieb'qnand  Xgjr  U'  sisront  ,  on  aura 
l'équation 

on»  en  fidsant  pour  abréger  (b^^aç)  (a^^a^dô'^cd^)^, 

ap*  -I-  itbpç  4-     s  ilf.    *   •  ' 

Or  nous  avons  donné  la  manière  de  trouver  toutes  les  solutions 
de  celte  équation»  c'est- à- dire >  toutes  les  représentations  du 
nombre  M  par  la  finrne  (a,  h,  e)\  mais  on  a  par  les  rdationa 
entre         x  tXy» 

p-^cd  —  be  g  -f-     — bd 

Si  donc  on  luette  de  tontes  les  valeurs  qui  en  résultent  pour  » 
et  y ,  celles  qui  sont  ficactionaaires»  îl  ne  restera  que  les  solutions 
cherchées» 

A  l'égard  Je  cette  solntion  >  il  j  a  plusieurs  obserratioos  k  fidre; 

1°.  Si  M  ne  peut  être  représente  par  la  forme  (a,  b,  c) ,  ou  si 
aucune  représentation  ne  iournit  de  valeurs  entières  pour  x  ^  y  \ 
l'équation  n'est  pas  résoluble. 

3°.  Quand  le  déterminant  b*^ac  de  la  forme  (a,  b,  c)  est  né- 
gatif ou  positif  quarré ,  et  qu'on  a  eu  même  temps  =fc:  >  o  , 
les  représentations  du  nombre  jlf  par  la  forme  {a,  bfC)  sont  limi- 
tées, et  parconséqnent  aussi  les  solutions  de  l'équation  proposée  « 
s'il  en  existe.' 

5*.  Quand  l^^aù  est  positif  non  quarré ,  ou  qu'il  est  quairé» 
et  qu'on  a  en  même  temps  ilf=o>  si  le  nombre  M  peut  être 
représenté  par  la  formd  («s,  ^>  c)>  le  nombre  des  re|>résentBtions 
'  sera  infini.  Mais  comme  il  est  impossible  de  trouver  alors  toutes 

ces 
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ces  représentations,  et  partant,  d'essajer  si  elles  donnent  poac 
et;,  /  des  valeurs  {ractioonaiiet  bu  entières  »  fl  est  oécessairé  d'éta- 
blir «ne  lègle  par  laquelle  on  poine  ^tonurery  quand  cda  arrive  9 
qu'il  ny  e  aucune  reprétentation  qui  donne  des  .  valeurs  entières 
pour  X  ,y%  wt,  tant  cette  règle,  quel  que  fôt  le  nombre  des  repré> 
sentations  essajées,  on  n'arriverait  jamais  à  la  certitude,  et  quand 
une  partie  des  représentations  donne  des  valeurs  entières,  et  l'autre 
des  valeurs  fractionnaires  y  il  faudra  savoir  distinguer  les  premi&ree 
représentations  des  dernières. 

4».  Quand  —  a(7  =  o,  les  formules  précédentes  ne  déterminent 
pas  les  valeurs  de  x,  y.  Ainsi ,  dans  ce  cas ,  il  faudra  avoir  recours 
à  une  méthode  partieulièiê*  •  ' 

2 17.  Dans  le  cas  où^* — o^est  un  nombre  positif  non  quarré,  nous 
avons  fait  voir  plus  haut  que  toutes  les  représentations  du  nombre 
M  par  Ja  forme  (a,  b,  c") ,  s'il  /  en  a  quelques-unes,  peuvent 
êtn  '^doniiées  par  une  ou  plusieurs  Ibnmdes  telles  que 

ji,  B,  C,  D  étant  des  nombres  entiers  donnés,  m  le  plus  grand 
divisenr  commun  des  nonbiies  »b,  c,  eofin  u  des  nombres 
mtiefs  qui  satisfont  à  Pdqnation  ^— (i"— àe}t^aBjn*.  Comme 
les  valeurs  de  u  peuvent  être  pris*  poiitifementatn^tifeiiient/ 
•nlieadss  fiicouiles  pnécédenlM^  oiipentpraiidc«lflsqnatrosnivaBtes( 

p«l(-UH.A»).  9«iç-cr+*0;  p=:-i(-#^MB),  ^  «-^(a+De).* 

ensorte  que  le  nombre  de  toutes  les  formules  soit  quatre  fois  plus 
grand  qu'auparavant ,  mais  que  u  et  t  soient  positifs ,  examinons 
doue  sépaiéînent  dwenne  dé  ces  fbnanleSf  et  chefcboas  qnellet 
iont  les  Talenrs  de  I,  »  qui  donnent  des  Talent  entikes  ponr  « ,  ^. 

La  formule 

*  ...... 

donne  pour «.atj 
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'  '1 1_  w// 4-  Bu  ^mcd^mbe      '       '  Ct Du  +  moe'-^mbd 

Or  nous  avons  fait  voir  plus  haut  que  foutes  les  valeurs  positives 
è6  t  toiïMi'Tfïfe  suite  récurrente  t,  f,  t',  eic.,  et  que  les  valeurs 
f^orrespunditnréi^^e  If*  ^n.'leriQéût'  iiné  tîxitté'  u,  ti,  !«%  ete.';  qu*en 
ddtre  .i6n'ifcilt^4it  tûti^oi]r8''irofivet  ùn'iiombre' /s  tel  qu'on  eût« 
fùiVint'nA  ttiûàûïe'<)oQ|if  4^^^^ 

'  i^-if,'  f'^mf,  rte!,  ^mtu\  zi',  u^-^mu',  etc. 

Prenons .pc)t4r  ce  module  le  nombre  m(b*^ac),  et  désignons  par 
^%j^MfS;VaJeu^  quiinSs^ntpoiw.»»/  de  la  sabstÂtution  de  f%  u% 
par  a/,  y  celles  qoi  réniltent  de  nf^  'cte*  Kkt  TOit  .«lort  fl«i« 
peine  que  sid^^      «ont  det  nonilrâ  entiecs^  et  qœ     «oit  con^ 

TenaÙeQjsnt  déterminé  >  les  valeurs  y^^\  x"^^^ 

y^^^i  -etc.;  aJ^"^^,  jr*"^^^  seront  des  nombres  entiers  ^  et  qu'au 

contraire  si  ^*  ou  ^*  est  fractionnaire  ,  ou  j         le  sera 

aussi.  Il  suit  .4e  là  que  si  l'on  cb^obe  )f»  valeurs  de  x,  jr  de* 

puis  jusqu'à  x^^'t  y^'~^ y  ®t  qu'aucunes  d'elles  ne  «bieàt 

entières,  la  formolc  CO  donnera  absolument  aucunes  valeurs 
Entières  pour  o;^     Mais  «i  Ton  eu  trouve  quçlques-uaesj  par 

^flimi{^*  x,y'y  X  y.jir' y  ;elQ»,  tontes/lél  irsleurs  entièeaa  doaaéei 
par  la  formide  (i)  Isetoni  oelks  de  a;^  y\  dont  le&  accens  iseront 
v-\-hiJiy  etc.,  k  désignant  tous  le^  nombres  entiers,  po- 

silifis,  y  compris  zéro. 

Les  autres  formules  dans  lesquelles  sont  contenues  les  valeurs 
(Je  p,  q  doivent  être  traitées  absolument  de  la  même  manière,  et 
■'il  ;  arrivait  que  d'aucoas  d^eUes  on  n'obtînt  des  valeurs  entièm 
>  l'équafiecK  pœpaaéftue  «prtit fM  flfllnUf  onnoabrei 
0tti«9;taMl«.«cnteale»  ifaie.qiïolle  )0>«an»  te  «ohitifliis  ankièEe» 
poimcoBt  iftkH/Bix      étKpé  nom  moui 'd'Aipoaer. 

3i8.  Quand  h^-^ae  est  un  quarré  et  qu'on  a  Mstt^,  loiilMlle« 
Vdeundj»^»  9  «ont  eooipiisesrsotts  deux  %qiule«  de  cette  fi»nne 

jtssiAz,   gzsBz\  pzs^A'z,  qs^Bz" 

oùii  eston  nombre  entier  quelconque  >  At  B,  Af  B^t  desnombréè 
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entiers  premiers  entre  eus  ^  c'est-à-dire  A  wr^c  B,  A'avgcIï 
<af'ai3).H:eB- résulte  '  ...  .1      .  *  •  • 

^=     b^-ac     >     y^-"^^  •••(»)# 


IMais  comme  ces  formules  peuvent  conduire  k  des  râleurs  frac»- 
tionnairea  pour  x ,  y  ^h.  moins  que  l'on  n'ait  — ac:=s^  i;  il  serx 
Utile  de  distinguer  les  vaieursde  squisendeato;  et  entiers  dans 
chaque  formule^  d'aillaan' il -suffira  èiisoMidérsr  la  première, 
parcequq  kfiiuie  «éthode  s'appliquefaiàl»  ttoonde. 

Poiaqiie  Jf'  ét:9.Mnt  prrëmiers  entré  eut,  on  peut  déterminer 
'dent  tiqmbrès  '  A^,  'J^,>'  tdls "qu'èn'  idt  AA^ +ÈB,s=:  1  ;  snbitl* 
tùUki  A  et  j9  leurs'  ?âienn  Hiéès'^e  la*  fbmiifl»  (ï),  on  a  '  ' 

(A,x  -f.  ^,/)  (b'—dc)  =  2  -H  A,(cd-'be)  +B,(ae-^bd)'y 

d'où  il  suit  que  les  valeurs  de  z  qui  rendront  Xfj^  entiers,  doivent 
être  congrues  kAJ^bc — cdy^B.^bd^^ae),  suivant  le  modulei^— oc, 
onêtceeoBteBU8ft«orntIafd««into(d^-'^)/-f4tf.(^»^F^)+^.(Z!â^ 
jt'  étant  uttJiombEe'entUr  quolconque.  ÔnebUept  §Mw»atf$tiig 
au  lieu  do  la  fbmiule  Ci)^.la  formule  suivant: 

qui  donnera  évidemment  deé  Valéurs'  entières  pour  toutes  les  ra- 
îeurs  de  z*,  si  elle  en  donne  pournne  seule.  Or  il  suffit  pour  Celâ, 
qu'on  ait  A(jbd — ae)~B{be — ad)  (mod.  — ne).  Si  cette  con- 
gruence  n'a  pas  lieu,  la  formule  (i)  ne  donnera  pa$  de  valeurs 
entières.  On  traitera  de  même  la  formule  (3). 

,  319.  Quand  b* — acc^o,  la  forme  Ovt'aZ/viy^-f-c/*  peut  se  chan- 
^  en  n^M-^-^jY,  où  m,  fit,  /3  sont  des  entier»  (a°  :ii5J[.^SQitiait 
«s4-^/=a;2>  l'équation  proposée  devient 

éliminant  entre  cette  écjuafion  et  l'équation  aa:-f-^=az,  on  a 

•  fimz'-f-ge2.-{-|g/  ttmz'-^-o.ih-^ttf  *      '  '  '  . 

t  Qr-il     clair,  que  ces  >  viisaré  satiaièront  à  l'équation ,  en  donnant 
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à  X  vtoe  TalMirqiidcbiique,  àilioiii8i]a!éii  n'ait  «fs/SJ^j  cas  que 
nom  considArerons  tout-à-l'henre  à'  part;   il  ne  ntle  donc  qn*à 
faire  voir  quelles  doireiit  èire  les  valenn  de  x,  poiar  qn'il  en  v6- 
•ulte  des  Taleors  entières  de  at  et  de  y. 

Comme  «ur-f-  Ify^  z ,  on  ne  peut  prendre  pour  z  que  des  nombres 
entiers;  en  outre,  il  est  évident  que  si  une  valeur  de  z  rend  x 
€t y  entiers,  la  même  chose  aara  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  z 
congrues  à  celle-là,  suivant  le  module  3(flttf — j8<f).  Si  donc  on 
«ubslitue  pour  z  tous  les  nombres  entiers  depuis  o  jusqu'à 
db:t(ct^--/3^)  —  I ,  suivant  que  ms^fUL  ni»  positif  ou  négatif  »  et 
qn*aaenne  de  eet  tnbslitntiont  ne  ftnde  »  y  ntàm,  Yéeptf 
tion  proposée  ne  «en  pat  résoluble  en.  nombres  entien;  malt  ù 
.quelques-unes  de  ces  valeurs  ont  celta  propriété  »  supposons  qn^ 

oe  soient  les  ▼aleurs^y  C*' >  °°  '^"^^^  solutions,  en 
prenant  z  =  2(ottf  —  i3</)A  4-^,2— 2(atf—^^/;A4-^',  etc.,  A  étant 

un  entier  quelconque.  Les  valeurs  de  z,      t,',  etc.  peuvent  aussi 

par  la  solution  se  trouver  des  congruences  du  second  degré.  (  Voyez 

.Section  IV.)     :     •    .  . 

nao»  I*onr  le-  cas  oi  MSi/3i/>  il  fimt  èbeicfaer  vne  méthode 

^•ttiodiàie.  Pâv  le  n*  ai5,  *    /0  font  pnmieit  entn  eut;  ainsi 

>  s=:  I  sera  un  nombre  entier  que  nom  nommeiant  A.  Aloia  l'éqnaf 
tion  proposée  prend  la  forme 

(wfluc  4- "»/3r  H- — A* o  * 
et  partant  ne  peut  avoir  de  solutions  rationnelles ,  à  moins  que 
h*mf  ne  soit  un  quarré.  Soit  donc  h'^-^mf^h*,  on  tire  de 
l'équation  précédente 

Cette  équation  exige,  pour  être  résoluble  en  nombres  entiers, 
que  h-àz.k  soit  divisible  par  m;  car  d'ailleurs  <t,  ^  étant  pre- 
miers entre  eia>  on  trouvera  toutes  les  solntiflot  par  let  règle» 
connues. 

331.  EcUircissons  par  un  exemple  k  caa  dn  n*  aiy,  qui  est 
k  flua  diiBclk.  Soit  l'éqnation  ^ 

£a  ioiroduisaat   de   nonveUa  Indétfffmiuéfll;*  p  sa  if»?— 9f 
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f  eai5/^6,  on  011  tira  l'iqpÊÛm  p^+Qpq-^^aa^S^ft,  Or 
on  trooTe  que  tontes  let  tobtioBt  de  cette  éqnation  sont  nenftr- 
ntfet  dam  les  quatre  fbrmnles 

tg  u  étant  des  nombres  indéterminés  qnl  doivent  satisfidre  à  l'éqna* 
tion  <"^i5it'9 1 ,  et  qnl  sont  donnés  par  la  fiwmnie 

{(4+K'i5)-+CiM^»5)-} ,  «=~J5{(4+l/»5)--<4-|^i5)-},(ii-aoo). 

Ainsi  tomes  les  Taleusdedî»*  jr  seront  oontennés  dans  les  fbrmnles 
»«i(s*  +  9).^-i<P*+5oH-s>.  +  g>,oraa-.|<yi  g»  M) 

En  appliquant  cenrenablement  ee  qne  nous  avons  dit  pins  bant,  on 
'trouvwa  qne  pour  avoir  des  nombres  entiers  il  &nt  prendre  pour 
t,  u,  dans  la  première  et  la  seconde  formule,  les  valeurs  qui  ré- 

saltent  en  supposant  x  pair,  et  au  contraire,  dans  la  troisième 
et  la  quatrième,  celles  qui  résultent  en  le  supposant  impair.  Les 
solutions  les  plus  simples  sont  xssi ,  —i^jssza,  i^^ 
respectivement. 

Au  reste ,  nous  ferons  remarquer  que  la  solution  Su  problême 
précédent  peut  le  plus  souvent  s'abréger  par  un  grand  nombre 
d'aftifiees  >  Surtout  quand  on  en  vient  i  l'exclusion  des  valeur» 
entières  (  mais  nions  sommes  obligé*  de  ne  pas  nons/  arrêter  pour 
éviter  les  longneiirs* 

naa.  Comme  beanconp  des  cboses  qne  notts  avons  traitées  jus- 
qu'ici iNmt  été  aoM^  par  d'antres  géomètres,  nous  ne  pouvons 

passer  sous  silence  leurs  travaux.  L^^raog^  a  fait  des  Bechercbes 
générales  iot  Véfuivaience  dès  formes  (nout^.  Mém>  de  rAcad» 
de  Berlin  y  1773,  p.  265,  et  i^jS,  3a3} ,  où  il  prouve  surtout 
que,  pour  un  déterminant  donné  quelconque,  on  peut  trouver  u» 
nombre  fini  de  formes  telles,  que  toute  forme  de  même  détermi- 
nant soit  équivalente  à  une  d'entre  elles,  et  que  partant ,  toutes 
les  fermes  d'un  déteiminant  donné  peuvent  se  distribuer  par  classes. 
Bnsoite  Legendre  a  découvert  plusieurs  propriétés  élégairtes  de 
cette  dasiifioatiouf  mais  pour  la  pins  grande  partie  par  induction,» 
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«k  nont  kt  dodiielroBS  plia»  bai  atm  lesdémonsMiqft.^  rett»^ 
penooné  n'avait  .eiMOBe  «>Dg6  à  faire  1«  dktinction  de  Téquivar 
lence  propre  et  impropre  >  doat  l'uMge  Mt  ttiuiUa  4aas  let  m» 
chercbet  délicates. 

•  *       *  « 

.Le  fameux  problème  da  b*  216  a  été  résolu  complèfemenly  pour 
la  première  fois,  par  Lagrange  (Hist.  de  VAcaiL  de  Berlin,  1767, 
p»  iG5  ,  et  1768,  p,  181  ).  Sa  solution  existe  aussi^  mais  moins 
complète,  dans  les  Supplémens  à  V Algèbre  d'Euler.  l'.uler lui- 
même  avait  auparavant  attaqué  le  même  sujet  (Comm.  Petr,  T.  vi, 
p.i'jSy  Comm,  nov,T.ix,  p,^  j.ibid,  T.  xrjii,  p.  i85)i 
mais  il  a  toujomklKnnié  sa  recherche  à  déduire  toutes  les  solationt 
d'noe  seule  cpi*â  sappOse  çamue}  eCd'aillews  ses  .mé^odet  ne 
donnent  toutes  les  soliMioiiS  que  ^dans  un  petit  nombre  de  cas. 
Bien  que  le  dernier  de  ces  trois  mémoires  soit  postérieur  à  celui 
dans  lequel  est  renfermée  la  solution  de  Lagrange  qui  embrasse 
le  problème  dans  toute  sa  généralité,  et  à  cet  égard  ne  laisse  rien  à 
désirer-,  il  paraît  cependant  qu'Euler  à  celte  époque  ne  la  con- 
naissait pas  encore.  Au  reste ,  notre  solution  ,  ainsi  que  t.o\il;  C0 
qui  a  été  donné  dans  cette  section  ,  est  fondée  sur  4es  pcincipes 
tout-à-fâit  différens. 

Ce  que  d*auties«  tels  que  Diopliante>  Fermât»  efe,  ont  fait 
coonaftie  à  ce  sujet >  n'appartient  qu'à  des  cas  très-particuliers; 
aussi ,  comme  nous  avons  rappelé  en  temps  et  lieu  ce  qui  était  le 
plus  digne  de  mémoire ,  nous  ne  nous  àrrê^ms  pas  à  parler  4p 
chaque  chose  en  particulier* 


Ce  que  nous  avons  dit  jusqu'à  présent  sur  lés  ftrlnes  du  seeontt 
degré,  ne  doit  étie  regardé  qne^ comme  les  ptfemièrs  élémens  de 
cette  théorie.  Nous  ayons  tu  le  ehamp  s^agrandir  considérable» 
ment»  en  poursuiTanit  nos  tecbercbes  avec-  persévérance;  nous 
•donnons  dans  ce  qui  va  suivre  les  choses  qui  nous  ont  paru  les 
plus  dignes  d'attention.  Car  la  fertilité  de  ce  sujet  est  telle ,  que 
nous  sommes  forcés  pour  abréger,  de  passer  sous  silence  une  grande 
partie  de  ce  que  nous  avons  pu  découvrir;  et  une  plus  grande  phttie 
sans  doute  est  encore  cachée  et  aftend  de  nouveaux  efiR»|s.'No68 
prévenons  que  les  formés  dont  le  déterminant  ssso  sont  «iclusès 
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^  'nbsReebeicbes,  à  moins  que  nous  n'Atwtimions  spécialement 
Jti  éôntraire.  ' 

.  aa5.  Nous  avons  déjà  ftltroir  j^iis  liaut>  (n~  17$,  195,  an), 
qii*ë|an^  donné  mi  nombre  entier  qiMlconqne  D,  on  ponvait  «tsignec 
une 'suite  de  j&rntes  F,  F,  t*,  etc.  de  déterminant  D ,  tdles  quo 

toute  forme  de  déterminant  D  soit  proprement  équivalente  à  l'une 
d'elles ,  et  à  une  seule.  Ainsi  toutes  les  formes  de  déterminant 

donné  D,  dont  le  nombre  est  infini,  peuvent  se  classer  d'après 
ces  formes  ,  en  composant  la  prcniièrc  classe  de  toutes  les  formes 
équivalentes  à  F,  la  seconde,  de  toutes  les  formes  équivalentes 
à  F  ,  etc. 

^  On  pourra  choLiir  dans  chaque  classe  de  formes  de  déterrai- 
naot  D ,  une  d'entre  elles  que  I*on  considérera  comme  forme 
représentante  de  toute  la  classe.  H  est  -kidiffiSreDt  en  soi  quelle 
fiwme  on  prend  dans  chaque  classe,  cependant  on  dmt  toujours 

préférer  celle  qui  est  plus  simple  que  toutes  l6S..atttreâ.  Or  la  sim- 
plicité d'une  forme  (a,  b,c)  dépend  évidemment  de  la  grandeuc 
des  nombres  <z,  c  ;  et  on  dira  à  juste  titre  que  la  forme  (a  ,  b ,  c) 
est  plus  simple  que  la  forme  (a,  b' ,  c)  ,  si  l'on  i  a<ia,  b  <.  b' , 
c  •<<?',  Mais  il  reste  encore  à  savoir  laquelle,  par  exemple  ,  nous 
«hoisîriQiis  des  deux  formes  {yj ,  o,  —  45) ,  (5,  o^  -~  i53).  Le 
plus  souvent  il  .sera  avantage  d'observer  la  règle  suivante  : . 

I.  Quafidp  (9tuég(LtiX  on  prendra  les  formes  réduites {)our  formes 
représentatives  dans  chaque  dassê }  mais  s'il  y  a  deux  formes  ré- 
duites dcUfS'la  mêmft classe,  elles  seront  opposé  (ji*  173)^  ist  l'on 
prendra  celle  où  le  ferme  du  milieu  sera  positif. 

n.  Qmpàjf  fera  positif  non  quarré ,  pn  formera  la  période 
i^'upe  forme  réduite-cçatenue  dans  jac)as8^j>roposée  *,  oette  pério4o 
renfermera  deux  formes  ambign^a  *  on  n'en  xen|Ssnnera  aucun» 

(n-ièy);  ... 

1°.  Dans  le  premier  cas,  soient  (j4,  B,  C),(^Af  B'  C)  ces 
formes  ambiguës  ;  ili.  M' les  résidus  minima  des  nombres  B ,  B' , 
suivant  les  modules  A  ,  A' ,  résidus  qu'on  prendra  positivement 

S'ils  ne  sdbtaua^,  enfla  Nf=à ,. »' as: Gela  posé, 

oneboîsU&^e  d^ dëbz  fbcmesC^, Jr,:l.if)^  0-^,Jir,^iV), 
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qui  paraîtra  la  plus  simple  pour  forme  représeofantob  Daai  o», 
choix ,  on  préférera  la  forme  dont  le  terme  du  milieu  =:  o  ;  mais 
quand  cela  arrive  dans  les  deux  formes,  ou  que  cela  n'arrive  dans 
aucune,  on  doit  choisir  celle  dans  laquelle  le  premier  terme  est 
le  plus  petit,  et  quand  il  y  a  égalité  au  signe  près^  celle  o£i  le 
premier  terme  est  positif. 

3°.  Dans  le  second  cas ,  on  choisira  dans  toute  la  période  la 
tonae  dont  le  premier  terme  est  le  plus  petit,  abstraction  ùltp  du 
figoe,  de  maidèce  oependant  qtw  ti  danf  U  mftme  période  deux 
fermes  aTaieot  le  premier  terme  au  sîgpie  pfès  ,  on  pcéKrereil 
celle  o&  il  est  positif.  Soit  (A,  B,  C)  cette  forme ,  on  en  déduira» 
comme  dans  le  cas  précédent,  noe  autre  forme  (A,  M,  — N)  (ea 
p enant  pour  M  le  résida  minimum  absola  de  B ,  suivant  le  mo- 

dfâiùji,ti  en  fiiisant  JTes^-^^^),  etonla  choîsimpoor  19- 
présentante. 

S'il  anivait  que  plnsienrs  fiwues  de  la  période  eussent  le  même 
plus  petit  premier  terme  >  on  les  traiterait  toutes  comme  il  Tient 

d'être  prescrit ,  et  parmi  les  formes  qui  en  résulteraient,  on  pren- 
drait pour  représentante  celle  dans  laquelle  le  terme  do  milieu 
serait  le  plus  petit. 
Ainsi,  par  exemple,  pour  D  =  3o5,  on  a  entr'aulrcs  la  période 

(17,  (— »7»ï3,  8),  (  8,11,-35),  (—35,13,  7), 

C  7.»6,—  7),  (-  7,13,35),  (35,11,—  8),  (—  8,15,17), 

dans  laquelle  on  choisit  d'abord  la  forme  (7,  — 7)^  d'où  i'OA 
tire  ensuite  la  forme  représentante  (7,  3,  —  4'). 

m.  Quandle  déterminant  sera  un  nombre  quarré=iî*,  on  cher- 
chera une  forme  réduite  {A,K,o)  contenue  dans  la  classe  proposée; 
et  si.^  <  Ktm^Kg  on  la  prendra  pour  lafiimie  représentante^ 
maïs  si  ^>JC«  on  prendra  à  sa  place  la  forme  (A«-— aA«  Kg  o) 
dont  le  premier 

membre  sera  n4;fitSf>  mais  <it« 

De  cette  manifare^  on  distiibnera  en  16  classes  toutes 
les  formes  de  déterminant  —  dasses  dont  les  fimnes  lepié* 
sentantes  seront 

(1,0,  a55),  (  a,  i,  118),  (  4,  i,  Sg),  (  4»—"»  Sg), 
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et  huit  aufres  qui  ne  difïerent  des  précédentes  que  par  le  signe  . 
des  termes  exlrêines  :  (—1,0, — 255),  (— 2,     —  de. 

Toutes  les  former  de  déterminant  79  se  distribuent  en  «ix  cla39es 
dont  les  représentantes  sont 

(i,o>  — 79)'  C— ï*o*79)»  (3,  — 1,-26), 
(— 3,— i,2G),  (— 5,  1,  a6),  (3,  i,__a6), 

aa4.  Par  cette  classitication  ,  ou  sépare  des  autres  toute»  let 
fonnes  qui  sont  proprement  équivalentes  -,  ainsi  deux  formes  de 
la  même  classe  sont  proprement  équivalenles    tout  nombre  qui 
peut  être  représenté  par  l'une  d'elles^  peut  l'être  par  l'autie  ;  et  si 
14D  nombre  Â/pcut  être  représenté  par  la  premî&r»  en  donnant  det 
▼aleun  premiiTOf  aux  indétermloéêa,  il  pourra  être  représenté  par 
la  seconde  de  la  mêmenutnière,  deiorte  même  que  le*  deui  repré- 
sentations appartiennent  à  la  même  Taleur  de  Texpresaioa  |/D 
(raod.  Af),  Mais  deux  fermes  qui  appartiennent  à  des  classes  dif* 
férentes,  ne  pourront  être  proprement  équivalentes,  et  l'on  ne 
peut  pa?  conclure  de  ce  qu'un  nombre  est  représentable  par  l'une 
d'elles,  qu'il  le  soit  par  l'autre*,  au  contraire  ,  nous  sommes  en 
droit  d'ailirmcr  que  si  un  nombre  M  peut  se  représenter  par  la 
prêtait»  en  donnant  k  x,^  des  valeurs  premières  entre  elles ^ 
00  ne  pourra  pas  trouver  de  représen(atioM  de  œ  nombre  par  l'autre 
ferme  ,    appartenant  à  la  mâoiQ  Valeur  de  l'eipivsiioii  |/i> 
(oMxL  Jf)><n<»  167, 168). 

Au  contraire  »  comme  il  peut  arr&Ter  que  deux  fermes  F,  F, 
prises  dans  deux  classes  différentes /T^A^',  soient  improprement  équi- 
valentes, auquel  cas  toute  forme  delà  première  classe  sera  impro- 
prement éc|nivalente  à  toute  forme  de  la  deuxième  ;  chaque 
forme  de  A  aura  son  opposée  dans  A',  et  les  classes  A,  A',  se- 
ront opposées.  Ainsi,  dans  le  premier  exemple  de  i'arlicle 
précédent,  la  troisième  classe  des  formes  de  déteriuinant  — aS8 
est  opposée  à  là  quatrième,  et  la  septième  à  la  huitième;  dans 
k  second  exemple,  I«  troisième  l'estàlasixième,  et  la  quatrième  èU 
eiqquième.  Etant  doue  proposées  deux  formes  prises  dans  des  classcf 
opposées,  tout  nombre  qui  pourra  être  représenté  par  l'une  d'elles» 
pourra  l'être  aussi  par  l'autre.  Si  pour  l'une  la  représentation  a  lieu 
par  des  valeurs  juremières,  il  ea  sef  a  de  même  pour  l 'autre,  de  manière 

Ff 
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cependant ,  que  les  repiésentatious  appartiendront  à  des  râleurs 
opposées  de  J'expressioa  [/D  (mod,M),  Au  reste,  les  règles  que 
nous  avons  ilonn^  pour  lecbois  des  formes  représentantes,  sonfc 
établies  de  manière  que  les  classes  opposées  obtiennent  des  repré- 
snitantes  opposées* 

Enfin ,  il  7  a  anssi  des  classes  qui  sont  elles-ménes  leurs  op« 
posées}  savoir,  si  nne  forme  et  son  opposée  sont  contennes  dans 
la  même  classe,  on  voit  facilement  qœ  tontes  les  formes  de  celte 

classe  sont  équivalentes  entre  elles,  tant  proprement  qu'impropre- 
ment, et  qu'elles  ont  toujours  leurs  opposées  dans  la  même  classe. 
Toute  classe  jouira  de  cette  propiiclé,  lorsqu'elle  contiendra  une 
forme  ambiguë,  et  réciproquement  ou  trouvera  une  forme  arabi- 
guë  dans  toute  classe  qui  estelle^ème  son  opposée  (n"*  i63,  lOS), 
aussi  cette  classe  s'appellera  ambiguë,  Aitui,  parmi  les  classes  de 
déterminant  -^aSS,  on  troAre  huit  ambiguës^  dont  les  représen- 
tantes sont  : 

(  1,0,  a55),  (  a,t,  tiS),(  S,p,  4f),  (  io,S,  a6), 
(—1,0,  —^553,  (—a,  1, C-^,  o,  -47),  (—10, 5,  — a6). 

Parmi  les  classes  de  déterminant  79,  il  7  en  a  deux:  (1,0,  —79^, 
('-1,0,79). 

An  resté,  si  Ton  détermine  les  formes  représentantes  d'après  les 
fèglés  qnenovs  avons  données.  On  trouvera -Sans  peine  les  classes 

ambiguës;  pour  le  déterminant  positif  non  quarré,  on  trourera' 
nécessairement  des  représentantes  anibij^uës  pour  des  classes  qui 
le  sont  (a"  194)5  pour  le  déterminant  négatif,  la  forme  représen- 
tante d'une  classe  ambignii  sera  elle-même  ambiguë,  ou  bien  ses 
termes  eitrèmes  seront  égaux  (u°  17a)*  Enfin  ,  pour  les  formes  de 
déterminant  positif  qnarré^  il  est  aisé  de  juger  (n°  :3io)  si  la  forme 
leprié^evta&te  ept  .improprement  équivaleple  à,elle-même«  ^  par-, 
tant,.sila.«las^  est  ambigM& 

siaSi  Nous  atonsdéjà  fait  Toir  plus  baui  (a*  lyS)  que  dans  nne 
'  ferme  (a,  b,  c)  de  déterminant  négatif,  les  termes  extrêmes  doivent 
avoir  le  même-signe,  non-senlement  entre  eux,  mais  encore,  que 
les  termes  extrêmes  de  toute  autre  forme  qui  lui  est  équivalente. 

Si  a,  csont  positifs,  nous  appellerons  positirc  la  forme  (a,  b,  c), 
et  la  classe  qui  la  renferme,  et  qui  ne  contiendra^que  des  formes 
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pùàûvdt  t^êppeWetà  classe  poskiPe,  An  confrairej  û  a,  0  sont 
n^atift^  (a,  bf  c)  sera  une  forme  négative,  et  elle  sera  conte- 
nue dans  une  classe  négative.  Les  nombres  lu'g.ifiFs  ne  peuvent 
être  représentés  par  une  forme  positive,  ni  les  nombres  positifs 
par  une  forme  négative.  Si  (a,  ù ,  est  la  représentante  d'une 
certaine  classe^  la  forme  (— ti,  b,  —c)  sera  celle  de  la  classe 
négative,  et  il  nàt  de  là  qu'il  7  a  autant  de  classes  positives  que 
de  négatives  «  et  que  les  dernières  seront  déterminées^  lorsque 
les  premières  le  seront.  Ainsi ,  dans  les  recherches  sur  les  formes 
de  déterminant  négatif,  il  suffit  le  plus  souvent  de  considérer 
les  classes  positives,  puisque  leun  propriétés  se  rapportent  £ftci« 
lement  aux  classes  négatives. 

Au  reste,  cette  distinction  n'a  lieu  que  pour  les  formes  de  dé- 
terminant négatif;  les  nombres  positifs  et  négatifs  peuvent  être 
représentés  également  par  des  formes  (juelconcjues  de  déterminant 
positif,  ensorte  qu'il  n'est  pas  rare  que  les  deux  formes  (tz,  à,  c), 
(^a,  b,  -^c)  doivent  être  rapportées  k  la  même  classe. 

326.  Nous  appelons  forme  primitit^e  une  forme  quelconque 
(a,  b,  c),  lorsque  les  nombres  a,  b,c  n'ont  pas  de  diviseur  com- 
mun,  autrement  elle  s'appellera  dérivée,-  de  manière  que  la  forme 

(a,  b ,  c)  sera  Axit  dérwée  de  la  forme  primitive        ^,  ; 

si  m  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  a ,  b,  c.  Il 
suit  de  là  que  toute  forme  sera  primitive,  si  sou  déterminant  n'est 
divisible  par  aucun  quarré  (1  excepté).  Or,  par  le  n*  z6i,  il 
est  clair  que  s'il  y  a  une  forme  primitive  dans  une  classe  donnée» 
toutes  les  formes  de  cette  classe  le  seront  également»  et  on  l'ap- 
pellera classe  prîmitwe.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  si  une 
forme  F  de  déterminant  D  est  dérivée  d'une  forme  primitive/ 

de  déterminant       et  que  Ktik  soient  respectivement  les  cimes  ' 

qui  renferment  les  formes  F^f,  tontes  les  formes  de  K  seront 
dérivées  de  la  classe  h\  ainsi  la  classe  iC  sera  dite  dérii^éo  de 
la  elasèe  prànUtpe  k. 

Si  (a,  b,  é)  est  une  forme  primitive»  et  que  a,  e  ne  soient 
pas  tous  les  deux  pairs»  on  voitfocilement  que  0»  ah,  e  n'auront  pet 
oonploidediviwiwQoiiiiiiiiii,  DufcecaS|la  Sarm  (a, bi e)  $en 
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dite  proprement  primitii^e,  ou  plus  simpleiaeni  forme  propre} 
mais  si  a,  c  sont  pairs,  les  nombres  a ,  ai,  c  auront  a  pour  com- 
mun et  nicine  pour  plus  grand  commun  diviseur  j  alors  la  forme 
(a,  à,c)  sera  improprement  primitwe ,  ou  plus  simplement //n- 
propre  (*}  Dans  ce  cas,  b  sera  nécessairement  impair  j  car  autre* 
VMtit  la  forme  (a,  b,  c)  ne  ferait  pas  prindtiire;  ainâil'on  «nia 
i^SEï  (mod.4)f  pwlaiit,  puisque  ao  est  divisible  par  4» 
3*»»<t<;=i  (mod.  4)  :  le*  fermes  impropfei  «nnmt  donc  des  dé- 
terminans  de  la  forme  4«  +  i  ou  —  (4«-t-5),  suivant  qu'ils  se- 
ront positifs  ou  négatifs.  Mais,  par  le  n**  iGi,  il  est  clair  que 
s'il  y  a  dans  une  classe  une  forme  proprement  primitive,  toutes 
les  autres  le  seront,  et  (jue  de  même,  une  classe  qui  renferme  une 
forme  improprement  primitive, n'en  renfermera  que  de  cette  espèce, 
Aio^i  appellerons  cette  classe,  dans  le  premier  cas, /7ro/ire- 
ment  prùniiiife  ou  propre,  et  dans  le  second  cas»  improprement 
primitife  on  impropre.  Par  exemple,  parmi  les  classes  porîtivet 
de  déterminant  «— a55>  Il  j  en  a  six  propret^  savoir  «  celles  dont 
les  représentantes  sont  : 

(t,  a55),  (4, 1, 5g),<4.— I,  Sg),  (5,  o,  47),  («5, 5,  ao),  (i5,--Sf,  ao), 
et  autant  parmi  les  classes  négatives;  il  j  en  a  deux  impropres  de 
ehaqne  espèce.  Quant  aux  -claitses  de  déterminant  79,  elles  sont 
toutes  propres^  puisque  79  est  de  la  forme  4A-f-^* 

Si  la  forme  (a»      c)  est  dérivée  de  la  forme  primitive 

(1   A ,  1 V  cette  dernière  peât  être  proprè  on  impropre.  Dans 

\m     m  rn/ 

le  premier  cas  m,  dans  le  second  a//z ,  sera  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  nombres  a,  2lf,  c,  ce  qui  fait  entendre  la  dis- 
tiuctioo  entre  une  forme  dérivée  dune  forme  proprement  pnm^ 
tive ,  et  une  forme  dérivée  d'une  forme  improprement  primitive» 
et  partant  (n*  r6t)  entre  une  etaen  êérwée  d'une  eiasee  prO' 
premetu  primitive^  et  une  elasec  eUNvêc  'd^-une  ^iaeee  imprO' 
prement  primitife» 

(♦)  Nous  ne  nous  sommes  Fcrvisdeces  tenues  de  propre  et  d'impropre  qu'à 
défaut  d'autres  pins  convenables ,  ctr  il*  ft'ont  gOùûa  tuppoit  Mo  -teox  que 
•aouawn  iBipk74t  do^O»  if  iBj.  An  nM»,  fl  a^  «  .pis  i  eraîadr»  q^'oa 
pnisn  In  csafiMKlni*i 
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Par- eette  distinction  nous'  ayons  froofé  le  jMrincipe  qui  nous 
ferrira  k  diitriboer  par  ordres  toutes  les  classes  de  fiwuies  de  dé- 
terminant donné. 

Nous  rangerons  dans  le  m/me  ordre  les  deu«  formes  (a,  b,  e), 
(a'f  b',  c'),  si  l'on  a  à-la-fois  le  même  plus  grand  diviseur  com- 
mun ponr  a,  b,  c;  a',  b',  c',  pour  a,  2b,  c  et  a\  ai',  c'j  mais 
si  l'une  ou  l'autre  de  ces  conditions  n'a  pas  lieu,  les  classes  se 
rapporteront  à  des  ordres  différcns.  Il  suit  de  là  immédiatement, 
que  les  classes  proprement  primitives  composent  un  ordre,  et 
tontes  les  classes  impromnent  primitives^  un  autre.  Si  m*  est 
Je  qoarré  qui  divise  inéterminant  D,  les  classes  dérivées  des 
classes  proprement  primitives  de  déterminant  D  composeront  na 
ordre  particulier^  et  les  classes  dérivées  des  classes  improprement 

primitives  de  déterminant  —  en  composeront  un  antre.  Si  par 

basard  Z>n*est  divisible  par  aucun  quarré  (excepté  i),  il  n'y  aura 
pas  d'ordres  de  classes  dérivées,  et  partant  il  n'y  aura  qu'un 
ordre,  lorsque  ou  S  (mod.4)*  celui  des  classes  pi  uprcment 

primitives,  ou  deux,  lorsque  (mod.^)»  celui  des  classes 

proprement  primitives,  et  celui  des  classes  Impro^Mmeat  pri- 
mitives. 

On  déduit  sans  peine  la  règjle  suivante  par  le  calcul  des 

binaisons  ^n*  17).  En  supposant  DssD'.a"''.tf"*.ô"'.c*'',  elc.  , 
desorte  que  Lt  ne  renferme  aucun  &cteur  quarré,  le  nombre  des 

ordres  sera  C/*-|- 1)  (a+O  C/^-f  t)  (>H-i). .  .si  IXsa  OU  S  S 
(aiod.4);  ou  («t-f.a)(*+i)OSH-i)(^+,)...aliys,  (mod.4). 

Exemple  I",  Si  i)s45s:5.5%  00  aura  six  classes  dont  les  re- 
présentantes sont  : 

0»  o.  -45),  (-1,  o.  45),  (a, -«I),  (-a.    «|),  ^,  o.  -i5),  (8,  5,  -€) , 

•t  elles  peuvent  se  distribuer  en  quatre  ordres, 

^  C<>o,-.45;,  (—1,0,45),  propres;  2%  (3,  1,-32),  (—a,  i,  aa), 
impropres;  5-,  la  dasse  (3,  o,  — 15)  dérivée  d'une  classe  propre 
de  déterminant  5.  4..  ^  classe  (6,  5,  -6)  dérivée  dîme  classe 
Joupropre  de  déterminant  & 

ExempUn.  Leickisesposiav€fdedéterminant-99=5— ii.î* 
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penrent  se  ditltibuer  en  qostra  ocdrai ^  en  désignant  les  classes 

par  leurs  représentantes. 

Le  premier  contient  les  classes  propres  sniranfes  ; 

(•>  o>  99)^  (4>  ^,  a5),  (4,  —1,  35),  (5,  I,  20),  (5,  —1,  20),  (9,  o,  i  i)j 

Le  deuxième,  les  classes  impropres:  (a,  i,  5o),  (lo,  i,  io)j 

Le  troisième,  les  classes  dérivées  de  classes  propres  de  déter- 
minant —  11  :  (3,  o,  53),  (9,  3,  la),  (9,  — 3,  i2)j 

Le  quatrième ,  une  classe  dérivée  d'une  impropre  de  détermi* 
nant  — 11:  (6,  3,  i8j. 

On  distribuera  par  ordre,  de  U  même  manière^  lescIasMt  né' 

gatives  de  même  déterminant. 

On  voit  sans  peine  que  les  classes  opposées  se  rapportent  stu 
même  ordre. 

337.  Parmi  fous  les  ordres,  celui  des  classes  proprement  primi- 
tives mérite  la  plus  grande  attention-,  car  toutes  les  classes  dérivée» 
tirent  leur  origine  de  certaines  classes  primitives  de  déterminant 
moindre,  de  la  considération  desquelles  suit  le  plus  souvent  de 
soi-même  ce  «{ni  regarde  les  premières.  Or  nom  ferons  voir  plus 
bas  qu'une  classe  improprement  primitive  quelconque  répond  ton- 
{orurs  à  une  ou  à  trois  classes  proprement  primitives ,  et  Ton  sait 
que  les  classes  n^atires  répondant  toujours  i  oeftaioes  classes 
positives^  on  pouna  ne  pas  s'en  occuper. 

Afin  d'eiaminer  plus  k  fiwd  la.  nature  des  classes  proprement 
primitives,  nous  expliquerons  avant  tout  une  certaine  différence 
essentielle,  d'après  laquelle  un  ordre  entier  de  classes  peut  se 
subdiviser  en  genres,  et  comme  nous  n'avons  pas  encore  parlé  de 
cet  important  sujet,  il  faudra  prendre  la  chose  dès  l'origine. 

328.  Théorème.  Il  y  a  une  infinité  de  nombres  non  divi* 
sibles  par  un  nombre  premier  donné  p  quel  soit,  gui 

peutfent  être  représentés  par  une  forme  proprement  primitif  e  F. 

Soit  F=:ax*'^:xbxy-\'Cy*,  il  est  évident  que  p  ne  divisera  pas 
à-la-fois  les  nombres  a,  a^,  c.  Or,  quand  a  n'est  pas  divisible 
par  p ,  il  suffira  de  donner  à  x  une  valeur  non-divisible  par  , 
çt      une  valeur  divisible.  Quand  0  n'est  pas  divisible  par 


uiyu.^L-u  Ly  VjOOQle 


ARITHMÉT  IQUES.  a3t 
on  pourra  donner  à  y  une  valeur  non-divisible  et  à  «  tine  valeur 
divisible >  enfin,  quand  afXo  tont  divisibles  par  et  que  partaat 
a6  ne  I*est  pas«  on  pourra  donner  ï,jat  et  à  ^  des  valeun  non« 
divisibles.  Dans  ces  trois  cas,  il  est  évident  que  la  valeur  de  la 
forme  JP  ne  sera  pas  divisible  par 

Le  tbéorème  a  lieu  également  ponr  les  formes  improprement 
primitives,  pourvu  qu'on  n*ait  pas/^  aa. 

Comme  plusieurs  conditions  de  cette  espèce  peuvent  exister 
i-la-fois,  de  manière  qu'un  nombre  soit  divisible  par  de  certains 
nombres  premiers,  et  qu'il  ne  soit  pas  divisible  par  d'autres,  on 
voit  facilement  que  les  nombres  x ,  y  peuvent  être  déterminés 
d'une  infinité  de  manières  qui  rendent  F  non-divisible  par  tant 
de  nombres  premiers  qu'on  voudra  (excepté  i  lorsque  la  forme 
est  improprement  primitive).  Ainsi  le  théorème  peut  être  énoncé 
plus  généralement  ainsi  qn'U  suit  : 

On  peut  représenter  par  une  forme  primiii^'e  quelconque  y 
une  infinité  de  nombres  premiers  à  un  ndmbrc  donné  quel' 
conque  (  impair  ,  quand  la  forme  est  improprement  primitiix), 

229.  Théorème.  Soit  F  une  forme  primitii'e  de  déterminantT>, 
p  un  nombre  premier  qui  divise  D;  a /ors  tous  les  nombres  non- 
divisibles  par  p,  qui  peuvent  être  représentés  par  la  forme  F, 
seront  tous  résidus  quadratiques  de  p ,  ou  tous  non-risiâus. 

Soit  Fz={a,  b,  c)\  m,  ni  deux  nombres  quelconques  non-divi- 
sibles  par  et  qui  peuvent  être  représentés  par  la  fiirme  F , 
on  aura 

et  pai'tant 

mm'  =  Çags:  +  h  (gh'  ^g'h)  +  chh'y  —  D(jgh  —  V)*} 

donc  mm'  sera  congru  à  un  quarré ,  suivant  le  module  D ,  et 
parconscqiient  suivant  le  module/;,  c'est-à-dire  que  /«m'est  ré- 
sidu quadratique  de  p.  Il  suit  de  là  que  m  et  m'  seront  tous  deux 
résidus  ou  non-résidus  (n"  98).  > 

On  prouve  de  la  même  manière,  que  si  D  est  divisible  par  4» 
les  nombres  impairs  qui    peuvent  être  représentés  par  li^ 
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sont  tons  mt,  on  (ornsS;  en  effet,  le  produit  de dein  d'entre 
eui  sera  résidu  de         partant  =i  (raod.  4))  parconséqnent  ils 
seront  tous  les  deux  »t  «  on  tons  les  deux  b5. 

Enfin  9  quand  J9  est  divisible  par 'S,  ]e  produit  de  nombres  im- 
pairs qui  peuvent  être  représentés  par  F,  est  résidu  de  8,  et  par* 
tant  =1  (raod.  8)  ;  ainsi  dans  ce  cas  les  nombres  impairs  qui 
peuvent  être  représentés  par  F  sont  IousâIj  ou  tous  ou 
tous  ^5,  ou  tous  =7  (aiod.8). 

Par  exemple,  le  nombre  lo,  qui  est  non-résidu  de  j,  pouvant 
être  représenté  par  la  forme  (lo,  5,  17),  tous  les  nombres  non- 
divisibles  par  7  qui  pourront  être  représentés  par  cette  forme  se- 
ront non-résidus  de  7.  Comme— «S  peut  être  représenté  par  la 
forme  (-—S,  i,  49)  et  qu'il  est  bi  (mod.  4),  tons  les  nombres  im- 
pairs qui  pourront  être  représentés  par  cette  forme  seront  aussi 
«1  (mod.  4}* 

An  reste>  s'il  était  nécessaire  pour  notre  objet,  nous  pourrions 
dfaiontrer  facilement  que  les  nombres  représeutables  par  la  forme  F 

Il*ODt  pas  ainsi  une  relation  fixe  à  l'égard  d'un  nombre  premier 
qui  ne  divise  pas  D ,  et  que  l'on  peut  représenter  parla  forme  F 
des  résidus  ou  non-résidus  de  ce  nombre  premier  indifféremment. 
Mais  quant  aux  nombres  4  et  8,  il  y  a  dans  les  autres  cas  quelque 
cbose  d'analogue  que  nous  ne  pooTons  pas  passer  sous  silence. 

I.  Quand  le  déterminant  D  d'une  forme  primitiuc  F  ««Ib5 
{mod.  4) ,  les  nombir^B  ùnpain  reprfyeiUaàUs  par  F  seront  tout 
SI  j  oit  tous  s5  (mod.  4)» 

Soient,  en  effet,  m ,  ni  denx  nombres  représeutables  par  F,  on 
pourra,  comme ci-destns,  ramener  leur  produit  à  la  forme  p* — D^', 
et  les  deux  nombres  m,  ni  élant  impairs,  l'un  des  deux  nombres 
q  sera  pair  et  raulie  impair,  et  partant  l'un  des  quarrés  p\  g* 
8era  =o,  l'autre  =1  (mod.  4);  d'où  l'on  conclut  aisément  que 
— 2}^»=i  (mod.  4),  et  parconséqucnt  m,  m' tous  deux=i  ou 
tous  deux  =5  (mod.  4).  Ainsi,  par  exemple,  par  la  forme 
(10,  5, 17)  on  ne  peut  représenter  d'autret  «mnbws  impairs  qns 
ceux  qui  sont  de  la  forme  4^-|-i. 

.11.  Quand  le  déterminant  D  d'une  forme  primkivê  F  eH>^% 
Cniod.8),  tous  içênomàre»  impairs reprétohtaUefftorF seront 


ou 


Digitized  by  Google 


AK  I  T  H  M  É  T  I  Q  U  ES.  a33 
ou  en  partie  =\  et  en  partie—'] ,  ou  en  partie  et  en  par» 
lie  =5  {mod.  8). 

Soient  m,  m'  deux  nombres  représentablcs  par  F  y  leur  produit 
peut  être  ramené  à  la  forme  p* — JDy'i  si  m  et  m'  sout  iuipairs, 

doit  l'être  puisque  2}  est  pa^rj  et-parcousc-(|ucut  on  a  si 
(mod.  8);  or«i^  est  pair,  9*  sera  sO,  ou  es 4  (mod. 8);  s*il  est 
impair,  q*  sera  =  i  (raod.0)|  ainsi  ne  pent  éire  qne  '^h 
on  5a.  n  sait  de  là  que  p* — Dq*  =  mm*~o  ou  =7,  et  qne 
si  m~i  ou  ^7,  00  aura  aussi  m'=\  ou  =7  ;  si  m "3  on  —  5, 
m  sera  =3  ou  =5.  Par  exemple,  lous  les  nombres  représen- 
tables  par  la  forme  (5,  i,  5)  sont  =3  ou  ^5  (mod.îij,  el  au- 
cun nombre  de  la  forme  ou  d/2-1-7  ue  peut  éire  repré- 
•enté  par  la  ibrme  (3,  5). 

III.  Quand  le  déterminant  D  d'une  forme  primitii^  F  est  —(j 
(mod.  B),  Us  nombres  in^airs  qui  pourront  itn  représentéi 
par  F  seront  ou  en  partie et  en  partie  (mod*  8),  ou 
en  partie  s5  et  en  partie  S7  (mod*  8). 

Chaonn  pourra  &ir8  la  démonstration,  qui  est  absolument  sem* 
blable  à  la  précédente» 

Par  eiemple,  par  la  ferme  (5,  7)  on  ne  ponrra  représenter 
que  des  aoiiû»es  qui  sont  sb5  ou       (mod.  8). 

a3o.  Ainsi  tous  les  nombres  qui  peuvent  être  représentés  par 
me  forme  priafdtive  donné»  do  déterminant  D,  ont  une  relatioa 
déterminée  aTec  lea  diffiSrent  difisenn  pramiocs  de  D,  par  les* 
quels  ils  ne  sont  pas  diviiiblef,  et'les  nombres  impairs  qui  peuvent 
être  représentés  par  F,  ont,  dans  certains  cas,  une  relation  avec 
le»  nombres  4  8,  savoir,  avec  4»  toutes  les  fois  que  D  —  o 
ou  =3  (mod.  4),  et  avec  8,  toutes  les  fois  que  £)  =  o,  ou  =3, 
ou  =6  (mod. 8).  Cependant  on  pourra  négliger  la  relation  qui 
a  lieu  avec  4^  lorsque  D  sera  divisible  par  8,  car  cette  relation 
est  eontanue  dans  celles  qui  ont  lieu  arec  B .  Noos  appellerons  caraO' 
làre  on  caractère  particuiier  cette  espèce  de  relation,  et  nous  Tex* 
primerons  de  la  manière  suivante.  Quand  il  n'y  a  qtie  les  résidus 
du  nombre  premier  p  qui  peuvent  être  représentés  parla  forme  F, 
BOUS  lui  attribueioas  la  oaraotère  &>p,  «t  dans  le  oas  contraire^  le 
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cirncîc're  N.p\  de  même  nous  écrirons  i  4,  quand  on  ne  potirrarepré- 
scn't  r  par  la  IVjrmc  Fcraiiires  nombres  impairs  qwe  ceux  qui  sont 
SI  (m  »J.  4)»  tl  où  l'oa  voit  ciairemeut  quels  sont  les  caractères 
exprimés  par  les  signes 

5,4;    lySj    5,8i   5,8;  7,8. 

Enfin  qoaad  on  ne  pourra  représentér  que  des  nombres  qui  sont 
=  1  ou  =7  (mod.8),  nous  afiribuerons  à  la  forme  le  caractère 
z  et  7,8,  d'où  l'on  voit  ce  que  sigoifient  let  caractère»  S  et 

5,8-y  1  et  3,8-,  5  et  7,8. 

Les  diflorens  caractères  d'une  forme  primitive  donnée  (<i,  b,  c) 
de  déterminant  D  peuvent  se  connaître  au  moins  par  un  des 
nombres  a,  c  qui  sont  évidemment  représentables  par  cette  forme. 
En  effet ,  ton^s  les  fois  qu'un  nombre  premier  p  est  diviseur 
ê»  D,  \\  j  aura  au  moins  nu  des  nombres  a,  c  qui  ne  sera  pas 
divisible  par  p,  puisqu*0D  a  è^sssD+ap,  et  que  d'aprte  cela 
et  parconséquent  b  sera  divisible  par  tout  diviseur  premier  de  D 
et  de  Tua  .des  nombres  a,  c,  et  que  si  tous  les  deux  l'étaient,  il 
s'ensuivrait  que  la  forme  (a,  Z»,  c)  ne  serait  pas  primitive.  Do 
même,  dans  les  cns  où  la  forme  (a,  b,  r)  a  une  relation  détermi- 
née avec  les  nombres  4  ft  8,  i]y  aura  au  moins  un  des  nombres  ii^  C 
impair  et  dont  on  pourra  tirer  la  relation. 

Par  exemple,  le  caractère  do  la  forme  (7,  o,  33)  à  l'égard  du 
nombre  33,  se  conclut  du  nombre  7,  et  il  est  iY.aS,  et  à  l'égard 
du  nombre  7,  il  se  cooclot  du  nombre  aS,  et  il  est  i{.7  ;  enfin 
le  caractfcre  de  cette  form»,  à  Vé^aâ  do  nombre  4,  peut  «edé- 
-doire  du  nombre  7  et  du  nombre  a% 

Comme  tons  les  nombres  qui  peuvent  être  représentés  par  une 
ferme  S  contenue  dans  une  classe  X,  peuvent  l'être  aussi  par 
toute  autre  ferme  de  la  même  classe,  il  Mt  évident  que  les  diffé- 
.  rens  caractères  de  la  forme  F  appartiennent  aussi  à  toutes  les 
autres  formes  de  cette  classe.  Ainsi  les  caractJ^rcs  d'une  forme 
primitive  quelconque  se  connaissent  par  leur  représentante.  Les 
classes  opposées  ont  toujours  tous  les  mêmes  caractères. 

a5i.  L'ensemble  des  caractères  particuliers  d'une  forme  on 
d'one  classe  donnée  constitue  le  caractère  complet  de  celte  forme 
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flfi  de  qefte  .okNfe»  AM>  par  «temple,  le  oaract&m  de  la  forme 
(io>  5^  17)»  ou  oelni  de  toute  la  classe  qu'elle  représente»  est  j 
iv.7;  JV.aS.  De  la  même  manière,  le  caractère  complet  de  la 

forme  (7,  i,  — 17)  sera  7,8 j  R.ô;  A  . 5:  car  le  caractère  particu- 
lier de  la  forme  3,4  est  compris  dans  le  caraclère  7,8.  De  là  nous  ' 
tirons  une  subdivision  de  tout  Tordre  des  c  lasses  proprement  pri- 
rnilives  (positives,  quand  le  déterminant  est  négatif)  d'un  dcter- 
minant  donné  en  plusieurs  genres,  eu  rapportant  au  même  genre 
tontes  les  classes  qui  ont  le  même  caractère  complet,  et  à  des 
genres  différens  toutes  celles  qui  ont  diffdrens  caractères  complète. 
Nous  attribuerons  à  ces  genres  les  caraot&res  - complets  des  dasses 
qui  y  sont  contenues. 

Par  exemple,  pour  le  déterminant  —161,  il  j  a  seiee  dasses 
positives  proprement  primitives,  qui  penrentse  distcU>uer  en  quatre 
genrci/  de  la  manière  suivante  : 

Cmeiêre,  Formes  représentantes  des  classes, 

i,4î       i^aS. .  (i,  o,  i6t),  (a,    1,  81),  (  ^    r,  18),  (  9,-1, 
«*4»  ^.7»        •  C^*  ^»       (5»  —a*  5^         5/  « 7)»  0®/  —5, 17) 
5,4;lï.7*,Zir.a$..(7,o,  a^,(««*  — a,  li^, (i4*  7»>5) 
S,4*,  iV.7;  A.a5. .  (5,  t,  54)'^/— «>54)'(6**    «*a7),(  6,-.x,a7). 

On  peut  faire  les  remarques  sniranCes  sur  le  nombre  des  ca- 
ractères complète  diflGScens. 

I.  Quand  le  d^eiBUnant  D  est  divisible  par  8«  à  l'égard  du 
nombre  8  il  peut  7  aroir  quatre  caractères  particuliers  diCE^ns } 
le  nombre  4  ne  donne  aucun  caractère  particulier  (n*  préeid.). 
En  outre,  à  Tégard  de  cbacun  des  diviseurs  impaire  et  premiers. 

de  £> ,  il  peut  y  avoir  deux  caractères,  ainsi,  si  leur  nombre  est  m, 
il  j  a  a"-*-»  caractères  complets  différens,  en  fiusant  msaso  toutes 
les  fois  que  D  est  une  puissance  de  2, 

II.  Quand  D  n'est  pas  divisible  par  8,  mais  par  4  et  en  outre 
par  m  nombres  premiers  impairs,  il  j  aura  a"*'  caractères  com- 
plète différens. 

•  1X1.  Quand  jD  est  pair,  mais  non  divisible  par  4>  il  sera  =  a 
«I  s6  (mild.8)}  dans  le  premier  cas,  ou  aura  à  l'égard  du 
nombre  8,  WToirt  i.  et  7,8)  3  et  5,8,  et  autant  dans  le  second. 
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Si  donc  l'on  suppose  m  Uiviseurs  preiuierB  impairs  ^  il  y  aura 
a**-*-»  caractères  complets*  •  -*  • 

•'• 

IV.  Quand  D  esf  impair,  il  sera  —  i  ou  =3  (inod.4).  Le  eft« 
raclère  du  preniit  r  cas  ii  t-nlre  pas  dans  Je  caractère  complet.  Dans 
le  second  cas,  il  jr  a  à  l'égard  de  4  deux  caractères.  Ainsi  m  étant 
le  même  que  ci-desa^s,  ii  jr  aura  dans  le  premier  cas  ,  dans 
le  second  a*^'  caractères  complets. 

Mais  il  faut  bien  remarquer  qu'il  ne  suit  pas  de  là  qu'on  ait 
autant  de  genres  différcns  que  de  caractères  complets  possihics. 
Dans  l'cxemp'e  précédent,  le  nombre  des  genres  est  moitié  de 
celui  des  caractères ,  et  il  n'y  a  pas  déclasses  positives  qui  aient 
pour  caractère 

1,4;  /î.y,  ou    i,4;  N.']\  iV.aî, 

ou   5,4î  iî.ji  ou    3,4i  iV.7j  /î.aS.  . 

Nous  traiterons  plus  bas  avec  détail  ce  sujet  important. 

Comme  la  forme  (i,  o,  — D)  est  évidemment  la  plus  simple 
des  fermes  de  déterminant  D,  nous  lui  donnerons  le  nom  de 
forme  principale,  à  la  classe  dans  laquelle  elle  est  contenue  » 
celui  de  classe  principale,  et  enfin  an  genre  auquel  cette  classe 

appartient,  celui  de  genre  principal.  Ainsi  il  faut  bien  distinguer 
la  forme  principale,  de  la  forme  d'une  classe  principale  et  de 
la  forme  d'un  genre  principal,  ainsi  qu'une  classe  principale  et 
une  classe  d'un  genre  principal.  Nous  nous  servirons  toujours  de 
ces  dénominations ,  même  quand  il  arriverait  que  pour  un  certain 
déterminant  il  n'j  eût  -pas  d*autre  classe  que  la  classe  jpriocipale; 
ou  pas  d'atatre  genre  que  le-  genre  priiidpal,  comme  cela  a  lietr 
sonvent  dans  le  cas  où  i>  est  un  ncrmbse  positif  de  la  fivme  4A-f*x* 

aSa.  Quoique  ce  qui  a  été  expliqué  sur  les  caractères  des 
fermes  l'ait  été  surtout  dans  le  dessein  d'en  déduire  la  subdivi- 
sion en  genres  de  Tordre  entier  des  classes  positives  proprement 
primitives,  rien  n'empêche  qu'on  ne  l'applique  aux  formes  ef  aux 
classes  négatives  ou  improprement  primitives,  et  qu'on  pe  suUli- 
vise  en  genres,  faut  Tordre  proprement  primitif  posiiifou  néga* 
tif|  que  Tordre  improprement  priiauUf  positif  on  négatif» 
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Ainsi,  par  exemple,  lorsqu'on  a  partagé  en  deux  genrei  Vordro 
proprement  primitif  des  fiHrmetde  détemiinant  14^9 

B.2Ç)  I  (i  ,  G,  —145),  (5,     o,  -—39) 

JV.5i  iV.ag  I  (3,  i,  —  48),  (5,  —1,  —48)-, 

^l'ordre  impropfement  positif  peat  se  subdiviser  de  mèine  en  deux 
genres  , 

n.S-,  JR.ag  I  (4,  i,  —56),  (4,  — i,  —56) 

Ar.5;  iV.a9......l  (a,  1,  —7a),  (10,  5,  — la) 

ouj  de  mèmt  que  les  classes  porîtlTes  des  fimnesde  détenniiiaiit 
~  lag  se  distribuent  en  quatre  genres  > 

1,4;  iî.3;  /Î.43  (i,  o,  139),  (10,  1,  i5),  (10, 

1,4-,  iV.3;  iV.43....  (2,  I,  65),  (  5,  1,  a6) ,  (  5, 

3,4;  iî.3;  A^.43....(3,  o,  43),  (  7,  a,  19),  (  7, 

5,4;  iV.3;  /?.45....(6,  5,  a5),  (11,  5,  i4),  (n, 

les  classes  négatives  se  partagent  aussi  en  quatre  ordresj 

3,4;  2V.43...  (—1,0,-139),  (—10,  1,  — 15),  («10, — iS) 
5,4;  /Î.3;  iî.45...  (—a,  i,  —  65),  (—  5,  1,-26),  5^—1,-36) 
i,4;iV.5;i?.43...(— 5,0,— .  43),  (—  7,3,— 19),(— .  j^.i^^ig) 
i,4j  il.Sj  A^.45...  (—6, 3,—  a5),  (—1 1^5,  — 14),  (—11,— 5,  — 14); 

Mais  puisque  le  sjstème  des  dasses  négatives  se  trouve  foujourt 
si  semblable  à  celui  des  classes  positives,  il  semble  qu'il  est  le 
plus  souvent  inutile  de  les  considérer  séparément.  Quant  à  l'ordre 
improprement  primitif,  nous  enseignerons  plus  bas  à  le  réduire 
à  l'ordre  proprement  primitif. 

Pour  la  subdivision  des  ordres  dérivés,  il  n'est  pas  nécessaire 
de  donner  de  nouvelles  règles;  puisque  chaque  ordre  dérivé  tirant 
son  origine  de  quelque  ordre  primitif  de  déterminant  moindre, 
la  subdivision  d'un  ordre  dérivé  suit  naturellement  de  celle  de 
Tordce  primitif  dont  il  provient. 

a55!i  Si  une  forme  primitive  i^=(a,  b,  c)  est  telle  que  l'on 
pmSSe  trouver  deux  nombres  g,  h  pour  lesquels  ou  ait  ^'=a, 
gh^b,  h'&Cf  siuvant  un  module  doimé  m,  on  aura*.*.* 


~i.  i5) 
-I,  a6) 

-5,  i4), 
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(gx-^fij^y^ax^'h^àj^j-i-cy  (iaoà,m),  et  parlant  on  peut 
<Ure  que  la  forme  FHL  réûàa  de  m,  et  que  tuc-i-Jiy  est  la  va- 
leur  de  l'eipiestion  i/(<i<x*-<h3^'^J^4-^)  (mod*  m)>  ce  que  nous 

ex|nrinierons  plus  simplement  en  écrivant  que  (g»  h)  estuneva* 

leur  de  (moâ.  m);  plus  généralement,  si  un  nombre  iW  pre- 
mier avec  m  est  tel  qu'on  ait  g^=j\Ia ,  gh=Mby  h*~3Jc  (tnod.  w), 
noua  dirons  que  MF  csl  résidu  de  m  et  (g,  h)=  ^ MF  (moâ .  m). 
Ainsi,  par  exemple,  la  forme  (5,  i,  54)  est  résidu  quadratique  de  ^3, 
et  (jf  lo)  est  la  valeur  de  i ,  54)  (mod.  m).  De  même 

(2,  — 4)  est  la  valeur  de  l'espressiaii  v^5(io,  5,  17)  (mod.  aS). 

On  verra  plus  bas  Vusage  de  ces  expressions  j  ici  nous  ferons 
les  remarques  suivantes  : 

i*.  Si  M(a,  bf  c)  est  résidu  quadratique  de  m,  m  divisera  lé 
déterminant  de  la  forme  {a,  b,  c)'y  en  effets  puisqu'un  Si£*^aM, 
ghmbMf  h*scM{moà,  m),  on  en  tire 

l'M*  —  acM*  =  (h*  —  ac)M*  ^ o  (mod .  m). 

Mais  comme  M  est  premier  avec  m,  il  s'ensuit  donc  que  b*  -^g 

est  divisible  par  m, 

a*.  Si  M(ag     c)  est  résida  de  m  «  et  que  m  soit  nu  nombre 

premier^  on  une  puissance  d'un  nombre  premier,  p^,  par  exemple» 
le  caractère  partioulier  de  la  forme  (a,  b,  c),  i  l'égard  du 

nombre  sera  R.p  ou  N.p ,  suivant  que  M  sera  résidu  ou 
non-résidu  de  p.  En  effet,  aM  et  cM  sont  résidus  de  ,  et  il 
a  au  moins  un  des  nombres  a,  c  qui  n'est  pas  divisible  par  p 
(n*  2So)i  donc  si  Af  est  résidu  ou  non-résidu^  un  des  deux  nombres 
«  et  e  le  sera  anssi. 

De  même,  si  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  7n=:4>  1^  carac- 
tère particnUer  de  la  fivme  (a,  b,  c)  sera  1,4  ou  5,4>  tnivant 
que  I*on  aura  M^v  on  sS  (inod.^»  et  ai  msS  ou  une  pins 
)bante  puissance  de  3,  le  camK^&re  parCieidier  de  la  forme  {a,  b,  c) 
teia       3,S>  5,8}  7,8 j  tnivant  que  Jtfsis  5}  5}  7 (mod. 8). 

S*.  Réciproquement  ai  m  est  nn  nombre  premier  on.unepni»- 

«aace  d'un  nombre  premier  ^p'^  qui  divise  b*—ac,  et  que  M 
loU  xéiidtt  «u  lum-ffMda  de  p  ,  suivant  qoe  le  caractère  par- 
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ticulier  de  la  forme  (u,  ù,  c),  à  l'égard  du  nombre  p,  est  B.p 
on  N.p  respectivement,  J#(t/,  b,  c)  sera  résida  de  j».  En  effet, 
quand  a  n*est  pas  divisible  par  p,  aM  sera  résidu  de  p,  et  par- 
tant de  m  lui->iDême;  si  ^oue  g  est  nne  valeur  de  l'evpressioa 

t/ailf  (oiod.m)  et  que  h  soit  nne  valeur  de  ^  (mod.  m)  ,  on 

aura^=<2M,  ah—bg,  et  itàtlânl  ugh^b^'—abilf  H  gh^bM', 
enfin  ah*=bgh^il^M^ti^M'^{Jt^^ac)MmacM ,  d'où 
done  {g,  h)  est  nne  valeur  de  l*eipretsion  \/(a,  b,  c)M.  Mais 
quand  a  est  divisible  par   ,  comme  alors  e  ne  l'est  rarement 
pas,  on  voit  qu'on  arrlFera  au  même  résultat,  en  prenant 

bh 

hss  ^cM  (mod,  m)  et  g^—  (mod.  ni). 

On  démontre  de  la  même  manière^  que  si  777=4  >  qu'il  divise 
h*-^ac ,  et  qu'on  prenne  le  nombre  3/=  i  ou  =3,  suivant  que 
le  caractère  particulier  de  la  forme  est  1,4  ou  3,4  >  h,  c) 

sera  résidu  de  ttz,  et  que  777=8  ou  une  plus  haute  puissance  de  2, 
par  laquelle  b*—'ao  soit  divisible^  et  que  l'on  prenne  M~  i  ; 
5}  5}.  7  (mod.  8,  suivant  que  le  caractère  particulier  de. 
forme  le  demande,  M(a,  b,  c)  sera  résidu  de  m, 

•  4**  Si  y»  défeimlnant  de  la  forme  (a,  b,  c)  est  z=zD,  et  que 
âf(a,  b,  e)  soit  résidu  de  i>,  tons  les  caractères  particuliers  de 
la  forme,  tant  à  l'égard  des  diviseurs  premiers  de  D,  qu'à 
l'égard  deH  nombres  4  et  8,  s'ils  sont  diviseurs  de  D,  peuvent 

se  connaître  sur-le-cliamp  par  le  nombre  AT.  Ainsi,  par  exemple, 
comme  3(20,  lo,  27)  est  résidu  de  4^0,  c'est-à-dire  que  (i5o, —9) 
est  une  valeur  de  l'expression  \/^20,  10,  27)  (mod.  440) ,  et  qu'on 
a  5iV.5  et  3/2.11^  les  caractères  de  la  forme  (20,  10,  37)  sont 
5,85  N.S'f  Jt.zu  Les  caractères  relatif»  à  4  et  à  8,  toutes  les 
fou  que  ces  nombres  m  divisent  pas  Z> ,  sont  les  seuls  qni  ne  dé- 
pendent paa  néeessairemeot  du  nombre  4f. 

5*.  Réciproquement,  si  le  nombre  Af  premier  avec  renferme 
fous  les  caractères  particuliers  de  la  forme  (a,  b,  c)  excepté  ceux 
;rel^ti6  à  a  et  à  8,  quand,  ces  nombres  ne  divisent  pas  D,  M(a,  b,  c) 
^sera  résidu  4^  D,  En  e0et,  par  ce  qui  a  ét«  dit  (3».),  il  est 

clair  qu'en  mettant     sous  la  forme ;i=^*,i5^,C^..^,^,<7,eU•. 
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étant  des  nombre»  premiers  différeus,  M{a,  b,  o)  Mca  résida 
de  cbacim  des  nombres  A*,       C^  etc.}  si  donc  U  valeur  de 
yM(a,  b,  c)  (raod.  ^)  est  (G,  GO;  que  i/M{a,  h,  c)  (mod. 

•oit  (£r,  U  ),  que  /il/(a,  b,  c)  (mod.  C^;  soit  //) ,  etc. 
et  que  les  nombres  g,  h  soient  déterminés  de  mauièrc  qu'on  ait 
g^G,H,  L,  etc.,  h^G%  H%  L',  etc.,  soivant  les  morlales 

^>  ^  etc.  Rcspectirement  (n'  Sa),  on  verra  facilement 

que  l'on  aura  g'~aM,  gh=bM,  h*=cM ,  suivant  chacun  des 

modules        i/,  C^,  et  parconséquent  suivant  le  module 
qui  est  leur  produit. 

6%  Pour  toutes  ces  raisons,  les  nombres  (els  que  M,  qu'on 
peut  trouver  sans  peine,  par  ce  que  nous  avons  dit  (5*.),  dès  qu'on 
connaît  les  caractères  parficulien  de  la  forme,  se  nommera 
nombre  caractéristique*  On  trouve  sans  peine  les  plus  simples ,  par 
tâtonnement,  dans  un  grand  nombre  de  cas.  Il  est  évident  qne  si  Jlf 
est  le  nombre  caractéristique  d'une  forme  primitive  donnée  de 
délerniinant  £>,  tous  les  nombres  qui  lui  seront  congrus  suivant 
le  module  D,  seront  caraclérisfiques  de  la  même   forme  ;  que 
les  formes  d'une  même  classe,  ou  même  de  classes  diOércntes , 
mais  du  même  ordre,  ont  le  même  nombre  caractéristique^  et 
que  parconséquent  tont  nombre  caxaotéristique  de  la  forme  donnée 
peut  être  attribué  à  tonte  la  claoe  et  à  tont  l'ordre^  enfin  qne 
I  est  nombre  caractéristique  des  fiurme ,  classe  et  genre  princi* 
panx,  c'est-à-dire,  qne  tonto  fomie  principale  est  résidu  de  m 
déterminant. 

7\  Si  (g,  //)  est  une  valeur  de  l'expression  \/M{a,  h  y  c) 
(mod.  m),  et  qu'on  aitg'—g,  h'=h  (mod.  ttz)  ,  (g',  h')  sera 
aussi  valeur  de  cette  expression.  De  telles  valeurs  peuvent  être 
regardées  comme  équivalentes^  au  contraire,  si  (g,  h) et  (g',  h') 
font  valencs  de  l'eipresaion  |/Af(a  ,  b,  e),  et  qu'on  n'ait. pat 
i^sg,  K&h  (raod.  m),  on  doit  les  considérer  comme  difRS- 
zenles.  H  est  évident  que  si  {g,  h)  est  une  valeur,  (—^,  — h) 
en  est  une  aussi,  et  on  démontre  facilement  qu'elles  sont  diffé- 
rentes,  à  moins  qu'on  n'ait /n  =  2.  On  démontre  aussi  facile- 
inent  que  l'expression  ^M^a,  b,  c)  ne  peut  pas  avoir  plus  de 

valeurs 
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valeurs  différente»  que  ses  deux  opposées,  quand  m  est  un  nombre 
premier  Impair,  ou  une  puissance  d'un  nombre  premier  impair, 
ou  =4)  mais  quand  in=8  ou  une  plus  haute  puissance  de  3  , 
il  7  en  a  quatre  èn  font.  Oii  conclut  facilemeot  âe  là  «  au  moyen 
dece  qni-n  él4  e*poté  (6*.)>  que  «î  )•  diternIinÀat  /)  de  U 

forme  (a,  c)  est  ==i=a'^^*^^,  etc,  ^,  etc.  étant  des 
nombres  premiers  impairs  dont  ]e  nombra  est  az  ,  et  que  M  soit 
le  nombre  caraoEâristiqne  de  cette  ^imie»  il  j  ao<a  en  tout  a", 
a*^*  on  a*^'  Taleurs  différentes  do  l*eipre#iÛN»  ^M(a,  b,  c) 
(mod.  D),  suivant  que  /A<a,  =a  ou  >  a.  Ainsi,  par  exemple, 
on  a  t6  valeurs  de  rexpeession  v^7Cia,-6>  — k?)  (niod.a4o)9 
qui  sonti 

(sfeiS^spn)»  (skxS^shaç),  (=bi8,qs9i)«  (dbi8,d=i09), 
(±78,  sfcig),  (sfc78,  =fc59>,  (d=7«,  8^261),  (^=78,  zptot). 

Nous  supprimons  la  démonstration,  qui'eti  asses  longue,  et  qui 
n'est  pas  nécessaire  icL 

8°.  Observons  en&n  que  si  deni  formes  équivalentes  F,  F'  ont 
D  pour  détermiojuit ,  que  le  nombre  caractéristique  soit  M  et 
qne  F  se  change  eni^  par  la  substitution  U,  fi»  y  g  ^,  d'une  va* 
leur  ig,h)  de  \/'M.F  (mod.  D),  ontfrete  fig^J'à} 
pour  la  valeur  de  \/M^F'  (nod^dP^»  ofa«c«Bi-poom  tioiiver lana 
peine  la  démonstraiièHi    '    - .  i 

a54.  Après  avoir  exposé  ces  détails  sur  la  distribution  des 
formes  en  classes^  en  genres  et  en  ordres,  -et  avoir'  expliqué  les 
propriétés  qui  naissent  de  ces  distinctions,  nous  allons  paner  à 
un  autre  sujet  trës-importaut  et  dont  personne  ne  sVst  encore 
occupé,  à  la  composition  des  formes;  mais  avant  de  commeucer 
cette  r^herqhe,  uous  placerons  le  lemme  suivant,  pour  ne  .pas 
être  obligé  d'interrompre  Tordre  des  démonstrations. 

Lemme.  Si  Von  d  quatre  suites  de  nombres  entiers  :  a ,  a', 
a',.,. a";  b,  b',  b',...b";  c,  c',  c',...c'';  d,  d',  d',..,d»,  ca/»- 
posées  d'autant  de  termes ,  et  telles  qu'on  ait 

cd'~dc'=:k(ab'— ba'),  cd'— dc'  =  it(ab'-.ba')# 
<ï'd'-c'd'«k(»V  WJi'),  fit4>.,>  4te. 
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OU  généralement  cd  — de  =:k(ab  — ba  ),  k  étant  un 
nombre  entier  donné,  fx,  v  des  entiers  différcns  dont  est  le 
plus  grand f  et  compris  entre  o  et  n;  qu'en  outre,  toutes  les 

quantités  de  la  forme  a*b''-r-  b'^a'*  n'aii^nt  pas  de  diviseur  commun; 
alors  on  peut  trouver  quatre  (tombées  enfier^  a,  y,  ^  tels 
çue  I  on  ait 

«i4-/3b=c,  tta'-|-/3b'=a:c',  aa'-f./Bb'a<^»  ete* 
>a4*/fca=d,  >a'+«rb'a=d',  etc. 

ou  généralement  «a  4-  /3b  »  j^a  -+-Jb  s=d  ;  auquel  cas  on 
aura  ««r-— j3j'S=k. 

Puisque,  par  bjpotbèse,  les  nombres  ab' — a'b,  ah' — a'b,  etc. 
a'b' — a'b',  etc.  ,  dont  le  nombre  est  ^("+0"»  n'ont  pas  de  di- 
viseur commun ,  on  peut  trouver  autant  de  nombres  entiers  tels 
cjue  la  somme  des  produits  des  premiers  par  les  derniers  soit  ssi 
(n*  4o).  Désignons  ces  multiplicateon  par  (o,  i),  (o,  a) ,  etc. 
(i,  a),  etc.-,  ou  généralement  âÀignont  le  multiplicateur  de 

par  (X,  ft)  ,  desortc   qu'on  ait  2  (  ^,  ) 

^f^'^l^^^  b^a!^)^  l  t  2  désignant  la  snramc  de  toutes  les  va- 
leurs qui  peuvent  résulter  de  la  quantité  qu'il  précède,  lorsqu'on 
donne  successivement  à  A  et  toutes  les  valeur*  comprises  entre 
O  et       de  manière  que  Cela  posé,  si  Ton  bit- 

ies  nombres  *,  /3,  y,  >  jduiroiit  detfçopri^  énoçcéet  çi-^fw». 
<  |.  p  étant  un  nombre  entier  quelconque  èntfe  o  èft     on  aura 

et  par  wi  cakul  seiloblable,  on  prouve  que ><i  H-»*'  • 
•M 
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IL  On  a  ptreouéqna/t  «'  sw/^jS^^  et 
partaot  

de  même  r'*'^^'* — o  V*=/3(a''i* — è  a'^) 

 4/.^"«^*V*aB>(a'à"— a^^'')  •  ' . 

 âV^rf^flft=J^aV^<^A'); 

d'oàl'pa  tirera  plus  £scilemeot  les  valeurs  de  a,  ^ty$  J",  pourra 

qn'àii  prenne  A  et  de  manière  que  a^^'^'-~^^a^nesoitpas=a(^ 
ne  qni  est  possible ,  puisque  toutes  les  quantités  de  cette  forme 
sont  supposées  ne  pas  avoir  de  diviseur  commun,  et  que  par- 
conséquent  elles  ne  peuvent  pas  être  toutes  =0.  Ou  tire  aiséi 

ment  de  cci  équations 

d'où  nécessairement  aJ'^^.sszk, 

255.  Si  la  rotmBÀX'-h^BJty'^r'  =  Fj  se  change  en  le  pro- 
duit des  deux  formes  (U^-\^3^'^^^f,4iQi*'^Vai^"^y*^J\ 
par  la  substitution 

(ce  que  nom  eiprimerons  d*une  manière  abrégée  en  disant  :  Si 
F  se  change  en  //'  par  la  substitution  p,  p',  p',  q,  q\  q\  q") 
la  forme  F  sera  dite  transformable  en ff',  et  si  de  plus  cette 
transformation  est  telle  que  les  six  nombres 

v<i-p'q*  P9'-P'q.  pf-fq,  //-/^V,  ff--py.  pV'-pW 

n'aient  pas  de  diviseur  comnn^  U  forme  F  ien  dite  «ojnjpo*^ 
desforinies/,/'. 

Nous  commenceront  pèr  l^hjpolliisa  la  plus  générale,  celle  oh 
la  forme  F  se  changerait  en//'  par  la snbetitntion /^'^ 

9»  9%  et  Doos  développemna  les  eonadqççnoot  qui  ea 

résultent.  ' 

.  Cette  condition  est  eiprimée  jpar  let  neuf  équalioni  suivantes: 

,  •  .  '  •  •!  •  •  • 

\        ■    -  .y  "    ■  •    •  «  V*»""*   ,  "-  •.  *i.  .  . 

-*  m» 

n 
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y^/*    '■\-:xBp'q'  +  f  </"  =  ac'  (a) 

Ap*^    ^2Bpy+  C/»  =  «'<;. ,  (3) 

Ap'*    +  2 Bp'q'-ir  Cq'^=  ce'.  ,,,,  (4) 

App'    +  BCpq'  +p'q)  +  C^/  ==  ab\,;.;:.l  .....(5) 

-ri/y»'  -f-  B{pq' p'q)  +  C".// =  a'Z>*,<r. «.'i,  (6) 

+  B(p'q'+py)  +  Cq'q'^  bd  (7) 

Apy  4-  B{p\f+p-.f)  +  6vv=  cb'...::  (8) 


.  A  (j>p''+p'p')+B{pq'-\-p'q^f/,i('+p'qy\-C{qq''\-cfqy=:M\  .(9). 
Soient  D,  d,  d  les  déterminans  des  Formes  F ,  f,  f  respective- 
ment; M  y  m,  m'  les  plus  grands  communs  diviseurs  des  nombre» 
A,  3B,  C;  a,  2b,  c;a',  2b',  c'  respcciivement,  3/,  m,  m  étant  pris 
positivement.  Ditecminous  les  six  nombres  A^,  B^,  6^,  j  A^,  B^, 
de  manière  qu'on  ait 

A, a  4.      +  C,c  =  m ,      A/i'^  BJ/-^  C^c'  s=  vf. 
Faisons  •  enfin  pq*  —  p'q=.P,  pq' — p'q=zQ,  pq*  —  p'qs^Rp 
p'q'—p'q'  =  S,   p^Ç'-^-pW  =  ^9  [  P'9'~'P'9'  =  ^>  SOpposoOt 

ijae  A  sdlttenr  pliis         cbtnmim  divlseiir 
Posant- niaSiileiiiiit  • 

App'  +  B(pq'+  p'q)  +  Cqq"  =  bV^L  (lo)  , 


.  (*)  On  peut  présenter  cette  recherche  do  la  manière  suivante.  ,  , 

On  tire  des  dernières  équations  que  viqnt  <]ia  poser  l'auteur,  en  sappoiant 
connues  P,Q,R,S,7',  U,  et  par  l'uliimiiatwn entre' les valenn  de  Q,  R,  S,  7', 

Pq'=Q<i'-Sq,  Pp'=.Qj/-Sp,  Pqr^Rrf-Tq,  Pp' =  Rf/ -  Tp . 

et  ooinin»  on  a  l'équation  pq'  —  p'q  =  il  vint  -ca  anbftttBiat  dans  la  Ttibar 
del/6dletde^,^,/r,;^iréqiwtioadeèoiiditioo,    '  ' 

Substituant  enfin  les  yalanrt  de  ces  mêmes  «juantités  dans  lies  ^«Juations  Çf)', 
(6) .  (7),  (R) .  (9) .  on  obHent  lax  ^tio«a  lii»    àUieaÊm  par.     ^  .  ,  '. 

,  G)..  (>) .  c«f) ,  (0 ,  (0-     .     ■  _      .  ' 

De  C«)      (>)  OB  tin  «a  éUminantS,  et  faisant  J/^  J^f't  « 

Les  éqiutiom  (Q»  (/)  doaaent^ s-Cft^^O»  et  l'oa 


* 
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ARITHMÉTIQUES.  US 
réquation  (9)  donne 

Deces  onze  équations  on  tire  les  suivantes,  savoir: 
Eo  élevant  réquatioji  (5)  au  quarrc  et  en  retranchant  le  pro- 

•  focilement  R+S  ,  :  les  équatioiM  (f),  (Ç)  s'anétotiasent  d'ellM-mêmea , 
•tlM  éqwdkms  (1),  (a)  «t  C')  donnent  mu  pane  a  conuM  dm  U  nT  1S7, 
F2>s^  ;  «biânaiit  du»  3m  iqudom  qn  dauuBt  Q,  R,  S,  T  ^  d«M, 

l'éqnattôn  de  eondition,  et  febant  p/'^  = 

Pssad  ,  Ç  =  a'n,        5=a6n',  /l  +  5=a5'n,  7'=rc'«  ,  V~cn'  (T). 

CffBHW      Qt  R,S,T,U  sont  entiers,  on  vçit  que  1°  n  et o'  sont  rationnels,  et 

piilnk;^  '  3  ^  Bonbns  enré»}  «\  li  i»     «ae  fitctioii,  Mn  dteoMiMM 

doit  tfn  m  diviseur  de  m'  pins  grand  commun  diriscur  critre    ,  ab' ,  c' ,  et  que 
parconséquent  m'n  est  entier;  Û  en  est  de  même  de  mn  .  Or  ces  équations  d—Dn', 
d  =  Dn'*  donnent  rfn»'»  =I>(m'«)»,  d m"  ==  D  (^mn' y  ;  donc  I>  ne  peut  pas 
Atre  plus  grand  que  le  plus  grand  conuinui  AvitMV  •ntn  dlm^  at  iTinP.  * 
n  M  àis4  d*  dtaloatrer  qn»  k  plus  grand  commua  fiiisénr  A  dM* 

m  m  m 

P./fl-^     fl.n*     P.LT     a.C  ^ 


o    s^h  c 

IMÛs  deux  des  trois  nombres  — ,  r-,  —  sont  nécessairement  premiers  entre  eut; 

.  .  .  ;  '<M  -mm 

donc  Ç  est  diviiffite  pwc  £»«ip4.1!qn  ? ^ ^  ^      aoinbn  «atm*. 

Oa  démontra  de  aiême  pour  mfin  «tla  riciproqne ,  coaaaq  Pantenr  (  4*  condorioa). 

Aux  six  iqaatioks <-r->d0iv«it «1»  a|onl6HW4fB«imi  (i) ,  (a),  (5)  qa'oa 
peut  mettre  sons  me  fonn^  'plu ,  âft^     ffiwfnMt  deayidM  acaphrw  ji.  M,  C, 

alternativement  ;  on  tjrouye  ' 

CP* = aa'/^  ^  stab'pp'  +  acy  :  , 
donc  j4P*,  uBP*  ,  CP*  sont  divisibles  par  mm'. 

,  On  obtiendra  les  v5  autres  équation  de  l'auteur,,  en  substituant  les  valeiiB 
p',  q'  :  1*.  «a  fonetioa  de        «t  de  ^ ,       n*.  n  toaftànn^vpt  p' ,  etâtê 
9,  9*,  ainsi  d«  nite.  On  soivia  qaaat  an  nst»  b  wdM  da^futear  C^ol«  dit 
«Thab^ibr}.       •     ' .    •  —  .)     o   •    —  ' 
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duit  do  l'équation  (i)  par  l'équation  (a),  , 

D,P*z=(fa\...  (la); 

en  multipliant  l'éqtiaiion  Cï)  par  l'ëquation  (9),  l'équation  (1) 
par  l'équation  (7),  l'équatiou  (2)  par  l'équation  (G),  et  retran- 
chant du  premier  produit  la  somme  de«  deux  dcruiers  , 

en  nnillipliant  l'équation  (10)  par  l'équation  (ii),  l'équation 
(6)  par  rijuation  (7) ,  et  retranchant  le  second  produit  du  premier^ 

DPCTsaiftfC— .(A*— .(i4)  ; 

en  ajoutant  le  double  produit  des  équations  (5)  et  (8),  les  quarréf 
des  équations (10)  et  (n)»  retranchant  de  leur  somme  les  pro-* 
duits  des  éqnations  (i)  et  (4),  (a)  et  (5)  et  deMX  Ibis  le  pcoduit 
4et  équations  (6)  et  (7), 

en  letiaiicbailt  du  produit  de  l'équation  (8)  par  l'équation  (9}^^ 
•ouune  des  produits  des  équations  (S)  et  (7)»  (4)  ^t  (6), 

D^R^S)Uss  2(rh€  (16); 

en  retranchant  dA  qipaaé  de  l*éc|iiatioii  (S>  le  produit  des  éqn«« 
tioiit  (S;  et  (4)# 

Z)I7*à4f^......  (17)5 

«n  remplaçant  dans  les  jpêniei  caleuls  )es«é<|uations  (a)»  (5)«  (7); 
perles  équations  (S),  (6),  (8)  respeet^éoMot,  etrécipcoquement: 

D^dt^\.  ...........08) 

DQ(B^)mx%AiV  C19) 

DQT^da'c''-(^t^'-'tid')  .(ao) 

X)(/?+.V)»=»4^^*-f-a(A*--^')-.  (ai) 

dIr+S)  T=  %dl/€f  (aa) 

JDT'^ifc''.   ....(aS). 

De  ces  équations  on  tire,  x'.  en  retranchant  le  qnarré  de 
l'équation  (iS),  du  produit  des  équations  (la)  et  (i5);  a',  en 
retranchant  le  produit  des  équations  (la)  et  (17),  du  quarré  de 
l'équation  (i4)  : 

o s  a<iV( A' — rf^')  ......  o  =5  {L*^dd:  )•  —  2d^ac{^'^dd:  )  , 
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A  R  I  T  H  M  É  T I Q  U  E  S. 
ce  qui  prouve  la  relation  A' — </</  =  o,  soit  qu'on  ait  ou  non 
a  =  o.  Cette  manière  de  troum*  l'équation  A»  =  ///f  suffit  pour  les 
recliercbes  présentes  y  mais  nous  anrions  pu  la  trouver  directement 
par  une  anal/se  plus  iilégantè  mais  trop  longue  pour  être  placée  ici , 
en  déduisant  directement- des onse premières  éqnations  celle-ci 
o=(  A  —  d<f  y»  Nous  supposerons  donc  qu'on  ait  e£Eacé  ù^^tUt 
dans  les  équations  (i4)*  0^)*  (^)»  00* 
Qr  li.  l*on  fidt 

où  n*  peurent  être  des  fractions  y  ponrru  que  mn'  et  m'/i  soient 
entieif^  oùûrt  fiicilement  des  équations  (la)  (17), 

et  des  équations  (18)  (2$) , 

On  a  donc  d=Dn* ,  it=:Dn" ,  d'où  nous  tirons  une  PRiKliRl 

CONDITIOM  :  les  détermlnans  des  formes  F,  f,  f  sont  entre  eux 
comme  des  nombres  quarrés  \  et  une  seconde  :  D  divise  toujours 
dm''  et  d'm'.  Il  suit  donc  de  là  que  D ,  d ,  d' sont  de  même  signe, 
et  qu'aucune  forme  ne  peut  êire  transformée  en  le  produit^//"'  si 
ton  déterminant  eit  plus  grand  que  le  plus  grand  diviiear  commun 
def  nombres  dnf*  et  <f m^. 

Si  l'on  multiplie  les  équations  (la),  (i5),  (i4)  par  y4^,B^,  C7, 
respectivement;  les  équations  (i3)j  (i5),  (16),  les  équations  Ci4)# 
(16) ,  (17)  par  les  mêmes  nombces  et  dè  la  même  manière  ;  que 
l'on  ajoute  les  trois  produits  en  jiemplaçaatif  par  Z>fl^^  on  trouve > 
à  I*aide  de  l'équation  ^.P-4-A(JS— i)+CCr«^«H^> 

de  mêine,  '  en  makipliant,  i\  les  équations  (x8),  (19),  (ao)  j  a*,  lès 
équations  (19),  (ai),  (aa);  5*.  les  équatioos  (ao),  (aaj,  (aS)  par 
A»     xespectiTement,  on  a 

Ce  qui  donne  une  troisième  condition  :  ies  nombres  a,  ab,  c 
*ont  prop0rtimmelit  aux  nombres     R  —  S,  V-,  et  en  supposant 
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^ue  Uur  rapport  08i  etiui  ^  t  i  n'  /  n'  éerê     Yaeine  quarr/a, 

àe^y-  même,  les  nombres  a',  ab',  c'  sont  proportionnels  aux 
nombres  Q ,  K-^-S,  T;  et  si  l'on  suppose  que  leur  rapport  est 
celui  de  i  àn,n  sera  la  racine  quarrde  de  ^» 

Au  reste  les  quantités  n ,  n'  peuvpot  être  les  racines  positives 
on  négatives  ^  et  ^*  d*où  nom  tirons  nne  distinction  qui  pa- 
rait slMe  an  pranier  abord   m^is  dont  l'osafge  se  reconnatta 

par  la  suite.  Nous  dirons  dans  la  transfermatioa  de  Fvnf/', 
la  forme  y  est  prise  directement  quand  n  est  positif,  indirectement 
quand  n  est  négatif,  et  de  même  à  l'égard  de  f.  Mais  en  ajoutant 
la  condilion  que  A  =  i ,  nous  dirons  que  la  forme  F  est  composée 
ou  directement  des  deux  formes  f,f',  ou  indirectement  de  ces  deux 
mêmes  formes ,  ou  directement  de  f  et  indirectement  de  f\  ou 
diiectement  de  f*  et  indirectement  de  f,  suivant  que  les  deux 
nombres  vl  .serpnt  positifs  on  négatifih/  ou  que  »  sera  positif 
et  ri  négatif»  on  n  n^tif  et  n'  positif  D'ailleurs  on  voit  Ssoilement 
«|ne  ces  relations  ne  dépendent  pas  de'  l'ordre  dans,Iei|nel  ces  fbmief 
sont  placéest 

Qr  nous  obserront  que  le  plus  grand  diviseur  commun.  A  det 
nombres  F,  Q,  R,  S,  T,  17 divise  les  nombres  mri,  trin,  ce  qni 
résulte  des  valeurs  établies  plus  haut  pour  ces  nombres,  et  que 
parconséquent  doit  diviser  mV* ,  m"n' ,  et  V/c'  les  nombres 
d'm*,  dm'*-,  mais  réciproquement  tout  diviseur  commun  de  mn' , 
vin  divisera  aussi  k.  Kn  effet ,  soit e  un  de  ces  diviseurs,  il  divisera 
évidemment  les  nombres  an' ,  2bn',  en,  a'n,  :ib'n  ,  c'n ,  et  partant, 

f*,R^S,  U,Q,R-^S,T,  etd'aprètceUa/let3.5.0r»i^ 

\  était  impair,  ^  lé  serait  ani8i,pnisqne1a  somme  est  paire  «iôsiqne 

la  dififérence  j  leur  produit  serait  donc  impair.  Mais  ce  produit 
/Bsti(Ô''«*^*/»'»)=^(<i'«*-^»V«W«''--^«'0=|(<*V/»*-fl^^^ 

et  paieonséqnent  pair  ,  puisque  e  divise  dn^ari,  cri.  Donc 
ail 

est  nécessairement  piir^  et  partant^  il  et  ^  sont  divisibles  par«* 

Done 
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DCfDCIfdiviMllt  UssisacmbMt  JP,  Ç,  R,  s,  r,  U,  divisera  aussi 
lenr  plus  grand  coonran  diviMnr  *,  Donc  k  est  le  plus  grand 
diviseur  commun  entre  mr^  ttnfn%  d'oà  l'on  Toit  tellement  que 
JDh}  est  le  plus  grand  comoinn  diviseur  des  nombres  dni*  «/in». 
Cest  la  QUATRIÈME  CONCLUSION.  Il  est  douc  clalr  ^uc  tontes  les 
fois  que  F  sera  composée  de /  et comme  on  a  A  =  i ,  d  sera 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  dm'*,  (fm^  et' récipro- 
quement. Cette  propriété  aurait  pu  être  prise  comme  définition 
de  la  forme  composée.  Ainsi  la  forme  composée  des  formes  /",  /' 
m  ie  plus  grand  déterminant  posiible  parmi  toutes  les  formes'qul 
peuvent  être  traniformées  en  le  produit  ff» 
'  Ayant  que  nous  puissions  aller  plus  loin ,  il  faut  déterminer  avec 
pl|is.d!eautltude  la  valeur  de  A.  que  nous,  ^vons  trouvé  ^y/dcL 
«  )/D*n*rif*,  mais  dont  le  signe  n'est  pas  encore  fiûs.  A  cet  effet 
nous  déduirons  des  équations  fondamentales  l'équation  liÉ»/K^ffJ/f^'' 
en  retranchant  Je  produit  de  l'équation  (i)  par  l'équation  (a),  d» 
celui  de  l'équation  (5)  par  l'équation  (G);  et  partant,  Daa'/iri'=:,jû'^  ' 
ou  Dnn'=A,  à  moins  qu'un  des  nombres  a,  a'  ne  fut  nul.  Mais' 


on tirraes équations  (i)  (a)  absolument  de  la  memn  manière 

Irait  antres  équations  dans  lesquelles  Dnn'  k  gauche,  a  à  droite* 
^nt  multipliés  par  aaiT,  ad,  M,  ifih\  M,  ca',  2c b' ,  ce'  et 


çpmme  les  nombres  a,  aô,  cne  peuvent  être  nuls  en  même  temps 
non  plus  que  les  nombresV,  ai',  d,  il  s'ensuit  qu'on  aura  dans  ton. 
les  cas  A  =  Dnn',  et  que  parconséquent  A  aura  le.mélme  signe  qne 
D,  (f,  d',  ou  un  signe  différent,  suivant^ne  n  et  jï' auront  le 
mciiie  signe,  ou  un  signe  différent.  • 

Or  les  nombres  aa' ,  laU ,  ad,  i^ha' ,  /^hh' ,  :xc'h,  ca' ,  icb\  cd 
ï  j"*"*^'  3A  sont  tous  divisibles  par  mm'.  La  chose  est 

évidente  pour  les  .neuf  premiers;  quant  aux  deux  autres,  on  les 
démontrera  eomme  nous  avons  démontré  plus  bant  que  R  et  s 
étaient  divisibles  par  En  efibt»  4**'^.4A  et  4W^^4a  sont 
divisibles  par  mm',  paisque4As=  y/iGdd,  qnfr4^  est  divisible, 
par  m\  ^d  par  to'*,  partant,  1&36/  par  m*/»>et4As 
par  mm'-,  la  somme  et  la  différence  des  quotiens  sont  paires-  e^ 
comme  l'on  démontre  facilement  que  le  produit  des  quolicns'est 
également  pair,  chacun  de  ces  quotiens  l'est  aussi,  et  parconsé- 
fini  2bir^2A.  et  2ÙÙ'  -  ad  sont  divisibles  par  mm\ 

.Il  ' 
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Mainfenanf  >  on  dédnira  fiieileuent  des  éqoatioiit  foodanenfale* 

les  sis  suivantes  : 

A{f*  =  art'/'  —  la'bqq'  +  a'cq* , 
AR^  =  aaq'^  —  2{bh'     ^)qq'^cc'q* , 
AS*  =  ac'y'*  —  ^(Z./»'  +  A)y'y'-f-a'cy''j 
^T'  =  ac'q'*  ^  abc'q'q'  -f-  ccy», 
AU^ZBacq'' —  ab'cq'q'-hctfqf*,^ 

Il  suit  de  U  que  AP*,  yiQ\  AR*,  etc.  sont  divisibles  par  mm' , 
d'où  l'on  conclut  facilement  que  Ak^  est  divisible  par  mm' ,  puisque 
il*  est  la  plus  grand  commaii  dÎTiaeiir  entre  P%  Q\  R*,  etc.  ;  mais 

en  substituant  pour  a,  ^b,  c,  etc.  leurs  valeurs  -t>  etc.,  ou  

(^-^/e)  ^»  «te*  Ci»  ^qnatioM  ta  chaogvont  an  aiz  cntm, 
dans  lesquelles  on  abra  à  droite  les  produits  de  la  qoaoCiftf 

^(yV — 99')  P^"^  ^>  Ç*'  j         laissons  à  effectuer  ce 

calcul  qui  est  très-facile.  Il  suit  de  14  qu'on  akAnn'ts:.q'tf~^qq', 

De  la  même  manière  on  obtient  six  autres  équations  dans  les- 
quelles A  est  remplacé  par  C ,  et  q  ,  q',  q' ,  q'  par  p ,  p ,  p',  p', 
on  parvient  à  l'équation  CnrS  wss,  jf ^  ^ pp" ^  et  l'on  prouve  quo. 
CK*  est  divisible  par  mm\ 

Enfin  on  déduit  encore  les  six  équations  ; 

BP*  =  —  aa'jfq'  -f- {^pqf  -^pq)  —  ac'pq , 
BQ*  =  —  aa'p'q'  +  a'b{pq'-^p'q)  —  a'cpq  , 
BB^^-^aa'p''q'^{bb'  +  ù){pq'+p'q)-^cc'pq, 
BS*  SS^ac'py  '{-{bb'-^ù.){p'q'+p''q')—a'cp'q', 
BT^VBi'^udp''q''^bd{f/(f-\-p'q')^c<fffq\ 
BU*  SS  —  •'C/>V  +  ^clpY-i^p'q^  ^cc^py, 

d'où  l'on  conclut  que  ^Bk*  est  divisible  par  mn/',  on  dtfdnim 
.aisément,  par  les  mêm^  anbsfltntioDfl  qne  el-dessosi  inéquation 
^rtn^ssspqT'hl^Ç—pV^f^^'      »  * 

Pnîsqne  jili^ ,  iBk*^  Ck*  sent  divisibles  par  mn^/ll  sVnsdlt 
qne  JTAr  est  dirisible  anssi  par  miM^  ;  mais  00  volt  par.  les  dqa»- 
lioBiw  fiwdainentalea  que  Af  divise  les  sombiei  â^i  %alff  aé^  iba^t 
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ibo',  CcC t  ^h'c,  cc  \  parlant,  am' ,  -xhm' ,  cm',  qui  sont  res- 
|»ectiveiiient  les  plas  grands  dlrisours  communs  Ues  trois  premiers, 
des  trois  mojeos  et  des  trois  derniers,  et  enfin  mai  qui  est  le  plut 
commun  diviseur  de  ces  trois  nombres.  Done,  lorsque  B 
est  composée  àefetf*,  c'est-à'-diro  lorsque  Asi,  on  a  a&ot^ 
sairement  Af=mn/.  C'est  U  omQUiàMi  cohclvsiok. 

Si  Je  phis  grand  commun  diviseur  des  nombns  A,  B,  C  Ht 
Sfi,  on  aura  MtxM,  quand  F  sera  une  forme  propre  ondëri* 

vée  d'une  forme  propre,  et  M,  —  {  M,  quand  F  sera  unefonsa 
impropre  ou  dérivée  d'une  forme  impropre.  Soient  demCmem,, 
les  plus  grands  diviseurs  communs  des  nombres  a,  b,  c% 

a',  l/,  c',  respectivement:  on  aura  mi  =  in  ou  s=j»  m',sssm' 

ou       Or  il  est  évident  que  ni.*  divise     que  mC,*  divise  <f , 

que  pflrcoaséquent/ii,*/n\*  divise  dif  ou  A%  et  que  m,m\  divise  À. 
Ainsi,  des  sis  équations  iljP*setc.,  etc.,  il  suit  que  m.m',  di* 
▼Ise  Bk^,  et  partant  Jf.A*,  car  il  divise  aussi  M*  et  CA*; 
donc  toutes  les  fois  que  #*8cra  composée  de  y  et  y,  divi« 
sera  Af,  lui-même,  et  si,  dans  ce  cas,  les  deux  formes/',/' sont 
proprement  primitives  ou  dérivées  de  formes  proprement  primi- 
tives-, on  aura  m,m\:=zmm'=M  ;  donc  M —M,  c'esf-à-dire  que 
F  sera  une  forme  semblable.  Mais  si,  dans  Je  même  cas,  cha- 
cune des  formes /,/',  ou  l'une  des  deux  seulement ,  /  par  exemple, 
est  improprement  primitive  ou  dérivée  d'une  forme  improprement 
.primitive,  il  «nitdes  équations  fondamentales,  que  les  nombret 
M",  aair,  ad,  ^h,  ^blf,  M,  tf'i»,  ^c,  etf  sont  divisibles  par  Jf., 
et  partant,  m.»*' s=iinTO'=iJlf;  donc  ^.asjilfî  ainsi  la  forme 
F  e$i  improprement  primitive,  on  dérivée  d'une  forme  impro- 
prement primitive.  C'est  la  biziàme  cokclusion. 

Ijifin  nous  observons  que  fi  les  neuf  équations 

P=on',  RS=z^bn',  U=cn',  Q=</n,  R  +  S=ab'n,  T==c'n,  i  . 

sont  supposées  avoir  lien,  pourvu  que  n,  if  ja»  soient  pas  =so, 
on  s'assurera  facilement ,  par  la  substitution  ,  que  toutes  les  équa- 
tions fondamentales  sont  satisfaites,  c'est-à-dire  que  la  forme 
B,  C)  secban^,  par  la  Substitution  p,p',  p',  p")  ç, 
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u',  q',  en  le  produit  des  formes  {a,  b,  c),  (a',  V,  d),  et  qu'on 

a  en  outre  i»— ac =«•(/?•— ^0,  y*— a'</sasW^(^— ^C). 

Noos  laitsoni  à  l'Intelligence  du  leclenr  te  calcul  «  qui  est  trop 

proliie* 

"  aS6.  PROBtiMB.  Étant  données  deux  formes  dont  leaééter- 
minans  sont  égaux ,  ou  du  "moins  comme  deux  nombres  quarrés, 
trouver  une  finine  composée  dè  ces  deux  formes. 

Soient  /=  (a,  b,c),  f^  ((/,  b%  ef)  les  formes  à  composer  ; 
d,  d  leurs  déterminans}  m ,  m' les  plus  grands  diviseurs  communs 
des  nombres  ^b,  c,  a%  2I/,  d  respectivement,  et  D  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  nombres  dmi*,  dm*,  pris  avec  le  même 

ligne  que  d  et  d.  Alors       et  ^  seront  des  nombres  positi£i 

-premiers  entré  euv  dont  le  produit  sera  un  quarré ,  ainsi  chacun 

d'eux  sera  un  quarré  (n*  ai).  Ainsi  j/^^  et  j/'^  seront  des 

quantités  rationnelles  que  nous  représenterons  par  «  et  n' ^  en 
prenant  n  positif  ou  négatif,  suivant  que  la  forme  y  doit  entrer 
directement  ou  indirectement  dans  la  composition,  et  de  même  L 
l'égard  de  ti,  md  et  nin  seront  paroonséqnent  des  entiers  premiers 
entre  eux*,  quant  kn^rl,  ils  peuvent  être  fractionnaires.  Cela  hûX, 
nous  observerons  que  aji,  cri,  dn,  cVi,  bvl^Vn,  hit-^lfn  sont 

des  nombres  entiers  >  ce  qui  est  évident  pour  les  quatre  premiers, 
'et  qu'on  démontrera  pour  les  deux  autres,  comme  on  a  démontré 

que  JR  et  S  étaient  divisibles  par  e» 

Soient  priS|  maintenant  quatro  nombres  entiers  Ky  A",  K\ 

à  volonté,  pourvu  qu'ils  ne  rendent  pas  zéro  à-la-fois  les  premiers 

membres  des  quatre  équations  suivantes,  et  qu'on  suppose 

A'an' +A"fl'n-f-A-(6n'+i'/0= •  -^«n  -t-A'Vn— A'C/^n'— ô'n)^?' . 
K\n!-Ka'n  +K'  {b,^-h'n)^yq  ,  -K'cn' -K'c'n^K  ibn'-\'b'n)=.,<r  i"^ 

de  ;nanière  que  q,  9',  q\  q'  soient  des  nombres  entiers  premiers 
entre  eut ,  ce  qu'on  obtiendra  en  prenant  pour  ^  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  quatre  premiers  membres»  On  poum  alori 
trouver  quatre  nombre»  -îT,  -ît',  -w*,  V  tels  qu'on  ait 

^q^^(f^nfq'J^'K'q''=.\y 
et  cela  fait  on  déterminera  p,  p\  p%  p'  par  les  équations  suivantes: 
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enfin  en  posant.  '  :  .»  -  , 

A,  B,  C  seront  des  nombres  entiers,  et  la  forme  i/i,B,  C)^=sF 
.sera  composée  des  formes  /  et 

•   En  effet,  i*.  des  équation»  (I)  on  dédoltMiif  peine  lei  rai* 

vantes  ;  • 

ç'cn'  —q"c'n—(f(bn'—b'n)::£zO,    qcn'  -^q'a'n- q'(bn' -\.b'n)  =  0,1  ^ 
q'an'  -j-  qc'n — q'  {bn'-\-b'n)  =  o  ,    q" ari' — q  a  n  — q  {bn — b' n)  =  o  ,  >  ^  '* 

a".  Supposons  (jue  les  nombres  entiers  y^,,  ^ifC,,  ji^pB^,  C^^ 

•N,  N'  soient  déterminés  de  manière  qu'on  ait 

on  en  tire ,  par  la  substitution  des  râleurs  de  m  j  m' dan»  latroi* 

sième  équation 

^,N'an'■i-2B,^'bn'+C,N'cn''\^'A^^Wn+2BJfb'n^C^Nç'nssl} 
,de  cette,  équation  et  des  équatîAis         en  posant 

.on  tcinirera  fiioilement 

k'an'  +  AVrt 4- k'ibn'  +  b'n)  =zq  ,    —  Âan'  +  k'c'n—h'ibn' ~b'„)~q' ,  ^ 

Lorsque  )ct=:  I  j  ces  équations  ne  sont  pas  nécessaires  j  et  l'on  peut 
.pçendre  à  leur  place  les  équations  (I)  elles-mêmes,  dont  elles 
sont  les  analogues.  Or  si  l'on  substitue  dans  les  valeurs  de  y/w/z', 
.  uBnn',  Cnn  celles  de  q',  q\  q",  p,  p,  p' ,  p',  on  trouvera,  en 
réduisant ,  que  les  différeus  termes  sont  des  entiers  multipliés 
les  nns  par  ni,  les  autres  par  df^*  on  d'n*  \  et  que  tous  les  fermes  ■ 
de  la  Talenr  de  aBimf  contiennent  le  facteur  a  ;  or  dri*z=id!rû  et 

»~=K<wDonc  A,  B,  C  sont  des  nombres  entiers. 


3'.  £q  substituant  les  valeurs  de  p,  p',  p',  p",  dans  les  six 
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premiirds  des  équations  (p.),  oa  isoi|v«a  qu'ellet  «ont ittitbifet 
à  TaUe  4e  Téquation  .«^+ir'^H-<9!'-ir^9^^i  ^ 
tiom  (III).  Les  trois  dernièret  ont  déjà  lieu  par  bjpothèse  ; 
donc  la  forme  F  se  changera  en  ff  par  la  substitution  p ,  p\ 
j/f  J^i^t^'tR**  9'*  ®^  déterminant  sera  qui  est  égal  au 
plu8>  grand  commun  diviseur  des  nombres  </m'',  dm*^  \  donc  par 
la  quatrième  conclusion  du  n*  précédent,  F  sera  composée  de  f*, 
•  ^57.  Théorème.  Si  la  fonneY  est  transformable  en  le  pro-' 
âuii  de  deux  formes  f ,  f,  et  que  la  forme  f  '  renferme  lafçrme  i\ 
F  pourra  aussi  se  transformer  en  ff*. 

Conservons  pour  les  formes  F,f,f'  les  signes  du  n*  a35 ,  l^t 
/  'c=:(a ,  b\  c"),  et  et,  i3,  >r,  la  traoafiwiDation  qui  chaD|;c/'. 
en/*.  On  voit  akn  tana  peiae  que  F  le  dutnge  en  //'^  par  la 

subiatotiaii  «p+>/»  i3f»+Jy»  ^-^yffp  ft^+*»/»'î  «Ç  +  >9% 

ftr+J^9^. 

Repiésentom»  pour  abréger»  cet  eoefBcîens  par  r,  /%  r^; 
i«  s',  5*,  et  faisons  etcT— /Sjrsas*,  en  appliquant  ici  les  équa- 
dons  a  du  n*  a55.  On  trouve 
rs''^T's=arCe,  rs'^r's^{r's''^r's')Ts.^bfife,  r'^'-^/^cn'r, 
rs'—r's=^a'n,  Ts'—r's^ij's'^T's')^^'n,  /s'-^r's'z=e'n, 
9'/^mt4's=sJMc,  r»'H-f^*— ^'S'— ^*'=a^n'^,  r'r—rr'^Cmi'e  ; 
donc  en  leprémlant  par  «T.le  ^étenni^aat  de  /%  et  faisant 
^=1*»,  on  km^^iit  patt:eque P^|fe«'ietque<:==fc|/^ 3» 
suivant  que  la  forme  /;  reofi^rme  /"  proprertiélil  ou  îinpiroprenteipf  j 
ainsi  dans  la  transformatibn  de  T  en//*  la  fenae/*  entrera  de 
la  nièrae  manito  S*«>^/'  la  transforniation  de  F  en//',  ou 
dSine  manière  cUfféreute  ,  suivant  qpe  «  sera  posftif  ou  négatif, 
e*est.à.iliie,  «ûivant  que  f  renferaiefti/'  propteineiit  ou  im- 
'pfOprement. 

^38.  THÉORiMÊ.  Si  ta  forme  T  renferme  F ,  et  que  F  puisse 
se  changer  en  ff,  la  forme  F  pourra  aussi  se  changer  en  1 1 

Coosecvaaspour  les  formes  F,  f,  f  les  mêmes  signes  que  plus 
haut,  et  supposons  que  F  se  change  en  F  par  la  substilution 
(t,^,y,^,  on  voit  facilement  que  F  se  changera  en  //'  p« 
.la  sutstitutiou  •  :  ' 
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>^/-f/^,  yf-^^iT,  yfT'^J'f. 

On  pronvera  ea  outre^  par  ua  calcul  semblable  à  celui  da  n* 
précédent,  que  A  F  téaiam»  F  proprament»  les  forme» /,^' 
entncont  dans  la  transfimnaSioii  de  en  //'  de  la  même  mar 
jâèie  qnè  dans  la  traasfonAatiÔH  de'  F"  eb  /f*}  et  que  dans  1/s 
cas  oontraîie»  elle*  entrerioiit  dtwe  manière  iaTeite. 

Ea  combiiiaitt  le  présent ,  théorème  avec  oehil  du  n*  pv^o^ent^ 
Bons  obtenons  le  sniTant^  qui -est  plus  général  : 

Si  une  forme  F  est  transformable  en  iî\  que  f ,  f '  renferment 
les  fermes  g,  g'  respectiitement ,  et  que  O  renferme  F ,  G  sera 
iranafinmahie  en  gg'. 

En  eSet,  parle  théorème  du  n*  présent,  G  se  changera  en  ff*, 
donc  par  le  théorime  du  n'  précédent ,  G  se  changera  en  et  de 
nême  en  g^.  Or  il  est  évIdejH  que  si  iaetfois  téemnf,  f,  Q 
wa/kmeot  proprement  Ise  treit  fimee  g,  G  m  oempbta« 
de  la  même  manière  en  gg^  qœ  Fen ^ff*;  de  mêan,  si  les  lio|a 
premières  renferment  improprement  les  trois  dernièresi  et  enfin  on 
déterminera  facilement  de  quelle  manière  G  doit  se  composée 
^  Sf  ^«  ^      ^  transEormftions  est  différente  des  deni  ânfres. 

Si  les  fmfif  ^,  /«Z'  «onié^Taleetei  «m  ftnnei      g,  ^. 

respectirementf  Jes  premières  auront  les  mêmes  détenninans  qiuf 
les  dernières,  et  (n*  »6i)  m  et  m*  seront  pour^,  g'  ce  qu'ils  sont 

pour/,  f.  D'où  il  suit,  par  la  quatrième  conclusion  du  n*  235, 
que  si  F  est  cgmposée  cle/',  f,  G  sera  aussi  composée  de 
et  même  que  la  Ibrme  g  entre  dans  cette  dernière  composition 
eonuneydans  la  première,  si  i'",  G^f,  g  sont  équivalentes  de  la 
même  manière,  ou  au  contraire.  De  mêdkie  à  l'égard  de /'  et  ^. 

^59»  ThÉOR^MJE.  Si  la  forme  F  est  composée  des  formes  f,  f, 
toute  forme  qui  pourra,  se  transformer  en  ff  de  la  même  ma- 
nière «fMe  F,  renfermera  proprement  cette  àemière. 

Conserrons  toujours  pour  F,  fff  les  signes  du  n*  a35,  et  sup- 
posons que  la  forme  Fca^yf,  C),  dont  le  déterminant  soi}' 
se  ehange  eo  ff  par  la  substitution  p,  p',  p,  p'',(l,q[,  q',  f,  •* 


Digitized  by  Google 


repréteatoiit  {Kmf.  cette  cônfpoûtidii,  pâr  ,  Qf,J^,,  etc.  lêf 
uielogoet  de  P«  Q,  M,  etc.  DÎtof  la  fsmùkct  qa  aura 

If,  et      4tant  letf  raoinei  de  ^  et       et  de  m^niet  tignes  que 

n,  n".  Soit  donc  ^^/^^=A:  pris  positivement,  oir aura  n.ssAiiV* 

n\  sst  hi.  On  déduit  aloct  des.  six  premièiea  équations  de  il  et  A% 

.  IP^,  qfs:AQ^  ItfisdÎR,  Si^,  Tf=jiT,  tr^ài  ' 

dpnc  par  ]e  lemme  du  n*.  aS4»  m  {loiiira  détérniiner  et,,  fi,  y, 
de  manière  qu'on  ait 

«/H-^^?=3P.*  etc.  yp^ç:^,,  yf/^q'=u/„  elc; 

!Bt  a<r— iSjrsA. 

En  subititiiaiitiiiafaiienatttles^Taleiinde^,,  etc.^  0.,  y'.,  etc.*. 
dans  les  teois.dQniièMè  équations  de  A%  on  trouivera,  à  .raide  dea. 
équations  if^sA»,  li^àshi,  et  des  tioîs  deniièrss  de  A«  ,  t 

ainsi  la  forme  F*  se  change  en  i*"  par  la  substitution      /3,  ^, 
qui  est  propre,  puisque  acT — /S^=A  ,  et  que  A  est  positif. 

Si  donc  i*'  est  aussi  composée       f,       et  de  la  mcme 
Dière  que  jF",  on  aura  UzzzD ,  et  partant  F  et  F'  sont  propre-* 
ment  équivalentes.  Plus  généralement,  si  G  est  composée  de  g,  ^ 
de  la  même  manière  que  F  Test  de/,/',  et  que  lés  fonnes/, /V 
spient  proprement  équiTalenites  asK&raiflt  ^gr»      JFet  Useront' 
fvoprementéqoiTaleittes..'  '     *  ,  ..  '  ' 

Omime  le  cas  où  les  fiinnes  à  composer  enfnpt  direçfenient 
dans  la  composition  est  le  plus  simple  ^e  tous ,  et  que  les  autres 
s'j  ramènent  facilemient^nous  nous  y  attacherons  principalement^^ 

ensorte  que  lorsque  nous  parlerons  d'une  forme  composée  de  deut' 
autres ,  on  devra  toujours  entendre  que  chaque  forme  entre  di- 
rectement dans  la  composition-,  il  eu  sera  de  mêtne  pour  le^* 
lormes  transforoiabies  en  produit»  d'autres  formeSf .  ■■  :     .  .  .i 
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340*1  TaioniMB.  Si,  lafoxme  F  est  composer  des  formes  H' 
€t  ^  dcF  et  f %  que  F'  /ff  f ,  f  tf/     <fe  F',  f,  formçe^ 
^  sont  proprement  éqtdvaientes» 

et  leurs  tlélerminans  â,  (f,  (f,  D,  D',  A,  A',  qui  ont  tous  les 
mêmes  signes,  et  sont  entre  eux  comme  des  quarrés.  Soit  m  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  a,  ib ,  c,  et  que  m'^ 
W%  M  aient  la  même  siguificaliou  par  rapport  aux  formes 

F  par  la  condodon  4  do  »•  a55,  D  sera  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  nombres  ^/m'*  et  d'm^,  et  pariant  Dm''^  celui 
des  nombres  M*ai^\  d^*m*m^%  M^mni\  A  le  plus  grand  eom- 
mnn  diviseur  des  nombres  DtrF*,  d'M*,  ou  des  nombres  Dn^  et 
(Tm^m'^;  donc  A  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  trois 
nonjbres  r//n"OT'%  iFm'm'\  (rm'm\  Par  la  même  raison  A'  est  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  trois  mêmes  nombres;  donc 
pnbque  A  et  A' doivent  avoir  le  même  signe,  ou  a  A=:A' 
C'est-à-dire  que  les  formes  (p ,  ^'  ont  le  même  dclenninant.  ' 

U,  Supposons  maintenant  que  F  se  change  en  //'  car  1a 
SDbslitntion  P-ï  » 

et  9  en  iP/'par  la  substitution 

et  d^goons  pu  n,  /  les  racines  positives  de  ^  ,  £  , 

j}  4P  D     D  * 

Alors,  par  len'aSS,  on  aura  dix-huit  équations/dontla 
moifî^  appartiendra  à  la  transformation  de  Fen  ff\ex  l'autre  moi- 
tic-  a  la  transformation  de  (p  en  Ff'^  la  première  9mptf^q=at{^ 
et  on  peut,  à  l'instar,  former  toutes  les  autres,  que  nous  omet- 
tons ICI.  Au  resie,  les  quantités  n.  H,  N,  /  sont  rationnellos, 
mais  peuvent  être  fractionnaires. 

Kk 
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III.  Si  l'on  subîîfitue  les  Taleitrs  de  X,  T  dans  celles  de  ui 

on  a  un  résultat  de  la  forme 

t  z=  r.rx'x-"+/x  ry-f-r".rx>' +r^a;y'j''+r'  V.r''y+rV^/+r*'.r''^;y'-f  r^' ^y^y^ 

Le  coefficient  r=ipit-\-q-x\  le  coefiicîcnt  r'~pit'-\-q-x'' les 
quatorze  autres  peuvent  se  former  de  la  même  manière,  nous  ne 
les  plaçons  pas  ici,  parcequc  chacun  les  trouvera  sans  peine. 

ri  S 

Désignons  maintenant  les  racines  quarrées  positives       —  et  ^ 

par  y,  /,  on  aura  v—Nn',  \=.Nn,  Cela  posé,  on  trouvera  fafi- 
lemeot  les  vingt-huit  é(|uatioD3  suivantes  ; 

que  nous  désignerons  par  0,  et  les  neuf  suivantes  r 

y/  —      =  a/j  "(^  ,    r^'  +  r'^'  —  r'^"  —  rV  =  au/.  '//  , 
rr'  =  uv'//^ ,    s's-"—ss^"—(6''s'''—s'ji'')=2b/.'G , 

r'r^'—rr''"—(r'r'^—rr)=2b/y''L,  s''s'"-~s''6'"'=c/y''G , 

que  nous  désignerons  par  (*). 

1^)  On  pourrait  trovm  dtxrlniit  «aée»  éqnktioiis  dans  Iesquelt«<  </,  aZ»',  <f  ; 
'«i*,  3^*,  c*  remplwSiMrûeiit  a,  S&^'  c;  nuis  nous  fes  omettons  paiVéqn'elles  nous 
soot  ÎDtttilo*  .     ,     .  ' 
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IV.  Il  serait  trop  long  de  laire  ici  le  calcul  pour  ces  trente- 
sept  équations-,  il  suffira  de  le  placer  pour  quelques-unes,  afin 
de  doooer  tin  tjpe  d'après  lequel  on  puisse  trouTer  les  autres. 

1%  r^— 7^*=^' (n-x,'—  -«'x)-!- C'ïrx'-T^'X— '»'x'4-'7rV>y 
H-KX'— ^X>''=/(-^/'*+a^W:f^y')s=;>W  premi^e 

équation, 
équation. 

—  n\hl'-\-  \/M)-\-b'N{bn-\-b'n)=bb\''-[-h'b''y      bb\  '+  A. 

puisque  \/iiif=z£^vv  (i  .ïll)  liuitiènie  équation  de  0,  Les 

autres  se  trouveront  de  la  même  manière. 

V.  Des  équations  0,  il  suit,  comme  on  va  le  voir,  que  les 
TÎDgt-buit  nombres  rs — /s,  rs'-—r's,  etc.  n'ont  aucun  diviseur 
comnran.  Nons  observerons  d'abord' qu'avec  les  nombres  a,ixb,c\ 
t£t  ^h*,  d\  ef,  tf\  f,  /  on  |>ent  former  vingt-sept  prodoits 
de- trois  Êicteurs,  tels  que  l'un  de  ces  facteurs  étant  le  second 
sera  \\n  des  nombres  û',  cf,  et  le  troisième  un  des  nombres 
û*,  2Z>%  c*j  ou  bien,  le  premier  étant  j',  le  second  sera  l'un  des 
nombres  rt,  2/7,  c ,  et  le  troisième  un  des  nombres  a,  2//,  t'*, 
on  enfin  le  premier  étant  »*,  le  second  sera  l'un  des  nombres 
a,  2b,  c,  et  le  troisième  un  des  nombres  u,  2b',  c.  Or  ou  s'as- 
snrera  aisément  «  d'après  lès  équations  0,  que  chacun  de  ces  pro- 
duits est  égal  à  Tandis  nombres  r/ — if's,  etc.«  ou  à  la  somme 
de  plusieurs,  ou  à  leur  différence.  Si  donc  ces  derniers  nombres 
avaient  un  commun  diviseur,  les  vingt-sept  produits  en  auraient 
un.  Mais  il  est  facile  de  prouver,  à  l'aide  du  n*  4o*  par  une 
méthode  souvent  emplojde  dans  ce  qui  précède ,  que  ce  diviseur  de- 
vrait aussi  diviser  les  nombres  rm'iu'y  v'nirn",  \''inin\  et  partant  leurs 

quarrés,  qui  sont  Maif  (I)  A  est  le  plus 

grand  commun  diviseur  dies  trois  numérateurs;  donc  les  fractions 
sont  premièies  entre  elles  ^  et  n'ont  paroonséquent  pas  de  divi* 

scur  commun.      •    .        .  , 

\  J.  Tout  ce  que  nons  avons  dit  jusqu'à  présent  regarde  la 
transformation  de  ^  en        V         ^  d«  <*elie  de  la  forme  F 
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^nf/*t  et  de  ^  en  F/'.  Mais  on  trouvera  absolument  de  la  même 
manière,  par  les  (ransFormaiions  de  jF',«iJ(/'*  et  de  ^'  eii 
la  lran»fqrmafion  de  (p'  «n  //'/"' 

f^prafaf-^    j^jr'-f*  etc.      i/;=  ^««V-f-ff'jBasyH-  etc. 

.On  en  tirera,  comme  plut  haut,  vingt-Iiuit  équations  que  nous 

désignerons  par  et  neuf  que  nous  désignerons  par  Or  sans 
faire  le  calcul,  il  est  aisé  de  voir  que  les  éqi»atioi:s  ©'  auront 
les  mêmes  seconds  membres  que  les  équations  0,  et  que  éciun- 
lions  -i"'  ne  diffcretont  des  équalions  S'  que  par  l'accent  de  G  , 
//,  L,  Donc,  puisque  tous  les  nombres  rs' — r's,  etc.,  n'ont  point 
de  commun  diviseur  >  on  pourra,  par  le  lemme  du  n*  954»  trouver 
quatre  nombres  entiers  a,  ^,  y,     tels  que  l'on  ait 

^p+/Sr=r,  at'-f-/3/=/,  a/i'+/3(7'=/',  etc. 

yf:^J'(T  =  s,  -^f''j-JVz=s',  yp'-\-Sa':=s'/  etc.  et  ««T  —  ^>=i. 

VIT.  De  là,  en  substituant  les  valeurs  de  a (J,  all,  aL  tirées 
des  trois  premières  équalious  ,  et  les  valeurs  de  aG',  aH',  aU 
tirées  des  trois  premières  éqntftions  on  s*ai8are  aisément  que 
l'on  a 

d'où  il  suit,  si  Ton  n'a  pas  a  =  o,  que  la  forme  <p  se  change  en  ^' 
par  la  substitution  propre  a.,  ^,y,  ^» 

Mais  en  prenant,  au  lieu  des  trois  premières  équations  de-  * 
et  U  s  trois  suivantes  ou  les  trois  dernières >  onobaendratroi» 
équations  qui  ne  différexont  des  précédentes  que  parcequ'il  y  aura 
aô  Qtt  c  à  la  place  de  tf ,  et  comme  on  ne  peut  avoir  à  la-fois 
a,  5,  c  la  forme  ^  sç  ctangeia  nécessairement  en  ç»'  par  la 
^Institution  9-,  ^,y,^* 

a4i.  Une  forme  telle  que  ^  ou  <p',  qni  naît  de  la  composition 
avec  Une  troisième,  d'une  forme  compôsée  de  deux  autres,  sera 
dite  composée  de  ces  trois  formes,  et  par  le  n"  précédent,  on  voit 
qu'il  n'importe  pas  dans  quel  ordre  «e  lait  la  composition,  Oa 
voit  que  de  cette  manière  on  composera  une  forme  d'alHWitd-^utllBS 
formes  qu'on  voudra,  et..roo^déMonlremit  facOement  qiie  l^re 
dans  lequel  iîea^fonMS  sont  composées  est  indiffé*ent/Cest  i*dire. 
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qo»  Im  fiifnti  enmpoÊém  des  mènias  fonam  foui  lonfours  propre - 
■uni  <q«lFaleiitci.  Or  il  est  éfident  qnt  si  les  fiintws jf >/',/',  etc. 
toot  propnnAnt  équivaleatet  «ni  fiirmat  etc.,  la  fenne 

•omposëe  des  première!  eit  proprement  dqoiTaleiite  à  la  fbriM 
compotéè  det  deriai^s* 

34^,  Les  propositiolDS  précédentes  renferment  la  compodtîon  def 
ibrmes  dans  sa  plus  grande  généralité;  passons  maintenaitt  à  det 
applications  plus  particulières  ,  par  lesquelles  nous  n'avons  pas 
voulu  interrompre  l'ordre  du  sujet.  Nous  commencerons  par  re- 
preadre.le  problème  én  tk*  a56>  que  nous  limiterons  par  les  con- 
ditions laiiraiites  :  I*.  qné  les  formes  &  composer  aient  le  même 
a<t«railii4iit».  oa  qu'to  ait  d^a^jal'^  qiia  m  et  mf  îMieiit  pnmiers 
entre  eia>  5%  que  la  forme  cheroli^  sgit  composée  Hjfintniniiiii 
des  formes/,/'.  Il  suit  de  là  que  m*  et  m'*  seront  anni  pn* 
micrs  entre  euxj  donc  on  aura  D  =  d=z(i',  puisque  D  doit  être  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  dm''  et  <fw»«j  éan 
n  =  n  Comme  les  quatre  nombres  A",  K',  A\  K'  peuvent 

être  pris  a  volonté^  sopposons-les  =  —  i,o,o,  o,  ce  qui  sera 
toujours  permis,  à  moins  qu'on  n'ait  à-la-fois  a  =  a'  =  ^-f-A'=o 
cas  dont  nous  né  nous  occuperons  paiconlséqnent  pas  ici ,  mais 
qni  ne  peuf  aroir  lien  que  pofir  les-ferMss  de  déterminant  positif 
quarré.  Alors;*  sera  le  plus  grand  diviseur  commun  anz.nofnbres 
a,  a',  b-^b',  et  les  nombres  -n^,  it',  tt*  doirenf  être  pris' de  ma- 
nière qu'on  ait  T^a  -f  ^rt'a' ^^'{b-^  b')  quai*  à  -jr ,  *îl  reste 
entièrement  indéterminé.  Ou  tire  de  là,  en  substituant  povt 
^*  P't^t  etc.  leurs  râleurs , 

(*)  Sî  l'on  z^k^d^x ,  b^y,  c  =  <,  «•tw>nTet«ît>.«,. ç«oY=n 


et  I  on  satisfera  à  réqiiStioBii»  «wittioB cmpwuùit  i^sS  ■  ét«»-f  ✓qa-^ 

ce  qui  doone  ... 

f^  =  o,  p'ss^  9t  p*z=i  —  c.   ■'  ■  ■ 
«eut  al  Algèbre  d£i^,  p.  64.).  (iVb*.  A,  TVndwclwir.)  ^ 
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Ainsi  éwaà  celte  toloiion  k  rtàntt  de  ^  ne  éifpÊOi.  ptâ  êm 

nombres  -ïT,  'X' ,  tC,  qui  peuvent  être  déterminés  d'un  nomb» 
infini  de  manières;  à  l'égard  de  ^  ,  il  aura  des  valeurs  différentes 
quand  on  en  donnera  d'autres  à  ces  raêaies  nombres ^  et  il  aera 
utile  de  chercher  la  liaison  de  ces  valeurs  de  jB. 

i".  De  quelque  manière  qu'on  détermine  -tt,       t',  m*,  les  va- 
leurs de  B  qui  en  résultent  sont  congrue^  suivant  le  module  A, 
Supposons  en  efifet  qu'en  faisant  «ss^r  »  ir* ^mf^    sw%  ir' ses'»-', 
on  ait^»^,  et  qu'en  fidiant4r^4r4-<)'»  VaB<+ J%V?==ïir'-i- J  V 
4v*s4i^+^oii  ait.^sB  ^.-f- A«  ii'eaiiiulleralei  deiiX'dqQelions- 
de  condition.  .  '  •  i     .  .  r  ;  '  -  '  •  > 

anltîplittit' le 'punnier  membre  de  la  seconde  *  équàtieii  '  ]Mr' 
-^-dm' ^{h-^V^mr' ,  et  le  second  par      et  leiranchant  du 

péemier  produit  la  quantité 

qui  est  évidemment  =  o«  ^en  Tertn.  de  ia  ficemièce  équation V  on 
friMIVèl'a^  réduction  faite, 

%t  pia«ait,M^AeBtdi?idblepar0a\  ouApar^ës^^f.  . 

2».  Si  l'on  rendâ=/3  en  faisant  Ks=,<tr,  'jr'=/w',«t:#f,«*5a!'J9'', 
on  peut  troûver^ur  oesnombres  dlnitiet  valeurs  qui  rendent  A jégal. 
à  ui  nombre  qnéloonque  doiiné  congru  ^  ^,  suivant  le  module^^», 
d'ett^«dliè,  telles  quW  ait     » /9 -|- M- d'abord 
que  les  nombres  it,,  e,  d^h^V  ne  peuvent  avoir  de  diviseur 
commun,  car  s'ils  en  avalent  un,  il  diviserait  les  six  nombres- 
a,  df  b+b',  Ct  cff  h — h',  et  partant,  les  six  nombres  a,  2b,  c,  a',  2b',  c', 
et  parconséquent  m  et  m'  qui  sont  premiers  entre   eux  par 
bjpothèse.  Ainsi  on  peut  assigner  quatre  nombr<w  entiers  h,  h, 
h%  h",  tels  qu'on  ait  hf^-^-Ii'c-^-h'd-^hrXb-^tr^^s:  1  :  cela  fait,  si 

l'on  prend  AtescT,  k[h\b^iry^h'a')=/jJ',k{hXH'lO^^)==^ 
-^Hf^^d^Jfd^ss/a^i  a  est  clair  qne    r,  é\  J'  sontdes  nombres 
entiers,  et  l'on  s'aisorera  fiusil^çiept  qu'on  9, 

*  f* 


I 
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La  preniicre  équation  fait  voir  que  /Tr-f-J^,  ^'J^^^  ^"^J'^ 
it^-^J^  sont  de»  ▼aleun  de       m',  ,  et  la  seconde,  que 

ces  valenn  rendent  Bss^-^kA» 

n  sait  de  \k  que  B  peut  tonjours  être  déterminé  de  manière  à 

tomber  entre  o  et       i,û.  A9ti  positif,  ou  entre  o  et^^  \, 

si  A  est  négatif. 

a4^<  I^es  équations 
on  tire 

donc  Bsh  (moi,  ^) ,  et  ^mod.  ~y,  Tontes  les  fois  que 

^  et  ^  seront  premiers  entre  eux»  il  n*y  aura  entre  o  et  A-^t 
(ùu  entre  o  et  -^A-^i,  si  A<o)  qu'un  seul  nombre  qui  soit 
congru  k  b,  sniyant  le  module  ^ ,  et  à     sniyant  ^.  Si  on  le 

fait  =B,  et  — sssC,  la  forme  (-4,  B,  C)  sera  composée 

des  formes  (a,b,c),  (a',  i»',  Dans  ce  cas,  il  n'est  pas  né- 
cessaire, pour  la  composition,  de  considérer  les  nombres  «jr'^ 
'tt',        Par  exemple,  si  l'on  chercbe  une  forme  composée  des 

deux  formes  (lo,  5,  ii),  (15,3,7),  aya,',b-\-b'  seront  rcs- 
pectivemçut  =10,  i5,  5  et;x=5;  doncy^=G,  -ff~3(mod.2) 
et  S2  (mod.  3),  d'où  i?=5;  et  la  forme  (6,  5,  21)  sera  celle 

qu'on  chercbait.  Au  reste,  la  condition  que  -  et  -  soient  pre» 

miers  entre  eux,  revient  à  ce  qu'ils  n'aient  pas  d'autre  diviseur 
commun  que  le  plus  grand  commun  diviseur  des  trois  nombres 
ou  encore  que  le  plus  grand  diviseur  commua  des 
nombres  a,  a,  divise  b-^b\ 

■    On  doit  remarquer  particulièrement  les  cas  suivans  : 

1'.  l'"fant  proposi'es  drux  formes  {a,  b,c),  (a,  //,  c')  de  même  dé- 
temunant  D  ,  lellcs  que  Ir  plus  grand  diviseur  commun  des  nombres 
a,  aù,  c  aoii  premier  avec  celui  des  nombres  a,  2b',  c',  et  que  a 
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soit  premier  aveca';  on  trouvera  nne  forme  composée  de  cesdetix-tà 

en  faîîwint^s=a<^,  S=t  (moâ.a)  et  ^Zi^(mod.  oT), 

Ce  cas  aura  toujours  lieu  cjuand  l'une  des  formes  à  composer  est 
une  forme  priucipale,  c'c»l-à-dire  qu'on  a    =  i ,  ^  =  o,  c= — 
On  aura  alors  A^d,  B  pourra  être  pris         d*oà  l'on  tirera 
C=c^;  donc  une  forme  quelconque  est  toujours  composée  ^eUe^ 
ifUme  et  de  la  forme  principale  de  même  déterminant, 

a*.  Si  deux  formes  opposées  proprement  primitives  doivent  étie 
composées,  par  exemple,  (ti,  6,  c)  et  (a,  —6,  «),  on  aura  pssa  ; 
d*où  Ton  volt  facilement  que  la  forme  principale  (i,  —  Z>) 
est  composée  de  ces  deux  formes.  * 

3**.  Étant  données  tant  de  formes  qn'on  voudra  {a,  b,  c)i 
{il',  b',  c')  ,  ('i',  l'",  t'),elc.,  proprement  primitives  et  de  métne 
dëtermiiiaut  D ,  et  dont  les  premiers  termes  u,  a,  a',  etc.  soient 
des  nombres  premiers  entre  eux  ,  on  trouvera  une  forme  (^A,  B,  C) 
composée  de  cclles-lù,  eu  prenant  ^  égal  au  produit  des  nombres 
a,  a,  a,  etc.,  B  congru  aux  nombres  b,  b',  b',  etc.,  suivant  let 

modules  a,  a',  a',  etc.  respectivement,  et  C=   ~ ^.  En  eQet^ 

«n  voit  fiteilement  que  (aa*,  B,  ^^^)  est  composée  des  formes 

(iii  b,c),  (a',  l'y  c'),  que  (  aa'a'^B  f  -^^j-^  est  composée  de  cette 
•dernière  et  de  (a%  b',  c'),  etc. 

4'.  Réciproquement,  étant  donnée  une  forme  proprement  pri- 
mitive /,  B,  C)  de  déterminant  D,  si  l'on  décompose  le  nombre  A 
en  facteurs  premiers  entre  eux  u,  a',  a',  etc.,  et  que  l'on  prenne 
les  nombres  b ,  b',  b",  etc.  égaux  à  £,  ou  du  moins  congrus  à  Bg 

suivant  les  modules  a,  a',       etc. ,  c  sa  — ^  »  ^  = 

tf  =  etc.,  la  ferme  (A,      C)  sera  composée  des  fermes 

(a,  b,  c),  (a*,  b',  c'),  (u',b',  c'),  etc.,  ou  sera  décoraposable  ea 
ces  différentes  formes.  Ou  prouve  sans  peine  que  la  même  pro* 
position  a  lien  également  quand  même  la  ferme  (A,  B,  C)  serait 
improprement  primitive  ou  dérivée.  De  cette  hiani&re  on  pourra 
décomposer  tonte  forma  en  d'antres  de  même  déterflsinant,  dont 

les 
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les  premiers fermrs  sont  lotis  des  nombn  s  premiers  on  t^es  puiçsmces 
(Îp  nombres  premiers.  CÀ'Ke  rcsolulioa  est  4ou.?eut  comuode  poui 
composer  plusieurs  for:nes  en  uue. 

Soient,  par  exemple,  à  composer  les  frois  formes  (5,  i, 
(lo,  3,  40>  (^^*  ^>  27);  on  liée  o  m  posera  la  seconde  en  les  deux 
("3,  I,  201),  (5,  — 81);  la  froisi^  Mîe  en  (5,  — i,  iB/j),  (5,  2,  81); 
et  il  est  clair  <|uc  la  linnie  coniposcc  des  cinq  formes  (3,  i,  i5/j)j 
(a,  I,  301),  (5, — a,  81),  (3, — i,  i34),  (5,  a,  81),  en  queUjiio 
ordre  que  ce  MÀt,  sera  compotée  des  trois  fermes  données,  fiait 
la  composition  de  la  première  et  de  la  quatrième  donne  (t*.)  la 
forme  principale;  la  composition  de  la  première  et  de  la  cin(]uièrae 
la  donne  aussi;  donc  (a'.}  la  forme  composée  défioiti?e  est 
(a,  1,  aoi). 

5*.  Il  nous  semble  qu'attendu  l'utilitd  que  présente  ce  procédé» 
il  n*est  pas  inutile  de  lui  donner  ici  plus  de  développement.  L'ob* 
serval  ion  précède  11  le  prouve  que  pour  composer  tant  de  formes 
proprement  priniilivcs  qu'on  voudra  ,  on  peut  réduire  la  diniculté  à 
n'avoir  à  composer  que  des  formes  dont  les  premiers  Icrraes  soient 
f  des  puissances  de  nombres  premiers,  ilcouvient  de  considérer  sur- 
fout le  cas  o&  l'on  doit  composer  deni  formes  proprement  primiliFOt 
(a,  b,  c),  (df,  It,  tf),  dsns  lesquelles  atiaf  sont  des  puissances 

d'un  même  nombre  premier.  Soit  donc  a=:>li  ,  h  étant 

un  nombre  premier,,  et  soit  a>=a',  h    sera  le  plus  grand  di- 
riseur  commun  des  nombres  a,  a',  et  s'il  divise  b-\-b',  on  ren- 
trera dans  le  cas  considéré  au  commencement  de  ce  numéro,  et 
,  B ,  C)  sera  composée  des  formes  proposées ,  pourvu  que  rou 

;  prenne  A^li'~~^ ,  D^b  (mod.  A*""*),  et=^^'  (mod.  1),  condi- 

tion  qm  peut  évidemment  s'omettre;  enfin<Cs — ^j-r^MaisslA 

ne  divise  pas  b^l^,  le  plus  grand  diviseur  commun  des  trois 

nombres  a,  a',  b-^V  divisera  1^ ,  et  sera  une  puissance  de 

Ji<h  j  supposons-le  il  faudra  déterminer  les  nombres ir'» 

V.  Vde  manière  qu'on  ait 

Ll 
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i(  élanf  pris  à  volonté-,  et  la  forme  {A,  B,  C)  fera-eoiiiposée 

des  formes  doDoévi,  si  l'on  prend 

lllais  on  voit  focilement  que  dans  ce  cas     peut  être  pris  aniti  â 

Toloaté}  donc  en  faisant 'irssVrasOj  on  a  jffssi— ^'c^*  \  ou 

plus  g^éralement  Z?=A^+i— Vt?7i*~*^  (u*  précédent).  Celte 
fiMmule  tr&s-simple  ne  renferme  que  'x',  qtd  est  la  videor  de 

Soit>  par  exemple  «  à  trouver  une  forme  composée  des  deux 
fermes  (16,3^19)  et  (8,1,37),  ^'^  *  «=4*  a*sss$, 

As=a*  Donc  ^s;8,  ic^estla  valeur  de  Tespcession  |  (mod.  8) , 
qui  est  i,  d'où  7?=8A — Zj ,  ou  en  faisant  A=g,  et 
37;  donc  (8,  ««-ij  37)  est  la  forme  cherchée. 

Étant  donc  proposées  tant  de  fermes  qu'on  voudra  »  dont  leii 
inremiers  termes  sont  des  puissances  de  nombres  premiers,  il  faut 
.eiaminer  si  quelques-nns  d'entre  eux  sont  des  puissances  de  mêmes 
.nombres  premiers,  et  comparer  entre  elles,  par  la  r(*g1e  qtte  nous 
venons  de  donner,  les  formes  auxquelles  ils  appartiennent.  De 
cette  manière  ou  oblicndra  des  formes  dont  les  premiers  termes 
seront  encore  des  puissances  de  nombres  premiers ^  mais  de  nombres 
premiers  différons  ;  ainsi  par  l'observation  (3)  on  posera  tronver 
•TOie  fpnae  composée  de  ces  dernières. 

•    Parièïemple,  étant  proposées  les  formes 

•(5,  I,  4^),  (4,  o,  35),  (5,  o,  28),  (16,  2,  9),  (9,  7,  ai),  (16,  6,  ii)j 

de  la  première  et  de  la  cinquième  ôn  lire  la  forme  (37,  7,  7)  j 
de  la  seconde  et  de  la  quatrième,  la  forme  (16, — G,  n);  de 
cette  dernière  et  de  la  sixième,  la  forme  (i,  o,  140)»  qui  peut 
être  négligée.  Il  reste  les  deux  formes  (5,  o,  a8)  et  (27,  7,  7)  , 
,qui  ptoduisent  la  fbirme  (i55,,/rfW/  4)*  .pour  laquelle  on  peut 
prendre  (4,  o,  35),  qui  lui  est  propreoMn^  .^équiv^en^e*  Ainsi 
(4,  o,  35)  est  la  résultante  de  la  composition  des  six  fermes  pro- 
posées. 
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■  Aa  BBste  ,  on  peut  tirer  de  là  plusieurs  artiiiçef  .utile»  dans  la 

Î trafique;  mais  nous  80jDMi)ies  foioës  de  ne  pay  nous  arrèler  plut 
oog-tempt  «iir  ce  sojeti  pour  passer  à<ies  choses  plus  difficiles. . 

a44'  Si  un  nombre  a  peut  être  représenté  par  une  certaine 
ibrine^  et  un  nombre  a'  parla  âk^ae <iue  d'ailleurs  la  forme  F 
MoH  transfbrmattle  w.ff\  çn  voit  sanè  peine  <}ue  le  ppduit  ad 
peut  être  représenté  par  la  forme  F<  Il  soit  àe  là  que  lorst|tiè 
les  déterminans  de  ces  formes  sont  négatifs ,  Ia'fbiiilie<  ^'sera  pà^ 
siiive,  si  /et  /'  sont  ou  toutes  deux  positives,  ou  foutes  deux 
négatives,  et  néj^ative,  si  l'une  est  positive  et  l'autre  négative» 
y\iiêtons-nou8  particulièrement  sur  le  ca«  qne  nous  avons  consi- 
déré au  u"  précédent,  où  F  est  composée  de  F,f\  et  où  F, 
ftj'  ont  le  même  déterminant  Z>  j  supposons  encore  qne  les  re- 
présentations des  nombres  a,  «i^  par  tes  ttttmcsf,/'  se  fassent 
par  des  valeurs  premières  entre  elles  des  indéterminées,  qne  la  piv- 
uière  appartienne  à  la  valeur  b  de  l'expression  (mod.  a),  et 
la  seconde  à  la  valeur  1/  de  l'expression        (moâ*af),  et  qué 

y 6a  prenne  c  SB  alors  (n*  168),  les  formes 

(a,  b,  c),  (a\  l/,  c')  seront  proprement  équivalentes  aux  formes 
ff  f*  donc  F  sera  composée  de  ces  deux  formes  j  mais  la  Ibrme 
{A,      C)  sera  composée  des  deux  mftmes  formes  si,  1»,  étant  le 
plus  grand  commun  diVisegr  des  nombrés  a«  d^  h-^V,  01^  fait 

^c=^,  ils*  (mod.  5),  a5y(mod.|)  et  do«c 

cette  forme  sera  proprement  équivalente  à  la  forme  F.  Or  le 
sombre  ad  se  représente  par  la  forme  Aa^-^-xbxy -^-Cy*,  en  fai- 

.Mnt  jrs=o,  dont  le  plus  grand  diviseur  commun  est 

donc  ad  pourra  être  représenté  par  la  forme  jP,  de  manière  que 
les  valeurs  des  indéterminées  aient  un  diviseur  commun  f*.  (n* 
Donc  toutes  les  fois  que  ft=i,  ad  pourra  être  représenté  par  F, 
au  mojen  de  valeurs  premières  entre  elles  des  iiulélcraiinées,  et 
cette  représentation  appartiendra  à  la  valeur  B  de  rcvprcssioti 
V^(S^»ad)^  qui  est  congrue  à  by  b' y  suivant  les  modules  a,  d, 
La  condition  /» 581  a  lieu  quand  a  est  premier  avec  u',  ou  plus 
généralement,  quand  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a.  a' est 

jNremier  «Fec  ^^.i^. 
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a'45.  TiiiionÈiME.  ^7  la  forme  {est  comprise  dans  Je  même 
ordre  que  g ,  que  f  '  soil  comprise  dans  le  même  ordre  que  j^'  • 
la  forme  F  cçmposée  de  f  ,  f  aura  le  même  déterminant ,  et 
sent  comprise  dans  le  même  ordre  que  G  composée  de  g,  g'. 

Soient  f^{a,b,c),f=zz{a(,b',c'),  F=.{A,B,  C)  ,  et 
lef  détermioans  d,  d,  D\  soit  m  le  plus  grand  divûeur  commua 
des  nombres  a,  ^b,  c,  in,  le  plus, grand  diviseur  commun  des 
nombres  a,b,  o\  et  que  ni,>,  m\ ,  M,  M,  aient  les  mêmes  signi- 
fications par  rapport  aux  f  et  F  respectiFemeot.  L'ordre  de  la 
forme  /  sera  délenniné  par  les  nombres  d,  m,  m,  ,  d'où  il  suit 
que  les  inéiucs  liombies  auroiil  lieu  pour  la  forme  j*,';  par  l;i  mêiite 
raison  ,  les  nombres  ///,  m',  ,  seront  pour  la  forme  g'  eu  qu'ils 
jSont  pour  la  forme  J  '.  Or  (n"  aSj)  les  nombres  £) ,  AJ ,  M,  sont 
déterminés  par  les  nombres  d,  /«,  /«,  -,  d',  m\  m\  -,  savoir,  D  est 
le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  dm**^  et  dm*,  M=tmnit 
et  =s  mMx  («i  l'on  a  en  même  temps  m  =  m, ,  ii/  =s  m',  ) ,  oa 
.p^am^ni',  (si  rn  —  am,,  ott  m' as  ans', ).  Comme  ces  propriétés 
dé  X),  M,  Al\t  suivent  de  ce  que  F  est  composé  de /,/',  on  voit 
sans  peine  que  D  ^  71/,  seront  pour  (r  ce  <|n'irs  sont  pour 
et  que  parconséquent  F  et  G  sont  do  môme  ordre. 

Nous  appellerons  rn  consé<pienre  l'ordre  (|uî  renferme  la  forme i^, 
ordre  composé  de  ceux  iitii  reiifennen»  /  et  /'.  Ainsi ,  pnr  exemple  , 
l'ortlrc  composé  de  deux  ordres  proprement  primitifs  est  aussi  ua 
ordre  proprement  priujilif,  ef  l'ordre  composé  d'uu  ordre  proprement 
.primitif  et  d*un ordre  improprement  primitif^  est  un  ojrdfe  imprppre- 
.ment  primitif,  . 

C'est  dans  le  même  sens  que  nous  pourrons  ^ire  qu'on  eerta&i 
••ordre  est  c^mfio^d  de  plusieurs  autres,     .  '  '. 

'  '  a46/PiiOBLBVÉ.  Étant  proposées  deux  formes  prinutives  giieU 
conques ,  f,  f,  de  la  contposifion  desquelles  naU  la  firme' 'F; 
•  du  genre  auquel  appartiennent  f  et  f;,  déterminer-  le  géire 

auquel  appartient  F.  •  '  ' 

1.  Considérons  d'abord  le  cas  cA  une  des  deux  forme$  au  mbin^^ 

la  première  fp'ir  ryemple  ,  esf  proprenicnf  priniilive,  ef  désistions 
par  ,  d' ,  n,  les  dé'erniinans  des  Furnios /',  /',  /•"  ■  a'ors  D  sera 
le  plusgruud  commuu  diviseur  des  nombres  dnt*fdff  iifùuni=.  i. 


/ 
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on  S:  a  ,  3uivaDl  que  f  est  proprement  ou  improprement  primi- 
tive :  dans  le  premier  cas ,  F  appartiendrait  à*  «i^ordre  propre- 
ment primitif;  dans  le  second,  à  un  ordre  improprement  primitif. 
Mmntenant  le  genre  de  la  forme  !F  se  déterminera  par  ses  carac* 
lèies  p.iri  iculiers,  tant  à  l'égard  des  différens  diviseurs  premiers 
impairs  de  D,  que,  dans  quelques  cas,  à  l'égard  des  nombres  4 
OU  â.  11  faudra  donc  déierminer  chacun  d'eux. 

.  i*.  Si  p  est  un  diviseur  premier  quelconque  de  Z),  il  divisera 
nécessairement  d  d\  ainsi  la  relation  de  la  forme  Fav'bc  p,  se 
trouveront  parmi  les  carac  tères  des  formes  f,J'.  Or,  si  le  nombre  a 
peut  cM  e  représenté  par  la  forme  /  ,  et  le  nombre  </  par  f ,  ûa' 
pourra  l'être  par  F.  Si  donc  des  résidus  quadralicpu  s  de  p  ,  non 
divisibles  par  p,  peuvent  être  représentés,  tant  par  /  que  par  f,  il 
pourra  y  en  avoir  de  représentés  par  la  forme  F  \  c'est-à-dire ,  que 
si  l'une  et  l'autre  de  ces  deux  formes  a  le  caractère  Bp,  la  forme 
aura  le  même  caractère.  Par  m)e  raison  semblable,  la  forme  F 
aura  le  caractère  R.p,  8i  les  deux  formes  f,  f  ont  le  caractère 
A''./?;  au  contraire  F  aina  le  caractère  N  .p ,  si  l'une  des  foRHet 
f^^J'  a  le  caractère  J^-p»  et  l'autre  le  caractère  N,p, 

a*.  Si  dans  le  caractère  complet  de  la  forme  F,  il  entre  une 

relation  à  l'égard  du  nombre  4*  cette  relation  doit  entrer  aussi 
da  IIS  Ii's  caractères  des  formes  f,f-  eO'et,  cela  ne  peut  arriver 
que  lorsque  DdF  o  (mod.  4)  ou  —  5  Tnjod.  4);  cpiand  J)  e>l  divi- 
sible par  4,  (/m'^  et  le  seront  aussi;  doue  y  ne  peut  pas  être 
improprement  primitive  (n*  226),  et  partant  on  a  w/=  i  j  donc 
d  e%  ti  sont  'divinibles  par  4*  ^t  le  caractère  de  chacune  d'elles 
renfermera  la  relation  k  l'égard  de4.  Quand  D=3  (mod.  4),  D  divi- 
serai/ eXd't  les quotiens seront <Ies nombres  quarrés,  et  parconsi'(pient 
«/,et  d  seront  ou  50,  ou  ~  5  (mod.  4)»  la  relation  à  l'égard 
du  nombre  4  Sfra  compri-îe  dans  les  caractères  des  Ibrmes  /", 
D'uic  il  suit  delà,  c«iriuu.- dnns  i^-.qne  le  caraclèie  de  la  fornir  jh" 
sera  1,4,  si  les  (!eu\  fiuines  /,  /  '  ont  le  caractère  1,4  «»u  le  ca- 
ractère 3,4,  et  (|4i'au  contraire  le  caractère  de  la  forme  /'"sera 
.S«4»  .^1  )'u,ue.des  larmes  J\  J  '  a  le  caractère  1^4  l'autre  leca- 
jaçtère  3,4- 

3%  Quaxid  D  est  divisible  par  8,  <^  l'est  aussi  ^  donc  J  '  estpro- 
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piemenf;  primitiirey  m'ssi,  et  d  divitible  par  8;  ainsi  ua  denca* 
raetèret  i,S\  S,8}  S  fi',  7.8  peut  se  trouyer  parmi  les  caractères 
de  F,  s'il  a  Jien  taot  pour  Ja  ferme  /  que  pour  la  formé  /'.  On 
•'assare  facilement,  comme  ci-dessus,  que  le  caracièrc  de  la 
forme  F  est  1,8,  »i  /*,  /'  ont  le  même  caractère-,  (|n  il  sera  5,8, 
si  l'une  des  formes  y  a  le  carncfère  1,8  et  l'autre  le  raractèro 
5,8,  on  si  1  une  a  le  caractère  5,8  et  l'autre  le  car.u  lère  7  8-,  (ju'il 
sera  5,8  si  /",  /'  otif  pour  caractères  l'une  1,8,  l'aulie  5,8  ou  5,8 
et  7,8-,  et  enfin  (ju  il  sera  7,8,  sijfj'  oui  pour  caractères  x,8 
et  7,8,  ou  5,8  et  5,8. 

4*.  Quand  D=2  (mod.  8)  ,  d'  sera  =0,  ou  =a  (mod.  8)-,  par- 
tant ///:=: I .  et  </=o  ou  =:2  (mod.  8)j  mais  comme  D  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  d  etd',  ces  deux  nombres  ne  peuvent 
pat  être  tous  deux  divisibles  par  8.  Donc  dans  ce  cas  le  caractère 

de  la  forme  F  ne  pourra  èire  que  i  et  7,8  ou  5  et  5,S,  soit  que 
les  deux  formes f  aient  Tun  de  ces  deux  caractères ,  soit  que 
l'une  d'elles  en  ayant  un,  l'autre  ait  un  des  caractères  :  j,8; 
3,8-,  5  8;  7,8;  d'où  Ion  voit  facilement  que  le  caractère  de  la 
forme  F  se  tiélermine  par  la  table  suivante  : 


Caractères  de  l'une  des  formes  /,  y  '. 

X  et  7,8 

3  et  5,8 

ou  1,8 

ou  3,8 

ou  7,8 

ou  3,8 

Caractère!  de  l'autre  forme. 

Caractères  rc^ultana  pour  F. 

1  et  7,8 

3  et  5,8 

S  et  5,8 

8  et  5,8 

1  et  7,8 

5*.  On  prouve  de  la  même  manière,  pour  />s6  (mod.  8),  qu'on 
ne  peut  donner  à  la  forme  IP  l*un  ou  Tautre  des  caractères 
1  et  5,8i  5  et  7,8,  à  moins  que  quelcpi'un  de  ces  caractères  n'ap- 
partienne à  l'une  des  formes  y,  J',  et  que  l'autre  n'ait  l'un  de 
ces  mêmes  caractères  nu  l'un  des  suivans  :  1,8;  5,8;  5,8;  7,85 
desorte  qu'on  dûlermiuera  le  caractère  de  la  forme  F  par  Ja 
table  suivante  : 
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■   ■   ■  1 

€aractéf«s  de  I'qm  des  fermes  /,  /'. 

1  et  3,8 
oa  1,8 
ou  3,8 

5  et  7,8 
ou  5,8 
oa  7,8 

Canctères  de  l'autre  forme. 

Cvactires  de  la  forme  F. 

1  et  3,8 

1  et  3,8 

5  et  7,8 

5  «t  7,8 

5  et  7,8 

1  «t  3,8 

II.  Si  chacune  des formea/j/'  est  improprement  primitive^ 
D  sera  le  plus  grand  commun  divisent  des  nombres  4(i  et 

ou  |I>  celni  âo  deltt*,  il  suit  de  là  que  d,  d  tt^  sont  ~  t 

(mod.  4),  puisque  (n*  aa6)  d  ti  d  \t  sont.  Mais  en  posant 
F^{A,  B,  C),  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres 
Ji,  B,  C  sera     et  celui  des  nombres  A,  2B,  C  sera  4$  donc  F 

est  une  forme  dcrivce  de  la  forme  improprement  primitive 
{{Ay\B,  ir),  dont  \D  est  le  déterminant,  et  dont  le  gpnro 
déterminera  celui  de  F.  Comme  cette  forme  est  improprement 
primitive,  son  caractère  ne  renfermera  point  de  relations  arec 
4  et  8  ,  mais  seulement  avec  les  différens  diviseurs  premiers  im- 
pairs dé  Or  ces  diviseurs  doivent  nécessairement  l'être  de  d 
et  «f.  Si  les  denx  facteurs  d'un  produit  sont  représentables  l'un 
par /et  l'autre  par /'«.la  moidé  de  ce  produit  le  sera  nécessai- 
rement par  la  forme  i\A,  \B ,  \C)',  on  voit  facilement  «  d'après 
cela,  que  le  caractère  de  cette  forme  «  i  l'égard  du  nombre  pre- 
mier p  diviseur  de  \  D ,  sera  R.p\  d'abord,  iitxR.pei  que  les 
formes/,/'  aient  un  même  caractère  à  l'égard  de  pr,  ensuite 
•si  l'on  a  2^7^  et  que  les  caractères  des  formes /,/'  soient  op- 
•  potée  à  l'égard  àc  p.  Au  contraire,  le  caractère  de  celte  forme 
sera  A'.;?,  si/,  /'  ont  le  môme  caractère  et  qu'on  ait  2N.p  g 
on  s'ils  en  ont  undifTérent,  et  qu'on  ait  sR.p. 

^  347*  ï*^"^  la  solution  du  problème  précédent,  il  est  évident  que 
.SI  1^  est  (me  'forme  primitive  du  même  ordre  et  du  même  genre 
^*e/,  que  ^  .soil^we forme  primitive  du  même  ordre  et  du  même 
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geurc  que  f,  U  fonne  composée  è»  g,  g'  appartient  au  même 
genre  que  la  forme  composée  à9f,f\  On  Toit  par  là  ce  que 
signifie  un  genre  composé  de  deux  ou  de  plusieurs  autres  genres» 

Or  on  voit  encore  que  si  /",  /'  ont  le  niênic  déferminant,  que  /" 
soit  une  forme  d'un  genre  principal  ,  et  que  F  soit  composée  de 
f,f',  F  sera  du  même  genre  cjue  et  (ju'ainsi  le  genre  prin- 
cipal peut  toujours  être  omis  daus  la  composition  avec  les  autres 
genres  de  même  déterminant.  Si,  tontes  choses  d'ailleurs  égales, 
f  n'est  pas  du  genre  principal  «  et  que  f*  soit  une  forme  primi- 
tire,  F  swa  certainement  d'un  autre  genre  que/'.  Enfin  si/*,/*. 
S(mt'dcs  formes  proprement  primitives  de  même  genre,  sera  du 
genre  principal  (n"  (3"  )  et  n"  35o ,  à  la  fin).  Si  donc  nne 
forme  proprement  primiii  \  e  (|nelconque  est  composée  avec  elle- 
même,  la  forme  qui  résulte  de  la  composition,  et  qui  sera  pro- 
prement primitive  et  de  même  déterminant,  sera  du  genre  principal; 
mais  si  y*  et  y  sont  toutes  deux  proprement  primitives,  de  même 
déterminant  et  de  genre  diffiSrent,  Fv»  pourra  pas  appartenir  aa 
genre  principal. 

pROBLiMi.  Étant  proposiee  deux  formes  quelconques 
f,  V  dont  F  est  composée}  déterminor  le  genre  de  F  t^après 
ceux  de  f, 

Soit  /=  (a,  b,  c),  i^.  d)p       i^»  B,  C),    le  plue 

grand  commun  diviseur  des  nombres a,i,c,  pl  celui  des  nombres 
i£,  Vf  tf»  de  manière  que  /  et  /'  soient  dérivées  des  formes  pri* 

mitires  (-,  -  ,  -V  que  nous  désignerons  par  ^, 

ç>'j  cela  posé,  s'il  j  a  au  moins  une  des  formes  ^,  qui  soit 
proprement  primitive  >  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nmi^res 
AfB,C  sera  pkp.*,  et  F  sera  dérivée  de  la  forme  primitive 

jp,  ~^=z<b,  et  le  genre  de  ii*  dépendra  de  celui  de 

mais  on  voit  facilement  que  <I>  se  change  en  <p<p'  par  la  même 
substitution  qui  change  F  en  fj',  et  que  parconséquent  •  est 
composée  de  <p ,  <p'\  donc  on  pourra  détenniner  ton  genre  par  lo 
problème*  du  n»  a4G. 

Mais  Si  /  et/'  sont  improprement  primitives  ,  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  nombres  A,      C  sera  ^jipf,  et  forme 

qui 
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4tti  Mt  eneere  loi  composée  de^>  (p',  est  évidemment  déi^vée 

de  la  fonne  propremenl  primidvo  (5^,         ^,).  Le  gcnrê 

de  .cette  ferme  penrra'  être  d^nniné  par  le  n*  adfi-,.  et  comm^ 
F  est  dérivée  de  Jji  mêiqe  forme ,  son  ssaie  epf§:,ç9iMiu  .par  IJf 
même*,  '  -i 

n  est  évident  par  cette  ÏMïlatioti,  qat  le  Ifaéacime  doniid  an 
n*  précédent  ponr  les  formes  primitives,  a  lieu  poor  dee  fermes 
quelconques  y  savoir,  si  f  et  g'  sont  des  mêmes  genres  qne  f 
et  g  respectivement,  la  forme  composée  àt.f.,f,\  est  dn  si6oijS 
genre  que  la  forme  composée  âe  g,  ^,  . 

;  349.  Théorème.  Si  les  formes  î  ^  f  sont  des  mêmes  ordres , 
genres  et  classes  que  g,  g  respectii^ement ,  /a  forme  composée 
de  £  et  de  f  '  est  de  la  même  classe  que  la  forme  composée  de  g,  gf. 

Ce  théorème  n'est  qu'une  conséquence  immédiate  du  n"  aSg. 
Ou  voit  par  là  ce  qu'on  doit  entendre  par  uns  clastp  composés 

de  deux  ou  de  plusieurs  classes. 

Si  l'on  compose  une  classe  quelconque  K  arec  la  classe  prin- 
cipale^ la  classe  composée  sera  K  elle-mêaae  j  ainsi  dans  la  compo- 
sition des  dasset  é»  même  déterminaot,  on  peut  négliger  Ift 
dasse  principale.  Or-  (nr  a^S)  il  .nait  toujours  nnè^  classe  priaei-^ 
pale  de  la  composition  de  deux  clanss  opposées'  firoprement  prl^  v  'î: 
mitives}  donc  tbnie  classe  ambiguë  étant' sa  propre  opposée,  en- 
composant  avec  elle>même  une  classe  ambiguë  proprement  pri<t 
mitive ,  la  résultante  est  la  classe  priticipale  de  même  déterminant* 

La  réciproque  de  la  dernièce  proposition  est  également  vraie r 
Si  la  résultante  II  de  la  composition  d'une  classe  proprement 
primitit^e  K  ai^ec  elle-même ,  est  la  classe  principale  de  même, 
déterminant,  K  sera  nécessairement  une  classe  ambiguë.  En  effets 
si  K'  est  une  classe  opposce  à  K,  la  résultante  des  trois  classes^ 
K,  K,  K'  sera  la  même  que  celle  de  H  et  fC',  c'est-à-dire 
tel  éfS^  à  K'  i  mais  la  tésultante  de  K  et  est  ff,  et  la  ré-, 
•nltanta  de  H  et  JC.est  A;  dpnc  K  coïncide  aveq  A>.«t  est  par* 
oons^qoent  uneclmte  amb^uS. 

ÔP  oa  remarquera  fat  pmposition  suivante  :  Siifàiasses  K,  1, 
êotU'igppos^gs  aux  Bùiuiâ  K',  U  rtapÊCtivcmnt ,  la  clatêû 

Mm 
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composée  K,  L  seru  opposée  à  la  ciasse  composée  de  K',  L'. 
Soienl  Jes  formes /,  g,  f%  g  des  classes  K,  L,  K',  IJ  respec- 
tivement, F  la  forme  composée  de  f,  g,  F'  la  composée  de  f\g'\ 
tmnine/'  eil  impropreiBeiit  équivalente  àjTet  ^'  à  et  que  F 
èst  cbmpoiérdirécleneiit  Atf^g^  F  sem  bosiI  conposée^ ^, 
mais  indirectement  de  chacune  d*ellei«  Donc  toute  forme  qui  éisp^ 
vaut  impfepopvement  à  F>  «ara  .eompûsée  directement  des  Scam» 
'"/'y^''  '  /',  gf,  et  partant  sera^ïropretofent équivalente  à  F'  (n«  a36,  aSg)^ 
donc  F  et  G  seront  proprement  équivalentes,  et  les  dasses  aux* 
quelles  elles  appartiennent  sercudt  opposées. 

Il  suit  de  là  que  la  résultante  d'une  clane  ambiguë  K  avec 

une  autre  classe  ambiguë  L  est  elle-môme  une  classé  ambiguë  j 
car  elle  est  opposée  à  la  résultante  des  classes  opposées  k  K  et  L, 
et  partant  à  elle-même,  puisque  ces  classes  sont  elles-mêmes  leurs 

opposées. 

Observons  enfin  qii'éfant  proposées  deux  classes  qwlconqiies 
K,  L  de  même  déterminant,  dont  la  première  soit  proprement 
primitive,  on  petit  toujours  trouver  une  cletsse  M  de  même  déler- 
minant,  telle  que  L  soit  composée  de  et  de  J/.  En  effet,  on 
y  parviendra  eu  picaapt  pour  M  la  daika  composée  de  £  et  da 
ht  "dasse  eppméeà  JT.  Chi  *foit  .«nili  fri^-fteîlaiinnt  que  eetto 
eifltté  eit  l^  eenb.  qui.  jouisse  de- cette  propriM»  ou  que  des 
classes  di^tentcis  de  mêaia  déis^oant,  composées  aveo  la  même 
elatfse  propieiiM(ni'pKittiilif«9  Cannant  des  dasses  différentes.  • 

La  composition  des  clasiet  peut  se  désigner  commodément  par 
le  signe  de  multiplication  4e  même  que  l'identité  des  claies 
par  îe  signe  d'égalité.  Au  moyen  de  ces  signes^  la  proposiiioa 
que  nous  venons  d'etposer  peut  être  présentée  de  la  manière  sui- 
vante :  Si  la  classe  A"  est  opposée  à  A",  K^K'  sera  la  clause 
pincipak  de  même  déterminant;  donc  Axl^'x'^^)^;  on  prenant 
àdociiààtK'y<.Lt  on  aura  K^Mssl,,  comme  eu  la  desirait.  Mais 
s'il/ea'avaittAiù  ttùIre  Jlf'  qui  |oaftde  la  aaême  propriété^  «A 
qu'on  eàt  KXM*sssL,  ott^aurait  Ky^K'xMsBtK'X  tx±M*,  ddno 
ii'z=M.  Si  Ton  compose  ensemble  pIsislMil»  olasSM  -ideatiques, 
oà  peut  erprireer  la  résuitaote  en'm^aDt  m  exposant. ie  nombre 
dBt«is*cla(S9es.  Ainsi  iSC*  dési|;aexalt  k  jadoM  iabose  que  AxJ^. 

•  •  •  • 
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K*,  que  KxKxK,  On  pourrait  employer  la  même  notation!' 
pour  les  formes,  mais  nous  nous  en  abstiendrons  pour  éviter  l'ara- 
biguitë,  ayant  dcjà  donné  une  signiûcatioa  particniiere  à' l'ex- 
pretrion  y/MÇa,  b,  c).  Nous  dinms  que  ]*  clsiw  K*  provient 
de  la  duplication  de  la  classe  JC,  JC*  de  la  tripiiention ,  ete. 

a5o.  Si  D  est  divisible  par  m*  (en  supposant  m  positif),  il  y 
aura  iin.'ordre  dé  formes  de  détermioahl      dérivé  de  l'ordre  pro- 

premieot,  primitif  de  déterminant  ^  (ou  dçux.q^u^d  V  est  négar^ 

tif^  UD  positif  efc  l'autre  négatif).  La  forme  ^i»^  o,  — ^)appar* 

tiendra  évidemment  à  cet  ordre  (àr^ordie  positif),  et  pourta  aveo 
raison  Itre  eonsidéiée  comme  la  fibrme  la  plus'  lâmple  de'  cet:  ordre 

^eomme  la  ferme  j^-^,  **'^')       l'ordre  aégatif  quand  D  est  né- 

gatif^Sienootieu^si  (mod.4),  ilj  aura  «issi  un  ordre  de  formes 
de  déterminant  D  dérivé  d*mi  ordre  in^roprement  primitif  de  dé*' 
teiminant  —i ,   auquel .  apparfiMdra  évidemment   la  forme. 

^ara,  m,  -^^—^9  qui  sera  la  plus  simple.  Quand  i)  est  négatif^ 

llyauradeuxordresi et dansle négatif  lafbrme^^am,  —m, 

sera  la  plus  simple.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  veut  appliquer 
cela  au  cas  où  /«  =  i,  dans  les  quatre  ordres  de  formes  de 
détermlDilnl 45^, les sbirantlft seront  Itfsiplmaimples :  (1,0,  —45;, 
(a,  î>-<ia),  (5/0,  -i.i5),  (B,  5,  i^).    '''  ■  "  • 

Cette  observation  donne  naissance  au  problème  suivant  r 

Problème.  Etant  proposée  une  forme  ^éU&nque  F  de  Pordre 
O,  trouver  une  forme  primitive  {positive  y  s'il  y  a  lieu  à  distine- 
t^y^,  composée  awec  la  forme  lor  plus  simple  de  Tordre  O . 
àU  ^our  réituHa^<¥^  :,  *     .         ;>  • 

Soit  F=z{ma,  mb,  me)  dérivée  de  la  forme  proprement  nri* 
toi^ve/=:(a,  3,  c)  de  déterminant  ^.  ' 

1*.  Si/ est  proprement  priroitiv«>  nous  ébÎMmrâBS  d'aho/d 
que  quand  «  ne  serait  pas  pmmies  avec         ài|  |ioflfm:toafoiil» 
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troavcr  des  formes  équivalentes  à  f,  et  dont  les  premiers  fermet 
jouissent  de  cette  propriété.  Car  (n'  226)  on  peut  trouver  des 
nombres  preiaittsî  aihn,  et fépréteatàbles  p«r  cette  former  or 
toU.  tf'  un  tel  nombre,  on  aura  a^ssiia*4-a^«>-4-e>%  ah  Ton 
peut  nippotar  que  a,  y  soient  premiers  entre  eux  -,  partant ,  on 
pourra  déterminer  ém  nombres  tels  qu'on  ait  cuT  — ^y=t,  et 
la-forme  /  se  changera,  par  la  substitution  a,  /3,  y,  cT,  en  une 
forme  (a',  h' ,  c')  qui  lui  sera  proprement  équivalente  et  jouira 
delà  propriété  précitée.  Maintenant,  comme  F  et  {à  m,  b'm,  c'm} 
sont  équivalentes,  on  voit  qu'il  sufRt  de  considérer  le  cas  où  a 
est  premier  avec  2(im,  Alors  (a ,  l/m,  àm*)  sera  nne  forme  pro- 
prement primitive^-  «ar  ai  tf ,  aÀns  ttcm^  àvaiêiit  on  diViienr  com- 
inon«  il  diviserait  nécessaiîeiiient  aîARna(*m--  2acmy  eUe  tera 
de  ij^ênie  déterminant  que  i^,  et  Ton  s'assurera  facilemeçt.que  F 
se  change  par  la  substitution  i,  o,  — B,  — cm ,  o,  m,  a,  hm, 
en  le  produit  de  la  forme  (a,  bm^cm*),   par  (///,  o,  — dm)  , 
qui  sera  la  plus  simple  de  l'ordre  O,  à  moins  que  la  forme  F 
HQ  soit  négative.  Il  suit  de  là,  par  la  quatrième  conclusion  du 
n*  255  ,  que  F  est  composée  de  (m ,  o,  — dm)  et  (a,  bm,  cm'); 
mais  quand  F  est  négative,  eUe  se, changera,  par  la  substitu* 
tSon  1,  0  ',  h,  —Cl»;  o,  — ï»,  — hm,  en  lé  prddnit 
de  la  forme  (— nij  o,  dm)  i  qui  est  la  pins  fimple  de  cet  ordre, 
parla  ferme  positive  (—a,  hm,  — c;?i»),.ct  paceonséquent elle 
fera  composée  de  ces  déni  fermes.'  ,  '       *  /  ,. 

a».  Si./ /Bit  une  ferme  improprement  primitive,  on  peut  sup- 
poser que  |fl  soit  premier  avec  adm,  car  si  cette  propriété  n'a 
pas  lieu  pour  la  forme  /,  on  trouvera  toujours  une  forme  qui  en 
jouissé  et  qui  soit  proprement  équivalente  à  /.  Il  suit  de  là  que 
la  forme  (^a,  bm,  acm*)  çii  une  formepropremeutprimitifc.de 
même  déterminant  que  /'';  on  S'assurera  aussi  fefûleewnt  .que  9 
se^ci»ange,  par  la  »MbfJ*ta*lpn.ï>     4(i;qf5^),  -r«»»  o;.^^, 
*    ,  (fcti)/«,  en  le  produit  desJbnnes  (dfc;»^sfcw*  s*fii(«»-^)>» 
^ja,  hm,  zhacm*),  et  que  parconséquent  elle  est  composée  de 
cet  deoi  formes,  dont  la  première  est  la  plus  simple  de  l'ordre  O, 
et  la  seconde   une  forme  proprement  primitive  positive.  Les 
signes  inférieurs  doivent  être  pris  quand  F  est  u^e  forme  négative, 
fit  les  signes  supérieurs  :dans  les  autrçs  cfS.    ' 
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'  aSi.  Probl^mb.  Skmt  proposées  deux  formes  F ,  î  de  même 
déterminant  D  et  qui  appartiennent  au  même  ordre  O ,  trouver 
une  forme  proprement  primitive  de  déterminant  D  i  telle  que  la 
résultante  de  cette  forme  et  de  f  soit  F. 

Soit  <p  la  Forme  la  plus  simple  de  l'ordre  O,  T'  aX  f  des  formes 
proprement  primitives  de  déterminant  £>,  qui,  composées  avec 
donnent  F  et  /'  respectiTcment,  f*  une  forme  proprement  pri- 
mitive, qui,  composée  avec f\  donne  F',  alors  F  sera  composée 
de  trois  foirmes  ^,/',  /*,  on  des  deux/,  /*. 

Ainsi  toute  olasse  d*an  ofdre  donné  peut  être  oonsidérée  oornina 
«omposée  d'une  olasse  qneleonque  donnée  de  même  oidre  et  d'nna 
classe  proprement  primitive  de  même  déterminant. 

aSa.  TBioRim.  Pour  un  déterminant  donné,  tes  différene 
genre*  d^un  même  ordre  contiennent  un  même  nombre  de  claetet. 

Supposons  qne  les  genres  Gt  B  appartiennent  an  même  ordre» 
que  G  soit  composé  de  n  elasses  K*,  K*,  etc.  K^*,  et  soit  £ 
une  classe  qneloonqiie du  genre  H)  cherchons  par  le  n*  précédent 
tine  classe- proprement  primitive  M  de  même  déterminant,  qui^ 

composée  avec  K ,  produise  L,  et  désignons  par  //,  //,  etc.  //-• 
les  classes  résultantes  de  la  composition  de  la  classe  31  avec  les 
classes  K',  K',  A*, ...K""'  respectivement.  Alors  de  la  dernière 
observation  du  n°  ^49^  ^"^^  4"^  toutes  les  classes  L,  L\ 
X%  eto.  Zrr*  sont  difflbentes,  et  par  le  n*  a4^  elles  appartien* 
dront' tontes  an  même  genre.  Enfin,  il  est  visible  qne  H  ne  pent 
contenir  d'antres  classes,  puisque  toute  classe  de  peut  être  con- 
sidérée comme  résultante  de  Jlf  et  d'une  autre  classe  de  même  dé- 
terminant, qui  sera  nécessairement  du  genre  Ainsi  i/ contient, 
comme  G,  n  classes  différentes. 

253.  Le  théorème  précédent  suppose  identité  d'ordre  ,  et  ne  doit 
pas  8'éteudre  à  des  ordres  différens.  Ainsi,  par  exemple,  pour  le 
déterminant  — 171 ,  il  j  a  vingt  classes  positives  qui  se  distribuent 
en  quatre  ordres;  dans  l'ordre  proprement  primitif  il  y  a  deux 
genres,  dont  chacun  contient  sis  classes  ;  dans  l'ordre  impropre- 
ment primitif  il  y  a  jeux  genres  composés  chacun  de  den  classes. 
*  L'ordre  dérivé  de  l'ordre  proprement  primitif  de  déterminant  — 1$ 
ne  contient  qu'un  g^nie  composé  de  quatre  classes}  enfin  l'ordft 
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dérivé  de  l'ordre  improprement  primitif  de  déterminant  --19  ne 

confient  qu'un  seul  genre  composé  d'une  seule  classe  :  il  en  est 
de  même  des  classes  négatives.  Il  est  donc  utile  de  chercher  gé- 
néralement la  liaison  des  nombre»  de  classes  dans  les  difiérens 
ordres. 

Supposons  que  K,  £  tofont  denx  elasses  de  même  ordre  (positif) 
O  de  déterminant  Z>,  et  If  une  clasie  proprement  primitive  de 
même  déterminant*  qni^  composée  avec  K,  donne  pour  vétallanl^ 
L,  telle  qu*oo  peut  la  trouver  par  le  n"  ji5i*  Dans  quelques  cas 
il  peut arrifrer  que  ilf  soit  l'uuique  classe  proprement  primitive, 
qui,  composée  avec  K,  produise  L\  dans  d'autres,  plusieurs  classes 
proprement  primitives  différentes  peuvent  être  douées  de  cette 
propriété.  Supposons  généralement  qu'il  y  ait  r  classes  de  celte 
espèce  M,  M',  M",..  .iW'^',  qui,  par  leur  composition  avec  /C, 
donnent  tontes  la  même  classe,  et  dÀignons  leur  ensemble  par  fp^-, 
soit  une  antre  classe  de  l'ordre  O,  et  N'  une  classe  proprement  ' 
primitive,  qui,  composée  avec  L,  fxodvdse  If,  et  dérigpons  par 
l'ensemble  des  classes  iV'xilf,  N'xM',  N'y<M'.,.N'xM"K 
qui  seront  toutes  proprement  primitives  et  différentes  entre  elles. 
Il  est  facile  de  voir  que  K ,  par  sa  composition  avec  une  classe 
quelconque  de  PV,  produit  ÎJ,  d'où  l'on  conclut  que  TV  et 
n'ont  aucune  classe  commune  :  en  outre ,  on  prouve  sans  peine 
qn*il  n'7  aanoone  classe  proprement  primitiFe,  qui,  par.sa  com- 
position avec  K,  produise  L%  et  qui  ne  soitoontmia  àaaê  fF\ 
De  la  mftme  manière,  si  U  est  une  classe  de  l'ordre  O,  on  trouf 
▼era  r  classes  proprement  primitives  diffcrmtesj  tant  entre  elles 
qu'avec  les  classes  TV  et  TV,  et  dont  chacune  composée  avec  if 
donnera  L',  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  classes;  mais  comme 
toute  classe  proprement  primitive  et  positive  de  déterminant  D  com- 
posée avec  A,  produit  une  classe  de  l'ordre  O  (n"  aSi},  on  déduit 
facilement  deU>qae  silenombre  de  toutes  les  classes  de  Tordre,  est», 
le  nombre  de  toutes  les  classes  proprement  prIsiiliTes  (positives)  de 
même  déterminant  est  m.  Nous  avons  ainsi  une  règle  générale: 
K  L  étant  deux  dasses  quelconques  de  l'ordre  O,  et  x  le 
nombre  des  classes  proprement  primitit^es  de  même  déterminant, 
dont  chacune  produit  L  par  sa  composition  af^ecK,  le  nombre 
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èf  touÊêi  Ut  6la$999  de  rordre  proprement  primitif  (positif)  sera 
tjbis  plus  grand  que  ceiui  dee  classes  de  F  ordre  O* 

Comme  les  classes  K,  L  peuvent  être  prises  arbitrairement  dans 
l'ordre  O,  on  peut  kt  ohoisir  idatitiqiiet,  et  même  il  sera  avan- 
tageux de  se  senrir  de  la  daue  qui  contient  le  forme  la  plus  liinple 
de  cet  ordre,  et  en  prenant  celle-ci  pour  JT  etZ»  la  dlflBeulté  est 
réduite  à  assigner  toutes  les  classes  proprement  primitives  qui , 
composées  avec  K,  reproduisent  K  elle-même*  Nous  j  parvien* 
drons  au  moyen  du  théorème  suivant  : 

2t54-  Théorème.  SiF=(A.,  B,  C)  est  /a  forme  la  phiê 
simple  de  l'ordre  O  de  déterminant  D,  et  fz=:(a,  h,  c)  une 
forme  proprement  primitit^e  de  même  déterminant  ;  le  nombre  A* 
pourra  être  représenté  par  la  forme  f,  si  F  est  la  résultante 
d'elle-même  et  de  f  ;  et  réciproquement ^  F  sera  composée  d'elle» 
même  et  de  f,  si  A'  peut  être  représenté  par  f. 

I'.  Si  F  se  change  en  fF  par  la  subslitulion  p,  p',  p',  p* 

9»  h'»  on  a  (n*  a35)  d'où 
A^-statf* — ^bqq''-\-  cq\ 

a".  Si  A"  peut  Être  représenté  par  la  forme/,  désignons  les  va- 
leurs des  indéterminées  qui  effectuent  la  représentation  par  xf, 
»  OOSOit^  Il  uy^l  :ibqq'-^cq*;  prenons  q'a^^b-^-By^^p, 
-y^^*-^^»  ^{k^B)-qc==Ap\  ^'0=zAp\  q'a-q(Jb^B)^q', 
fib-^Sy^cssA^,  Cela  ikit»  en  t*assan  aisément  que  F  se 
ehangs  en/Fpar  la eubstitutiea  p»ff»f,  fT^  f ,  tf,  /,  penrvm 
que  les  noqilires      jf,  ete.  soient  entiers;  or^  par  la  aatnie 

de  la  forme  la  plus  rîmple»  ^  est  o  on  i^;  donc  ^  est  ton* 

jours  un  nombre  entier;  il  résulte  encore  du  même  principe, 

que  -  est  un  nombre  entierj  donc  q^-^p  \  p',  q'-^p',  p'  sont  des 

nombres  entiers;  il  reste  donc  seulement  à  prouver  que  p  ti 
iont  des  nombres  entiers.  Or  on  a 

Si  donc  £=0,  ilvieni^fl-.2^,;,^-=:c-^^,  et  partant;^  et 
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font  entiers.  Mais  %\  Bz=.\A ,  on  a  p*-\-pq^a^^\ 

jf»j^p'(f=sO'-^^-^f  d*o&  l'on  déduit  a^tii  faoîlement  que  et 

p'  sont  entiers.  Donc  F  est  composée  de /"  et  F. 

aSS.  Ainsi  le  problème  est  réduit  à  assigner  toutes  les  classes 
proprement  primitives  de  déterminant  D,  par  les  fijrmes  desquelles 
le  nombre  Al^  peut  âtre  repréienté.  Or  A*^  peut  évidemment  être 
xepréienté  par  toute  ferme  dont  le  premier  terme  est  A*  lui-même, 

on  le  quarré  d'une  partie  aliquote  de  A\  mais  réciproquement  si 
^  peut  être  représenté  par  une  forme  en  donnant  aux  indé- 
terminées de  cette  forme  les  valeurs  «e,  ye,  dont  le  plus  grand 
diviseur  commun  est  c,  la  forme/*  se  changera,  par  la  substitu- 

tien     fi»  y»  ^9  on  une  ferme  dopt  le  premier  terme  tm^, 

et  cette  forme  sera  proprement  éqniTalente  kf,  û  fi,  /sont  tels 

qu'on  ait  i»/f^fiy^i\  donc  toute  classe  par  les  formes  de  la- 
quelle A*  pourra  être  représenté ,  renfmnera  des  formes  dont  le 
premier  terme  sera  A*  ou  le  quarré  d'une  partie  aliquote  de  A. 
Tout  consiste  donc  à  trouver  toutes  les  classes  proprement  primi- 
tives qui  renferment  des  formes  de  cette  espèce  j  ce  qui  se  fait 
de  la  manière  snivante  :  Soient  a,  a',  a',  ete»  tous  les  diviseurs 
positift  de      on  cherchera  tontes  les  valeurs  de  l'espreision  i/H 
(mod.  a*)  comprises  entre  o  et  a*— i  inclusivement,  etles  repré- 
ientantpar  b,  V,  V,  etc.,  on  fera       D=zfi*c ,  b'^^—D^a^dt 
Jf»^J)—a*c\  etc.;  désignons  par  V  l'ensemble    des  formes 
bf  c) ,  (a\  b'y  c),  etc.  On  voit  facilement  que  toute  classe 
de  déterminant  D  qui  renfermera  une  forme  dont  le  premier  ternie 
soit  a*  devra  contenir  une  forme  de  y,  on  déterminera  de  la  même 
manière  toutes  les  formes  de  déterminant ,  dont  le  premier  terme 
est  4^*  et  le  second  coftipdf  entre  i  et        i,  nous  déslgnenmi 
par  V  Tensemble  de  ces  fermes.  On  aura  de  même  l'ensemble  V' 
de  formes  qui  commencent  par  flf%  etc.*  On  reiettera  de  V,  y\ 
y,  etc.  toutes  les  fermes  qui  ne  siAit  pas  proprement  primitives  ; 
on  réduira  les  aulres  en  classes,  et  s'il  y  en  a  plusieurs  qui  ap- 
partiennent à  la  même  classe,  on  n'en  retiendra  qu'une  par 
classe.  On  aura  de  cette  manière  toutes  les  classes  cherchées, 
et  leur  nombre  sera  à  l'unité  comme  le  nombre  total  des 

classes 
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claues  proprement  primitlTos  poiitiTes  atix .  nombres  de .  clasies  : 
d#  l'ordre  Os  ;     •  •  -*•    ■   '  Uv.'  -.       '  'it      •  'im"*»)  .•  i 

Exemple.  Soit        — 53i,  et  O  l'ordre  positifdérivé  de  l'ordre 
improprement  primitif  de  déterminant  — 5g,  dans  lequel  la  fprme 
la  plus  simple  est  (6,  3,  90).  On  a>^  =  6,  a=?:x^  a=a,  a'=5, , 
i^ss6,^coiitiendrA]afi)nne(i,  o,  53i)-,  F' l«s.fonQes i35)« 
(4,  5,155)5       ief  fbmiès  (9,  0,  5g),  (9,^,60),  (^/6«65);^ 
enfin  F* contiendra  les  fiâmes  (36,  5,  i5),  Ç56, 9,  ij),  (SS^i.^,  at)^ 
(56,  ai,  37),  (36,  37,  35),  (36,  33,  45).  De  ces  douze  formes  îlf 
en  a  six  à  rejeter,  la  deuxième  et  la  troisième  de  V ,  îa  pre*: 
miere,  la  troisième,  la  quatrième  et  la  sixième  de  f^',  qui  sont 
toutes  des  formes  dérivées-,  on  trouve  que  les  six  autres  appar-1 
tiennent  à  des  classes  différentes  ;  en  efiët,  \e  nombre  des  classeti 
proprement  primitives  (positives)  de  déterminant  — 55i  est  id, 
et  le  ' nombre  des  cla«et  improprement  primitives  positives  de  dé-' 
terminant  — ^Q,  ou  le  noaniice  des  daisw  da^  4^wminant  .-t^>; 
dérivées  de  eellet-^  eit  S,  pîifant  le  pieinier  est  an  second  conùM 
$  est:è  !•  «•  ^  x\  ] 

st$6.  Cette  sdlntioa  sera  mieux  édaircie  pu  Im  observitiedtt 
générales  suivantes  : 

I.  Si  l'ordre  O  est  dérivé  de  l'ordre  proprement  primitif,  ^* 
divisera  D',  mais  d  O  est  dérif^  de  Tordre  improprement  çrimi« 
tif  on  improprement  primiôf  lui-mime,  'jdf  sera  pair,  D  sera  di» 
Tisible  ptr  et  le  cpiotiêiit  si  (niôd.4);'Dooe'le  qnûré  dé' 
tout  diviseur  de  A  divisera  D  ou  au  moins  4^.,  et  dans.le  second 
cas,  le  quotient  sera  toojonrs^x  (mod.4)/ 

n.  Si  a*  divise  .  foules  let.lraleiin  de  l'effirëèdôn  i^J> 
<(mod. 0^)1  qui  f«iinbent  enlro,  o  et  a*»-i  seront  o,  a,  etc. 
<i(a— -i) ,  et  partant  a  sera  le  nombre  des  formes  de  J^y  mais  parmi» 
elles  il  n*/  en  aura  de  primitives  qu'autant  qu'il  j  a.de  nombres 

pramien  avec  a  dans  les  spivans:^,  y-*»»  5 — A»  

^— "('^O*'  Ainsi  quand  assi,  F'n'aura  qu'une  forme  (i,  o,  — D), 

qui  sera  toujours  proprement  primitive.  Qnand  a  =  3  ôu  une 
puissance  de  a,  la  moitié  de  ces  nombres  seront  pairs,  l'autre 

Nn 
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UOliy  Jmpain.^iôiui  vÂf  renfeime  '-et  formes  propmnenr  prïmi'- 

liv«s»  Qaand  a  est  un  autre  nombre  premier  p,  ou  Màt  pxàuuicé 

4f .fce  floafaïf :f9^er,  «ni.doitidUtifigqer  Uoir  catt.  >^<'ti<^  bM 

]fl;diMAble''tittr*  'kiiCÀldtf  qnitetiqilè  dë ««•'.'iibiiiliÉévfe^^ 
ntof fôas  f^rnoieri  stét^^î^ '|Mi^^  tiMlçÂetf  fi>rmer  dé*  '  iteioqt^ 

prbpl«ment;prlIIla^lvet.^3^  oi«/y  omse  •^«.«ompi»  depuis  o  jus- 
qu'à a -^r  il  jr  a~  jiombm  divisibles  fatp  (o  compris),  et|»8r*' 
Uatt^^d  iloBMdi«irfliIéfi;-CCi«tMra.|»Bombi«  éM^^  pn^ 

•  prement  f^ûff^B  que  coutifiii  3!«.  £i  ^^i^.aMda  quadw^ 
H^'dei^^)  M  BOBMdltitlblt^  p«r>^  '  comme  enfrr  A;7'etr  (ii^^i)^' 
il./  a  déin  Talênn.de l*éspre9tlon|^/^^  (modi;'),  entre  téta 

il  7  en  aora^;  doac  il  y  atint         iipmbiet  ^  Hjon-diri^blfir 

par    dans  la  siiife      ^"'>  ^'^'f  ®^  partant^  le  lundMB  dèv 

Âixmet  piopreoMnt  priiBl^éf  -de     est;^^^.  Gdaérakmeiif  /  si 

rpn  tL.a^2p^gW .     y,  r,  c^.,^ étant  ,det  ^nombres. 
d^flRS^riSf  'Ié  vombrQ'de!  formé?  .proprement  primitive^  contenues 
dink  i^terîà'  ZlrMji.  .;..  o&  l'on  dôU  faire  î^ssî  quabd^r^p^ 

9b,N^at~'^  ai  ii>0|^P$?^  fi  —  n'est  paâ  nilidu  quadratique 
de  /»  et  n'est  pas  divlkible  par  p,  Fss(ij^i)p^^  quand  ^ 

di^sifalepar  ;> ,  oiy  Pss(;r— a);»'^""*  q«tn4  ~  «ti  résidêr'  db»"^ 

mais  non-divisible  par  p-  (^9       tic*  se  'déterminent  de  la  même 
manière  en  ^,  Ti  etc.  '  '       *  '  "  '     ■  '  v'"*  ' 

III.  Si  a'  ne  divise  pas  D,  on  aura  ^  entieret  =1  (mod.4)i 

les  valeurs  de  l'expression'  \/D(moâ.a*)  seront  {a,  la,  la, 
<?*'T*''  '  parlant,  le  nombre  des  forme?  de  sera  a,. et  parmi- les 
formes,  »•  y  en  ^lura  autant  de  proprement  primitives  qu'il  y  auri| 

de  nombres  pramMXs  à  .<f''dm  la  saàe^-^^^^-ri»^— "V'f  < 
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Toutes  les'  toit  que  ^  s  i ,  (  mod.  8) ,  tons  cet 

nombres  seront  pairs,  et  partant      ne  renfermera  anenne  forme 

proprement  primitive;  mais  quand  ^  =  5  (mod.  8)  ,  tous  ces 

nombres  seront  impairs,  et  partant,  toutes  les  formes  seront  pro- 
prement primitives  ,  si  a  est  a  ou  une  puissance  de  2.  V.n  général, 
il  j  aura  dans  ce  cas  autant  de  formes  proprement  primitives  qu'il 
y  a  de  nombres  premiers  avec  a  dans  la  suite  précédente.  Le 

nombre  de  ces  formes  sera  NPQR...&ia=:2p'^ç  r\..;  iV  étant  =3*^, 
et  P,  Qf  R,  etc.  se  déterminant  comme  dans  le  cas  précédent. 
/Nout  «vont  aimi  fiié-  le  nonibre  des  fimes  prinitiTet  eoa« 
tenues  dans  V,  V*i  y,  etc.  Quant  à  Ja  somme  de  ces  nombres,- 

on  trouve  «ans  peine  la  règle  suivante  :  Si  Az=i  2  P  Q  ...  P', 
Q',  ete.  étant  ddi  nombres  premiers  diffiSrens ,  le  nombre  total 
des  fermes  |>ropcement  primîtiTes  contenues  dans  V,  V,  F*,  etc.  ■ 

sera  »     l'on  doitfaire  n'=  x  dans  le  cas  où  fszo,  et  dans 

celuloii^si(aiod.d),  »'=3,       est  entier  et  9sso,  n'=:3,' 

À  ^55(m'od.8)  et  y>o.</=:P',  si    divise       a's=  f  d=  i  i 

quand  P'  ne  divise  pa*-^»  en  prenant  le  si^e  4-  ou  le  signe  — 

non-résidu  ou  résidu  de  P'.  On  déduit  V,  tf,  etc.  de 
Ç'i  JTf  eomm4>'deP.Nons omettons^  pour  abréger,  ladéinonstnlion. 

V.  Quant  à  ce  qui  ragarde  le  nombre  de  classes  que  fournissent 
ces  formes  proprement  primitives ,  il  faut  distinguer  les  trois  cas 
tuivanss'  »;.•"•:'  .  .  .-  « 

•  1*.  Quand  D  est  négatif,  cbnque  forme  proprement  primitive 
fournit  une  classe  particulière ,  excepté  deux  cas  où  l'on  aurait 

^= — 4  ou  =  —  3,  c*e«|tpà*dire,  ^'  ou  s=p— Pour 

démontrer  ce  th^orèpie ,  il  suffit  évidemment  de  faire  voir  qu'il 
ne  peut  arriver  "que  deux  formes  diflf^tes  de  V,  etc. 

soient  proprement  équivalentes.  Supposons  donc  que  (h%  i,  h)  , 
k),  soient  denx  formes  proprement  priqûtives  de  y,  V'i 
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y,  etc.  apparfenanfes  à  la  même  cUsm  ,  et  qne     preml&c^  sè 

change  en  la  seconde  par  U  substUntion  a,  J^,  on  ^uza 

les  équations 

Oo  oonéïtft  facflement  de  là  que  y  n'est  certainement  pas  ; 
car  on  aurait  a  =  ±  i ,  h^^K*,  Tsi  (mod,  Ap),  et  partant,  les 

formes  (A*,/,  (A'*,/,  A!*)  seraient  identiques  contré l*hvpo*' 
thèse.  On  voit  ensuite  que  y  est  divisible  par  le  plot  grand  cti-- 
▼iscnr  commun  des  nombres  h ,  h'  ;  en  effet  ,  en  nommant  r  ce 
diviseur,  il  divise  a/  et  ni'  (II  et  ITT),  mais  sera  premier  avec  h, 
en  outre  — i'*  est  divisible  par  r*,  puisqu'on  a  i*-—i'*=h'k — h'*k', 
et  rea«n  déduit  fiwilement  que  «  —  est  divisible  par  r.  Or  on 
aai^'-^Mssfih^+'yk,  donc  >A  et  partant  >  est  divisible  pari  r. 
Enfin  on«  (ah^-iryâjr^iyyssk^J^^  Onnc  «n  ^posant  it^'-f^^i'a^r/t» 
yssrf-t^  ett^snont  des -entiers  dont  le  dscnier  4i»(peat  i|n.fii4« 

et  l'on  a  l'équation  p*^  Dg^s=        Mais  î~  est  Te  phis  petit 

nombre  divisible  à-la-fois  par  h*  et  h'*,  parconséquent  il  divisera 

a*  et  par  suite  4D;  donc        sera  un  cntjer  né|^tif  gue  nous 

représenterons  par  ^e,  H  en  résultera 

Pans  Mtfe  étpiOm  la  iaime  ^^^y^tant  nn  quanil  <  4,  ne  peut 

ètn  que  i»<on  14  dtas'fe'prfBiler  oa^ôn  «  t^xa^tt  i>ss«—  » 

donc  ^  est  un  quarré  affecté  du  signe  —  ,  et  partant  non  s  i' 
(mod.4};  ainsi  O  ne  sera  ni  imJût4^e  impropreipent  primitif,  ni 
on  ordre  dérivé  d*uo  ordre  impfllprainent  prkniâf.  Donc  sera 


rrd'e&4^déduit^«eHeBMât  qœ  e  etft  divisiUe  par  4;  donc 
I  *at  /2KsB*^^Yly,  at  parlant^  un  entier  >  donc  on  a  né» 

•     •      •     -  D 

cessaizeoMnt  .JD^sb-*^  ou  = —  <  t  première  ^xtçption. 
Oalisi  le'aeceial  eas,» 'oli'anra  09* =5)  dboc-^rs  i-,  vieà5  e» 
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2(2>s=:— 3  (-^y  j  àonc  3  serii  un  entier  qui  ne  pekik  êtM 

que  5,  puisqu'en  le  multipliant  par  le  quarré  entier  »  on 

à  S*  Donc  40:?s'— S^'on.^as— seconde  excejrUon^Jkmi^ 

dans  t(vi»  les  autres. cas,  les  diffiSrantei  formes  proprement  pri* 
mltlyes  de  F>  F*,  etc.  appartiendront  k  des  dassas  d^fiérentes» 
Quant  ant  cas  eaoepkés.,  it  «nffira,  pour  abréger,  de  mettre  îe| 
le  résultat,  qu'on  trouve  sans  peine,  maisdimt  la  recherche  pro- 
longerait trop  cette  analjse.  Dans  le  premier  cas ,  les  formes  ap- 
partiendront deui  à  deux  à  la  même  classe ,  dans  le  second  trois 
à  trois-,  donc  le  nombre  des  formes  est  dans  celui-là  double  du 
nombre  des  classes,  et  triple  dans  celui-ci. 

a".  Quand  27  est  un  nombre  quarré  positif ,  les  différentes  formes 
proprement  primitives)  de  y,  V,  V',  etc.  appartiennent  sans  ex- 
ception à  dei  daitef  di£Bientes.  Supposons  en  effet  que  (à%  i,  k) 
et  {h'*,  k)  loient  deux  ibmiet  de  cette  espèce,  et  qa'eilea  toieiMt 
<quiiratenlBS$  aoit  «,  /S,  <ria  subttitntion  propre  qui  ehangiU 
.première  en  la  seconde.  Il  est  clair  que  tons  les  raisonnemeos  de 
l'obserration  prudente,  oit  l'on  ne  suppose  pas  D  négatif»  ont 

-également  Ken  Soi$  on  anra  eneom      entier,  mais,  imitif  et 

quarré}  faisons-le  =5S  il  en  résulte  (-^) — g*9'=4»  ce  qui  est 

absurde-,  car  la  diflférence  de  deux  quarrés  ne  peut  ê(re  4>  à  moins 
que  le  plus  petit  ne  soit  =oj  or  cette  supposition  est  inadmissible, 
puisque  y=rç  ne  peut  être  nul,  et  que  partant  ç  ne  peut  pas 
Vètn  non  plus. , 

S*.  Quand  P  est  positif  non  quarré,  nous  ne  pouvons  donner 
de  règle  générale  ponr  comparer  le  nombre  des  classes  avec  celui 
des  formes.  Nous  pouvons  senlement  affirmer  que  le  premier  sera 
égal  an  second  on  une  partie  aliqnote  dn  second.  Nons  avons  même 
découvert  une  certaine  liaison  entre  le  quotient  de  ces  nombres  et 
les  plus  petites  valeurs  qui  satisfont  à  l'équation  t*-^Du*=zA% 
mais  il  serait  trop  long  de  l'expliquer  ici.  Mais  nous  ne  pouvons 
pas  décider  s'il  est  possible  dans  tous  les  cas  de  connaître  ce  quo- 
.tient  k  la  seule  inspection  des  nombres  D ,  A>  Nous  joignons 
quelques  èiemples  quH  tara  fiioSe  de  multiplier  à  volonté^ 
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Pouri?=i5,  y^=2,  le  nombre  des  formes  prôpremenf  pri* 
tnitives  àe  ,  etc.  est  Z,  c^ui  sont  toutes  équiV/alentes  et  oé 
donnent  qu*uae  lenle  claise. 

Pour  D=Z'j ^  ^=3,  le  nombre  des  formes  est  5,  qui  appar- 
tipanent  à  trois  classes  différentes.  Pour  /5=588,  yi=j,  il  j  a  8 
formes  qui  foornisaent  qnàtre  classes.  Pour  D=66j,  ^=17,  il  y  ^ 
dix-huit  fermes  et  éeus  èlaaaes.  Pour 'Z>sà:  1445*  et  Assij ,  il  j 
«  également  dL^iioit'fenieft^'mus  eUét'ftninÛiMnl  tix  dàêses.  ' 

VI.  De  l'appUcAUQU  de  cette  théorie  générale  au  cas  où  O  est 
l'ordfleimpropceineot  primitif^  il  résulte  que  le  nombre  de  classes 
contennet  daneeet  oidEe  est  &  celui  ^  l'urdce  prqprement  prioiitlF 
comme  i  est  âu  aombied*-  classçsdifiîSreiiles  proprement  primitiret 
i)uedoBAentlestroidbrmes(i,o«— Z>),^4,  i,  ~^),  (4,  5, 

Or  il  en  résul  tera  une  seule  classe  quand  D~  1  (mod.  8),  parcequa 
'^éaa»  ce  ces  la  deuxième  et  la  troisième  «ont  improprement  pri- 
•àitires. Haie  quand  D^S  (mod;  8) ,  ces-trois  fimmajeroBtimpro- 
<|nement  primitives  et  doimeRmtiantaiilidedasaBadifffauBtes  si  H  e«t 
'liégatif>  excepté  le  cas  6&  2la*-5j  dftui  lequel  elles  appar- 
tiennent à  la  même  classe;  quant  an  cas  où  D  est*po8itif  de  la  forma 
fi/^-f-5,  il  appartient  à  ceux  pour  lesquels  nons  n'avons  pas  jus- 
qu'à présent  de  règle  générale.  Nous  pouvons  cependant  affirmer 
4]ue  ces  troiS'forraes  donneront  ou  trois  classes  ou  une  seule ,  ja>- 
.mais  deux*,  car  on  voit  sans  peine  que  si  les  formes  (x,  o,  ^D)., 

^4»  ~^~)'  i^^'  ^*  ^^^)  appa^'i^nnent  aux  classes  K,  K\  K', 
respectivement,  on  aura  K.K'z=K'  (n'  343,  a°),  K\K'=K' {lbU.5')\ 
donc  si  l'on  supposait  K  —  K',  on  aurait  aussi  K'=A;  et  de 
luê.ne  61  A  et  /C'étaient  identiques,  ou  aurait /l'=A*j  d'ailleurs 
on  trouve  /C',A'=  A'j  donc  si  K'  et  A"  étaient  identiques,  K  et 
K'  le  setaieât  aussi.  Ainsi  les  classes  K,  JC,  K'  sont  edntès  dlffé* 
rentes  on  tontes  identiques.  Par  ezi^mple^.  av<(dessoiis  de  ^o  il  y 
a  75  nombres  de  la  forme  pwoii  lesquels  se  if  bu  vent 

dix-sept  déterminans  auxquels  se  wpjpotte  le  tJTeînîeréâ'è,  c'est-à-, 
dire  que  le  nombre  de  classes  proprement  prrmitives  pst  trois  fois 
plus  grand  que  celui  des  classes  improprement  primitives;  cés 
déterminons  sont:  3/,  lojj  141,  i^,  197,  a6g,  5a5,  553,  54^ 
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57S*  38 1,  5Ô9,  397,  4o5,  485,  557,  57 3  j  pour  Itt  cinquaste^huit 

drclhu*»  danf  l'>ao-el  Pantra  otdvek  • 

VIT.  Il'est  prèsqup  superflu.  d'obserr«r  que  iioii-setikiiïpnt  par. 
là  rech'erelie  ptMâenUf,  on  ^ut  comparer  le&nointtres  c|e  .classes' 
des  ordres  êlSéiem  dè  même  cléterminaDt ,  mais  qu'èl^^  éti  appU-' 
cable  à  tous  les  détermioans  différens  qui'  sôht'entjre  tut  comme 
des  Dombre8)qnarrés',  saroir^  si  O  est  un  c^rdre- quelconque  de  déter- 
minant dm*,  Cy  un  ordre  de  déterminant  <yni'%  O  pourra  être  com- 
paré avec  l'ordre  propreiiieut  primitif  de  déterminant  dm^,  celui-ci 
avec  l'ordre  dérivé  de  l'ordre  proprement  priqutif  de  déterminant  d, 
dîi^'cfe  J^al'IcvImV  au  même  pour  le  ^oinbife  dé  cfasses^  avec  ce. 
dernier  Itai-lDêffle et  ^«nè  raSsoii  seinbi'aBlè;J*o|rdifo  &  'gôiKAi 
étn  ieàinpwé  avec  !e  ikiltne'.  ~  .   •  •  '  — 

357.  Parmi  tontea  las  cli|sses>d'u>.  oidrfs  et-  d;un  déteroilnaat 
dooné,  les  dasses  amhîgnSa  damandantim  |j^a.£^aQçl:.déveipgpe-^ 
iiieiit,  et  la  déterminatiom  de  leur  nombre  nous^cond^a  à  baa^ 
eoup  do  résultats  inléressans.  Or  il  suffit  de  clierchçr  ce  nombre^ 
pour  l'Ordre  proprement  primitiF,  puisque  les  autres  s'y  ramènent 
fecilemcnt.  Nous  y  parviendrons  en  trouvant  d'abord  toutes  les 
forme»  ambigu'és  proprement  primitives  (A,  B,  C)  de  détermi- 
nant J3,jClan»  lesq)JeUe«.  J?.=  0  ou  =  '-A^  et  en  déduisa^t  ensuite 
de  l^ur  iiotnbra  ceMilde,  tpuif;»,  les  cla^sjea  an^bjguqf  pff?|isçfl[^eat 
primitiim 

1*.  Toutet  les  £)nnes  proprement  primitives  (^A,  o,  de  dé- 
termioantD,  se  troaireot  évidemment  en  prenant  pour  A  fous 

les  diviseurs  de  D,  positifs  et  négatifs ^.pmir  lesquels  C==— est 

premier  avec  A.  Ainsi  quand  Z)  ==1 ,  il  y  a  deux  formes  de  cette 
espèce,:  (i,  o,  — i),  ( — 1,  o,  1);  il  y  en  a  autant  quand  i)=r=w-i, 
savoir,  (i,  o,  i),  ( — 1,  o,  — 1).  Quand  D  est  un  nombre  pre- 
mier ou  une  paissance  d'un  nombre  premier  avec  le  signe  +  ou 
le  sigpie       il  y  a  quatre  formes 

(i,  o,  — D),          o,  D)  ,  (A  o,  —1),  C— ^,  o,  0. 
Généralement,  quand  D  est  divisible  par  ii  nombres  premiers, 
il  y  a  a'+'  formea  de  ce  geaiei  oav  effet,  soit  Dz^dzFQR  , 
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Q,  R,  etc.  éfaot  dei  aombretixeiiiieit  diffiSmu  otf  deS|^ialtuiiM 
denombxw  premiers  dlfférens,  dont  le  nombre  est  letTatenrt. 
de  A  seront:  i,  P,  Qt  R,.',PQt  PRMQB,..,PQlt,,,  et  en- 
général  le  produit  d'autant  de  ces  nombres  qu'on  voudra^  or^  pac 
la  théorie  des  combinaisons,  le  nombre  total  de  ces  produits  est  a", 
mais  il  faut  le  doubler,  parceque  chaque  valeur  Û9  A  peut  être, 
prise  avec  le  signe  +  ou  le  signe  — -. 

3*.  On  voit  de  même  que  toutes  les  formes  proprement  primi-* 
tives  (aBj  B,  C)  de  déterminant  D  s'obtiennent  en  prenant  pour 

B  tous  les  diviseurs     D,  pour  lesquels  Czssi\\B^'g\  est  ea« 

tier  et  premier  avec  ;  ainsi,  comme  C  doit  nécessairement  être, 
impair,  et  que  partant  C*=i  (mod.  8)  ^  comme  d'aillenrs  on  a 
V=B''^2BC:={B—CY—0,  on  aura  £)=3(;mod.  4)  si  J5  est 
impair,  et  =o  (raod.  8)  si  B  est  pair.  Ainsi,  toutes  les  fois  que 
P  sera  congru  à  l'un  des  nombres:  i,  a,  4«  ^>  6>  suivant  le  mo- 
dule  8,  il  n'y  aura  aucune  forme  de  cette  espèce. 

Quand  Z)=3  (mod.  4)*  ^  est  entier  et  impair,  quel  que  soit 
le  diviseur  de  D  que  l'on  prenne  pour  B  ;  mais  pour  que  Ç  n*ait 
pas  de  divisenr  commmi  «rec  aB,  S  doit  être  prie  de  maniirtt 

que  ^  «oit  premier  avec  B  :  donc  pour  Dz=i —  i  il  j  a  deux  formes 

de  cette  espèce  (a,  i,  i),  ( — 2,  — i,  — i),  et  en  général  on  voit 
facilement  que  si  le  nombre  de  tous  les  diviseurs  premiers  de  i> 
est  // ,  il  y  aura  en  tout  a""^'  formes. 

Quand  D~o  (raod.  8),  C  est  entier  toutes  les  fois  que  Ton 
prend  pour  B  un  diviseur  pair  de  î  ;  quant  à  la  condition  qui 
exige  que  C  soit  premier  avec  ai?,  on  y  satisfera  de  deux  manières,' 
I*.  en  prenant  pour^  tous  les  diviseurs  impalrement  pairs  de  fZ>» 

pour  lesquels-^  est  premier  avec       et  dont  le  nombre  est  a'"^', 

si  le  nombre  total  des  diviseurs  de  D  est  et  que  l'on  fasso 
atteotion  au  double  signe.  2*.  £n  prenant  pour  B  tous  les  divi- 

ieurs  pairement  pairs  de  iZ>,  pour  lesquels  ^  est  pvemier  aveô 

\S\  leur  nombre  est  aussi        deiorte  qn'on  a  en  tout  pour 

çe  cas  sf**  formes.  C'est-à-dire,  que  si  l'on  pose  D^skaf^PQB,  etc» 
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fA  étant  ^aetP,  Q.»  Rt  etc.  des  nombres  premiers  ou  des  puis- 
sances de  nonibres  premiers  ilnpairtdont  le  nombre  soit  n,  on  pourra 

prendre,  tant  pour  ^  S  que  pour       les  nombres:  i,  P,  Q,  JÎ,  etc. 

et  les  produits  do  tant  de  ces  sombrai  qa'oiiTOiidra.^  acrec  le  ligne  -h 
ou  le  .signe  — 

On  penf  conclnre  de  tont  ce  qui  précède  «  que  si  D  est  divisible 
jpar  A 'nombre!  premien  ioqpflits  diiSQSffent  (où  n  doit  être  fiât-sso 

•i  DssAi,  rfea,  on  dczJ*),  le  nombre  de  toutes  loi  formel  pro- 
prement primitives  (A,B,  C)  dans  lesquelles  J5  =  o  ou  ■==.\jt 
sera  a"-*"'  quand  D=i,  ou  =5  (mod.  8),  a*^*  quand  D=n, 
5,  4,  6,  7  (mod.8)  enfin  a"-*"*  quand  D~o  (raod.  8).  Si 
l'on  compare  ce  résultat  avec  celui  que  nous  avons  obtenu  pour 
*  le  nombre  des  caractères  possibles  des  fermée  proprement  primi* 
tirei  de  déterminant  oa  Terni  que  dans  tons  les  cas  le  pce«  • 
aiiereit.doable  dn  donier.  Au  leMe^  il  eit  évident  que»  pour 
les  déterminans  négptifi>  il  J  a  panii  1m  pcemières  formes  au» 
tant  de  poiitiTes  que  de  n^tiTes* 

aSa,  TovCel  les  focnst  treavées  dans  |e  précédent  appar* 
tiennent  évidemment  à  des  dasies  ambiguës»  et  réciproquement 
dans  tonte  ckise  ambiguë  proprement  primitive,  il  doit  y  avoir 
au  moins  une  de  ces  formes*  £n  effist,  dans  une  telle  classe ,  il 
y  a  nécessairement  des  formes  ambiguës ,  et  toute  forme  {a,  b,  c) 
ambiguë  proprement  primitive  de  déterminant  D  doit  trouver  au 
moias  une  forme  qui  lui  soit  équivalente  parmi  celles  du  n*  précé- 

#f      M.j^  on  une  forme 

(a,  ja,  \a  — ~)>  wivant  que  5=o>  on  =5  (mod.  a).  Ainsi 

le  problème  est  réduit  à  trouver  en  combien  de  classes  ces  formel 
peuvent  se  distribuer.  ' 

C)  n  est  emoiifli  de  nmvquer  que  b  ooMradictian  qui  Mmble  se  préwiiter 
ici  M  provieiit  qae  dt  ce  qa«  n  a'ti  pis  kmtee  dgnifimtion  qu'à  l'artieit  t* 

Ai  ce  numéro  En  effet,  dtn  le  premier  cai  !•  fiwitur  a  ou  se  trouve 
compris  dans  le  nooibn  s,  tandii  qu'il  ne  l'ot  pu  dam  1«  etooad.  (iVSoCi 

du  traducteur.) 

Oo 
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,9o  RECHERCHES 
•  ISi  la  Some  (m,  o,  c)  est,  compriie  parmi  les  formes  du  n*  pro- 
cédait, ia  fome  (Cj  o  j  a); 8*/  trofiTfir^  auisl  ^  ser^  toujours  dif- 
fkento  de  la  premiènj  ^J^oepté  dans  If(  eâs  o&  l'on  jurait 
àssctsssht,  ûi  partant  Zlfsa^i^'^iit  «joë  n«us  laisseniasdé'côti 
i^oiir  qndqiie  temps.  Mai9'<tt»wiié  oM  ionam  appartîfiMunf  ft"  la 
même  classe,  il  suffît  d'en  consenrer  une,  et  nous  rejetterons  celle 
dont  le  premier  term^e  est* plus  grand  que  le  dernicrj  nous  écar- 
terons aussi",  Ip  cas  où  <7  = — c==b  i,  c'est-à-dire,  oà  D=:i.  Dç 
cette  manière,  nous  pouvons  réduire  toutes  Jes  formes  (yj,  o,  C) 
t.  moitié,  et  dans  celles  qui  resteront,  on  aura  tou)ours-.<4  <^=tZ>, 

^  De  la  même  manière,  si  parmi  les  formes  du  u"  précédent,  il 
se  reQContre  la  forme         à,  c),  on  y  trouvera  aussi  la  forme 

(4c — 2^,  ac^b,     =  ^ — — j,  c^,        lui  est  propre- 

ment  équivalente,  mais  qui  n*est  pas  identique  aveé  elle,  excepté 
dans  le  seul  cas  où  l'on  aurait  c=ù  —  :i:\  ou  D=z — i.  Il  suffit 
de  garder  celle  de  ces  deux  formes  dont  le  premier  terme  est  le 
plus  petit:  d'où  il  suit  que  toutes  les  formes  (ai?,  peuvent 
.être  réduites  k  moitié ,  et  que  dani  celles- qoî'reflferôfft^  tni aura 

*S<,'-^  ou  ^<\/±Z?.  De  cette  manière,  nous  n'avons  plus  que 

Ja  moitié  de  foutes  les  formes  du  n*  précédent-  nous  en  désigne- 
rons l'ensemble  par  fVt  et  il  ne  reste  plus  qu'à  faire  voir  com- 
bien ces  formes  fournissent  de  classes.  Au  reste ,  il  est  évident  que 
si 'Z)  est  négatif,  /i^^  rfiDftrmera  autant  de  ftrmes  poéitives  qu* 
jde  Urines  n^putivès. 

t%  Quand  D  est  négatif,  les  difiSfrentes  fermes  de  W  appar- 
tiendront &  des  classes  différétites  ;  car*  tontes  les  formel  {A,  C) 
.seront  réduites;  de  même,  les  formes  (^2B,  C)  seront  réduites, 
eicepté  celles  dans  lesquelles  C^siB;  mais  dans  ces  formes  on 

aura  aC<aff-|-C,  et  comme  on  a       ^,  où  <aC-T*^«  on 

^B<2C,oxx£<C ,  on  tire  de  là  aC  — 3^<C,  ou  C— ^<  £  : 

donc  la  forme  (C,  C — B,  C),  qui  est  évidemment  équivalente 

à  la  forme  proposée,  est  une  forme  réduite.  De  cette  manière, 
on  a  autant  de  furtiies  réduites  qu'il  j  a  de  formes  dans  PP^ ;  on 
vuil  facilement  d'ailleurs  qu'il  n'jr  en  aura  aucunes  qui  soient 
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identiques  ni  opposées,  excepte  dans  le  cas  où  €—£=0,  ce 
qui  donne  C  =  i?  et  exige  que  l'un  et  l'autre  soit  rbi  ,  et  par- 
tant que  I7ss<— i;  or  nous  mnê  déjà  écarté  ce  cas-là:  il  suit 
de  là  qne  le  nombre  total  des  cianes  ambiguës  proprement  pn* 
mittrei  de  déterminant  D  (n^tif  )  est  égal  au  nombre  de  fermes 
de  TF'f  Wk  k  la  moitié  dn  nombre  de  formes  du  n*  précédent* 
Quant  au  cas  que  nous  avons  excepté,  dans  lequel  Z)  =  —  i ,  on 
a  anssi  le  même  résultat  par  compensation  ;  car  il  j  a  deux  classes j 
«  la  première  desquelles  appartiennent  les  formes  (1,0,  1), 
(2,  1,  I  ),  et  à  la  seconde  les  formes  ( — î*o,  — — i, — i). 
Ainsi  généralement  pour  lei  déterm^nana  négati£i»  le  nombre  de 
«lasiea  ambignet  proprement  primitâvea  est  égal  au  nombre  dé 
oaractèret  amignables  pour  les  foimes  prpfnement  primitives  d^ 
ce  déterminant^  et  le  nombre  de  «nss  classes  qui  .sont  pôsitiTes  en 
est  la  moitié. 

a*;  Quand  D  fest  un  nombre  p0itt|f  ^rré  h',  on  démontre-  &• 

cilement  qne  toptes  les  formes  appartiennent  à  des  classes  difTc- 
rentes.  Mais  on  peut,  dans  ce  cas,  parvenir  plus  simplement  à 
la  solution  du  problème.  Comme,  par  le  n"  a  10,  dans  toute  classe 
ambiguë  proprement  primitive  on  doit  trouver  une  forme  réduite 
(â,  h,  q),  dans  laquelle  a  est  une  valeur  de  l'expression  ^\ 
<mod,  aA},.  cpmprise.entre  •  et  aA— ^ ,  et  que  cette  propriété  leur 
.est  particnlière,  on  Toit  qu*!! '7  «i^ra  aniant  'de  clattes  ambiguës 
iwpprqq^ntprimitives^  qu'on  peut  tiRmTer  de  valeurs  de  cette  «Kprei- 
«ion;  or  on  déduit  sans  peine,  du  n'  ïo5,  que  le  nombre  de  cet 
valeurs  est  2",  ou  a"-^',  ou  a""^',  suivant  qu'on  aura  =  ou 
=4»  ou  (raod.  8)  ,  //  désignant  le  nombre  des  diviseurs  pre- 
miers impairs  de  Donc  le  nombre  de  classes  ambiguës  pro- 
prement primitives  est  toujours  égal  à  la  moitié  des  formes  du 
n*  précédent,  on  an  nombre  de  caractères  possibles. 

5%  Quand  D  est  positif  non  quarré;  déduisons  des  formes 
{At  B,  C)  contenues  dans  fV,  d'autres  formes  (yi ,  £*,  C)  en 
prenant,  ■fi'si?  (mod.^)  et  compris  entre  j/l^  et  \/DzpA  (le 
sigp«  supérieur  ayant  lien  quand  wtf  est  positif»  le  signe  in^h-ienr 

qnand ^  «t négatif),  et  C==^^,  Désignons  par  JV'  l'en- 

setoble  de  toutes  ces  formes^  elles  seront  évidemment  tontes  pM>- 
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prement  primitives,  ambiguës,  de  déterminant  D  et  non  iden- 
tiques -,  elles  seront  d'ailleurs  réduites  :  en  effet,  si  <  \/D , 
/?'  sera  évidemment  <.\/D  et  positif-,  en  outre,  B'->\/Dz3p  A , 
i  t  parconséquent  ^>\/Z?  —  B' y  donc  A  pris  positivement  est 
compris  entre  \^D  +  B^tt  yD — ff,  SïA>\/Df  ^  n'est  pas 
Bo,  puisque  nom  âTOne  rejeté  les  fermes  dans  lesquelles  ces  deux 
drcoDStances  étaient  réunies»,  mais  il  est  s|.jdf;  dene  ^  est  « 
en  grandeur,  =:|^,  et  il  sera  positif,  car  on  a  ^<3|/J7 y  par- 
tant rh^^^  tombera  entre  les  limites  assignées  k  et  sera  con- 
gru à  B,  suivant  le  module  A',  àonc  B'=z:àz  \  A ,  donc  ^<v/7> 
ou  ^B'<i\/D-\-B',  et  parconséquent  A<i\/D^B':  donc  enfin 
dzA  tombera  nécessairement  entre  les  limites  v^Z>  +  jS'  et 
y/D-^J^,  £n  outre,  fV'  contiendra  toutes  les  formes  réduites 
proprement  primitives  et  ambiguës  j  en  efièt,  si  (a,  b,  c)  est  une 
ferme  de  cette  espice»  on  aura  ou  5f«  (mod.a)}  dans  le 
promier  cas,  on  ne  ponita  paswroir  b<,a,  nî  partaiit  a>|/i7; 

donc  la  ferme  (a,  c,  "'^)  sera  certainement "eoafenue  dans7P% 

et  partant  (a,  b,  c) ,  qui  lui  correspond ,  le  sera  dans  ?y'\  dans  le 
second  on  a  nécessairement  a<av^i^,  et  partant  la  ferme 

(  o,  îa,  ça  —7)         contenue  dans  TV,  et  la  forme  {a,  b,  c), 

qui  lui  correspond,  le  sera  dans  jy.  Il  suit  de  là  que  le  nombre 
des  formes  de  TV  est  égal  au  nombre  de  formes  réduites,  ambi- 
guës et  proprement  primitives  de  déterminant  D.  Mais  comme 
dans  toute  classe  ambiguë  il  y  a  deux  fermes  réduites  râHblgûës 
(n«*  187,  194),  le  nombre  des  dasses  ambiguës  proprement  pri« 
mltives  de  déterminant  D  sera  la  moitié  du  nombre  des  fermée 
de  fVf  on  la  moitié  du  nombre  de  tons  lel  caractères  assignables. 

a5g.  Le  nombre  des  classes  ambiguës  improprement  primltiires 
de  déterminant  D ,  est  toujours  égal  an  nombre  de  celles  qui  sont 
proprement  prlmitiTCS.  Soit  iCla  dasse  principale,  et  K\  K',  etc. 
les  antres  classes  ambiguSs  proprement  primitives  de  même  déter- 
minanty  L  une  classe  ambiguë  improprement  primitire,  celle, 
par  exemple,  qni  contient  la  forme  (a,  1,  '  — r^)  ;  la  classe  L 
résultera  de  la  composition  de  if  avec  I.  elle-même,  et  si  nous 
nommons  1/,  L',  etc.  les  daiies  qui  proTienaent  de  la  compoù-  . 
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tion  de  Ift  classe  avec  les  classes  A',  iC',  «lo.  respectivement, 
ces  clasieis  seront  toutes  improprement  priiQitires,  ambiguës  et 
de  même  détermiaant  .Z>.  JLe  tUeurèmc  ^ca4oiKî  prouvé  ,  aussitôt 
que  DOua  aurons 

n«i»4itfiiigac[CDni.'<lfliaioaiL:.  . 

I*.  ÏQuaiid  'le  noinbn  ^  daitei  iiiipi;;opr«mtoBt  priipihîf  esf 
égal  au  nonibce  ^  «stanes  ^oprement  prlmUiyei ,  chacnne'dei 
pveimères  naît  Je  la  composition  de  la  classa  X  avec  une  classa 
déterminée  propreinent  primitive;  d'où  il  suit  qué  Ij,  V,  L',  etc. 
teront  nédessaîrcmcnt  toutes  différentes/Mais  en  désignant  par  A 
une  classe  quelconque  ambiguë  improprement  primitive  de  déter- 
minant Z? ,  on  peut  trouver  une  classe  proprement  primitive  X, 
telle  qu'où  ait  A  . i>=A,  et  si  la  classe  X'  est  opposée  à  la 
oka»e  Xivimê.  anai  X'^ss  A  ,  puiaqna.  jL  «kaài«Nift  aUaa» 
ttÉmaalam  opposâaa^  Anoom*  aiftmaiwnaarit.35cg^».'jèe>pai» 
tant  jriaiilv»a:dbsaeiamUgiHb:  iKheiroavnr&t)^  parnii/laàlaliMai 
JJTj  E-'f  i!^!»  etpi^  et  A  parmi  les  daises  L,  II,  L%  etc. 

'  3*.  \Qahiid'i0.«OBbn  <e  relaiiai  .ampropremaBi  primitives. est 
iBob  Ûii  JBoiMgraml  -que  oalulidis  altfms  proprement  primiftimi 

soit  //  la  classe  dans  laquelle  est  la*fonne  ^4^  ^»  iE^' celle 

asms.l^iïe  W  '5^  Jjf  et  ^''të^ODt|Kropra- 

nastrprlenilitVH.^  MSraqlai  Mnit>«olke  «ttea  ^'inwc  Ja  closia 
pfinoi^a)6  &  v.aii  a  :4*iaUlMis  '^nB'aaJC  ,  M'.stsBi,uB!»sai 
8i  BuintebaDt . A  est  nue  classe  quelcoiiqiib  improprement  primi*' 
tivc  de  déterminant  qui  résulte  de  la  composition  de  la  classe  j& 
avec  tnifl  classe  proprement  primitive  X,  on  aura  aussi  As=X.  X»f/, 
A=s£i.  X.H',:et  il  n'jr  atira:  que  les  trois  classes  (proprement  pri- 
niitivps et  différentes)  X,  XM,  qui,  composées  avec  7., 

aâflQt  ik  ptairaéiiiltaDieé  Dooe/ii  A  ait  tne  olapse  ambiguë  et  que 
;2C'.aait  opposé*  à      tm  aaray«oiBniie:el-deasaff,  ^.sKXiX',  et 
fartant     sera  one^es  traiiclassas     X-H,  X^Wi\  or»i  Xts^X^ 
■X'  sera  une  classe  aièbiguei  «  X'^X.HyCm  bura.C 
Kssi^.^'^^\JS[^^.a'^(^X.a'yyÉ^  Xm'^  une  classe 

Oo* 
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I  ambigoë  ',  011  pTèuVèffait  \)e>mênie  qu^n  Mpp(asMt'X*'âm  Jf  .Jt»"^'  il* 

'  tiBBÊiânait  if^ve  X.  il  en  ube         «pnbignS v 4'éù 'IVm  pent ' con- 

I  dure  que  A  se  trouve  nécessairement  parmi  les  classes  L ,  L' , 

L" ,  etc.  Mais  on  voit  iacilement  que  parmi  les  trois  classes  X, 
I  X.H,  X.H'f  il  ne  peut  y  en  avoir  qu'une  ambiguë.  En  effet , 

'  ai  Xet  X.H  étaient  ambiguës,  -oa  m  elles  étaient  identiques  avec 

lenn  opposées  respectives  X,  H\  oa  snmit  X.His  X,H\ 
on  H.^B**  Ii<a  mtoie  co;;iclDÛon  résulterait/  de  la  supposition  de 
rombiguité  simultanée  dés  classes  Xel  X.iï' >  enfin  si  X.^  et 
X*H'  étaient  ambiguës  on  identiques  avec  leurs  opposées  respec- 
tives X.H'y  X  .H,  il  en  résulterait  X.H=:X' .H%  X.li'z=^X' .H, 
et  parlant  X.X' .  //»=  X.  X'.//'*,  ou  H'=zH'*  et  ff— H  .11  n'y 
aura  donc  qu'une  seule  classe  ambiguë  proprement  primitive  qui, 
composée  avec  L ,  puisse  produire  A  ,  et  parcouséqueat  toutes  les 
èlassès  X,      Z.%  etc;  seront  dîÉSrentes.  ^  " 

Le  nombre  des  claisses  ambiguës  d'un  ordre  dérivé  est  évidem- 
ment égal  au  nombre  des  classes  ambiguës  de  l'ordre  primitif  dont 
il  est  dérivé ,  et  pourra  ainsi  se  déterminer  par  ce  qui  prébfede. 

•'•  ■  -   '  '  '    ■  ■'  ^  ' .  . 
a6o.  Problème.  La  classe  proprement  primitii'e  K  ,  résul- 
tant de  la  duplication  d'une  classe   k  proprement  primitii'e  de 
même  déterminant  1"),  on  demande  toutes JCS  0l(ksses  semblahleû 
çlont  la  diiplicatit^n  donnô^^»   •   • 

Soit  H  la  classe  principale  de  déterminant  Dy  et  H' ,  H', 
Wf  etc.  les  autres  classes  ambiguës  de  ce  déterminant  ;  désignons 
par  k',  k',.  AT,  etc.  les  classes  k.Ef',  k.W,  A.£r*,  elOr-,  toutes 
les  dasses,^,  k^,  etc.  seront  propMosent'pfiraitifei  et  diff|nntet 
'«Dire .elles,  et, l'on  TOit  fâeil«ni«nt  ffit  JCifitflrdi  Uidoplienlion 
/de  ohacnne  ' d'elles.  Or  en  Bbnuiniiti  iSi>tttMf  chese  ^dêlobnque 
proprement  primitive  de  «délerninaDt-.iy»  'i|fli;pii}dalsè'JE  par  sa 
duplication  y  elle  sera  néàetiairemenb  comprise  parmi  les  classes 
•  k,  k\  k\  etc.;  en  effet,  en  supposant  X=kh,  dans  lequel  h 
est  une  forme  propremexit  primitive  de  déterminant  D  (n*  349)» 
on  aura  k\h*=:Ki  mais  A.»=ï:  A>  done  /CMsst^K^  et  partant 
e^t  doacaïuhSgviîl.  et  le  lrcruTeralpiCTa.  lit  Iclassest  iif» 
^^fi%.eto.i(  4oDfi  X  Jertfioovefa  {«rmi  Jkt  ela«bt  k,  i^yii^  etc. 
ÀifPl  M  «huM  doBMlK  Ja  tolotion  con^ilèle  dii  pnlilftQUU^ 
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Au  reste >  il  est  évident  que  dant  k  cas. où  D  est  négatif^  il 
y  a  panniles  tHuifêi  K,  JC,JC,  etc.  autant  de  classe»  potàtiTei 
iqnè'de  négatim».      '  '  • 

Puisque  toute  classe  proprement  primitive  de  déterminant  D 
qui  résulte  de  U  duplicAtion  d'ime  certaine  cl&sse,  peut  résulter 
de  la-doplicatien  d'anfant.de.cUusci  semblables  qu'il  j  a  dectaisef 
proprenient ,  prîmitives  ambiguës  de  d^tenninaiit  'D, .  il  -çst  évî^^ 
que  si  le  nombre  des  classes  proprement  primitives  isft  r,  etqné 
le  nombre  des  claûes  ambiguës  proprement  primitÏTet  toit  n^oÂ 

ium  -  pmir  le  nombre  des  classes  propvement  primitives  ^  djiMi* 

minant  D  (}ai  péliveat'résalter  dé  là  duplieatioa  de  «lasses  deïti 
même  espèee.  OÀr  tfonve'  lè 'mémé  léspltat  pour  tet-délétmfBani 
taëgatifi/  en  restreijgoàiit  la  signi6cation  de  r  et  is  aux  é1âsiee>po* 
sitives  setilêment,  Par  exemple,  pour  JD= — i6t ,  le  nombre  des 

classes  proprement  primitives  est  iG,  celui  des  classes  ambiguës  4; 
partant,  le  nombre  de  classes  proprement  primitives  qni  peuvent 
résulter  de  la  duplication  d'une  classe  proprement  primitive  est 
nécessairement  4.>  et^'oii  trouve  eflFectivemeutque  toutes  les  classes 
du  genre  principal a6nt4onées' de. cette  propriété»  savoir j  la  classa 
ffincipale  (t,  :o,  161),  qui  na|£de  la  duplication  des  quatre  classe^ 
ambiguës;  la  classe  (a,  i8);deladaplieation  des  dasses  (9, 1/16)^ 
<^,-Hi>  i8),-(ii,.a,  i5),  (lï,— 2,  i5)i  la  classe  (9,  î,,  i3;,deia 
duplication  des  classés  (3,  1,  54),  (6,  1,  37),  (5,— a,  33),  (ip,  3j  17); 
enfin  la  classe  (9,  — i,  18) ,  de  la  duplication  des  dasses  (3, 1-1^ 
(6,  —I,  37),  (5,  a,  33)  ,  (10,  —3,  .17).     .  ■  r  ■ 

5G1.  TnÉoniME.  La  moitié  des  caractères  assignables i  pôw  . 
îin  déterminant  positif  non  quarré,  peut  n*appartenir  à  aucun 
genre  proprement  primitif,  et  pour  un  déterminant  négat^,  à 
uucun  genre  propremeht  primitif  positif,  . 

Soit  m  le  nppibre  de  tous  les  genres  proprement  primitifs,  po- 
sitifs s'il  y  a  lieu,  de  déterminant  Dj  k  le  nombre  des  classes 
de  chaque  genre,  km  sera  (n'  aSa)  le  nombre  total  des  classes 
proprement  punitives,  n  le  nombre  de  tous  les  caractères  diffé- 
tSpM  as^gp^^les.pour  je  déterminant  D.  Alors,  par  le  o»  a58,  le 
JUMpbiif^  de  tonte»  lçpi,j^q^s^higuiB8  proprement  primitives  sera 
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n'f  donc  par  le  ^n*  piécédent  le  aombre  de  toutes  les  classes  prq^ 
premeat  primitiws  qui  peuvent  lésolter  de  la  duplication  de  claaiet 
semblables  est  — ;  niais(n*  347)  tontes  ces  classes  appartiennent 

n 

au  genre  principal  qui  contient  un  nombre  k  de  classes  -,  si  donc 
toutes  les  classes  du  genre  principal  peuvent  proveoic  de  la  du" 
plication  de  quelque  cIësse>ceqoe  nous  . prouverons  par  la  suite« 

on  aucait  ^=:^  ou  /n==".  Mais  il  est  certain  que  l'on  ne  peut 
4yo|r         k  ni  paiconséquent  m       Ainsi,  puisque  le  nombre 

des  genres  pMpi«Rnent"pcimîtift  ne  peut  être  plus  grand  que  la 
meitii^  du  nombre  des  earactèref  assignable»,  il  7  a  au  moins  la 
moitié  de  osa  derniers  qui  ne  répondent  à  aucun  genre.  Au  reste , 
il  faut  bien  remarquer  qu'il  ne  suit  pas  encore  de  là,  que  les 
genres  proprement  primitifs  répondent  en  effet  à  la  moitié  de  ces 
caractères-,  mais  nous  pourrons,  plùs  basf,  tirer  cette  virité  des 
propriétés  les  plus  abstraites  des  nombres. 

Comme  pour  un  déterminant  négatif,  il  J  a  autant  de  genres 
négatifs  que  de  positifs,  il  est  clair  qu'il n>  a  pas  plus  de  la 
moitié  de  tous  les  caraotftfes  assignables  qui  poiswnt  apparte- 
nir à  des  genres  proprement  primitift  négatifs,  nous  reviendrons 
plus  bas  sur  cesiqet,  $ioû  que  sur  les  genres  improprement  pri- 
mitifii.  Nons  finirons  en  observant  que  le  théorème  n'est  pas  ap- 
plicable aux  déterminans  positifs  quarrés,  pour  lesquels  on  peut 
Voir  sans  peine  que  chaque,  caractère  répond  effectivement  à  ua 
genre. 

262.  Ainsi,  lorsqnepour  un  déterminant  donné,  non  quarré,  il  ne 
peut  y  avoir  que  deux  caractères ,  il  n'y  a  qu'un  genre  proprement 
primitifC  positif),  qui  est  nécessairement  le  genre  principal.  Cela 
arrive  pour  les  déterminans-i,  H-a,-a,  -4.1esnombtespremlm 
de  la  forme  ,  elles  nombres  prèmieis  de  la  forme  4rt+5  pris 
négativement,  en6n  pour  toutes  les  pnisswices  impaires  de  nombres 
premiers  de  la  ferme  4«+'>  P"»««  positivement  et  pour toutesles 
puissances  des  nombres  premiers  de  la  forme  4"-f-5,  prises  positive- 
ment ou  négativement,  suivant  que  les  exposans  sont  pairs  ou 
impairs.  Nous  pouvons  déduire  de  là  une  nouvelle  démonstration. 
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sén'MuIdme^t  pour  le  tliéarèmc  foudaâiental}  mais  eoéore  pour, 
les  autres  théorèmes  de  la  set  tion  précédente,  relatifs  aux  ré- 
sidus —  I,  +2,  — 2,  basée  sur  des  principes  tout-à-fait  diflc- 
rens,  et  non  moins  élégante  (iiie  la  première.  Nous  ne  nous  oc- 
cuperons pas  du  déterminant  — 4  et  de  ceux  qui  sont  des  puissances 
dénombres  premiers ,  parcequ'ils  n'appreuMnt  lien  de  notirean* 

Pourle  déterminant}—!,  il  n*jr  a  aucune  forme  positive  dont  le  ca- 
ractère soit  5,4  'j  pour  ledéterminant  2,  il  n'j  a  absolument  aucune 
forme  dont  le  caractère  soit  5  et5,S',  pour  le  déterminant'— a,  il  n'j 
a  anémie  fimné  peihiredoiit  le  caractère  soit  5  tt"j,9,  Ponr  le- 
déterminant  p»  np  ntrmt  aomlire'de  Insferaïf  4n4->»  vu  pour 
le  déterminant'-^*  ù  /i  est  un  nombre  de  la  forme  4'^^3,  an- 
cune  forme  proprement  primitive  (potitiFe  dans  le  dernier  cas) 
n'aura  le  caractère  Np.  Cela  posé ,  nous  démontrons  comn»  il 
mit  le  théorème  fondamental,  et. les  antret  précités: 

I*.  —  I  est  non-résida  de  tout  nombre  positif  de  la  Ibrdie  4'^^S• 
En  effets  si  — i  est  résidu  .d'un  tel  nombre  ji,  en  faifEOt 
—  z=^* — y^C,  (y4,  B,  C)  serait  une  foriiie  de  déterminant 
r^if  dont  le  caractère  serait  3,4* 

*  a*.  -«X  est  résida  de  tout  nombre  premier delà  forme  4^-^-1 1 
car  le  caractère  de  la  forme  ( — i,  o,  p),  comme  celui  de  toutes 
les  formes  de  déterminant  p,  sera  ,J^.,  donc  ^\R,pm 

5%  4*3  et'— a  sont  résidus  de  tout  nombre. premier  de  la 
ferme  8isH*i;  car  les  fermes  (s,  1,        ,  (—S,  1,  ou 

les  formes  (^8,  3,  ^y^)  >       8#  3*  ^T^)  proprement  jwi- 

mitivès  de  déterminant  p ,  suivant  que  n  est  impair  ou  pair;  donc 
leur  caractère'  est  Rp\  donc  %Rp  et  -^^Bp',  d'o&  (n*  ^)  ^Rp  et 

4*«  4- a  est  non-résidu  de.  tout  nombre  d(y4a  forme  8n-f-3  on 
8«+5-,  car  s'il  était  résidu  d'un  tel  nombre  A  y  il  j  aurait  une 
forme  B ,  de  déterminant  a  dont  le  caractère  serait 
3  et  5,8.  :       '  •  '  •  ■  ' 

.  5*.  De  même  ^a  est  aôn-résidu  de  font  nombre  de  la  ferme 
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fl«-f.5,  Sn^j;  sans  quoi  il  y  aurait  une  forme  (^rf,  B,  C)  àe' 

âëtenaitiant  -^a  dont  le  caractère  serait  5  et  7,8. 

6*.  —a  é8t  résidu  de  tout  nombre  premier  p  de  la  forme  8/2+5, 
On  peut  ptOuver  cetlè  proposition  de  deuv  manières.  D'abord , 
2  étant  N.p  et  — i  aussi,  on  aura  m-cessairement  (n*  98)  — 2Pp. 
Etisuite  si  l'on  conSidèrC  le  déterminant  -^ip,  pour  lequel  il  j  a 
quatre  caractëfes  asaignables :  R»p,  1  et  3,8;  Ii,p,  5  etjjô-, 
N.p,  I  et  3^8}  N.p,  5  et  7,8 j  U  taioidé  an  noIiM  Ile  répond  k 
anoon  g^ace«  Olr  la  fi^rnle  (i»  -^a^}  a  le  pcemier  caradèie*' 
]a.lbraiè  (-^i»  o>  ap)  a  le  quntciènisj  donc  le  demièno  et  le 
troisième  doivent  être  rejetés.  Ainii»  coQtme  le  cautère  de  I» 
Ibrme  (p,  à,  -^si),  relàtirement  au  nombre  8,  e«t  i  et  3,8,  soa 
aacactèra,  relativement  à     ne  pourra  être  que  Bp  >  donc  — ai?/;. 

7*.  3  est  résidu  de  tout  nombre  premier  p  de  la  forme  8/Z+7; 
on  peut  de  même  prouver  cette  proposition  de  deux  manières. 
D'abord,  — a  étant  non-résidu  de /?  et  — x  aussi,  on  a  nécessairement 

£iiioito>  Obtnme  l'une  ou  l'antM  de»  finum  i, 

(s,  5,         est  proprement  primitifv  de  déteiiidnent'^p,tidTanft 

que  n  est  pair  ou  impair^  son  caiactèfe  sera  R.p,  donc  dR^pp 

et  parlant  ai?/?. 

8'.  Tout  nombre  premier  p  de  la  forme  4'^-4-i  est  non-résidu 
de  tout  nombre  impair  g  qui  D'est  pas  résidu  de  p.  Car  il  est 
clair  que  si  p  étiHk  rédda.de  il  y  aurait  une  fimne  pcopre* 
ment  primifiTO'  de  délëimiiiant    dont  te  caractère  eemit  N.p.  - 

9*.  De  la  même  manière ,  si  un  nombre  quelconque  impair  ç 
est  Don-résidu  d'un  nombre  premier  p  de  la  forme  ^n-^Z,  — /? 
sera  non-résidn  de^;  aulcentent  il  j  aurait  une  ferme  positive^ 
proprement  priniitiTe^  et  de  déténninant-^)»  dont  le  caractère 
serait  N.p* 

ïo\  Tout  nombre  premier  p  de  la  fiirm*  4«+»  résidu  de 
tout  anire  nombre  premier  ç  qui  est  résidu  de  p.  En  effet  >  liy 
est  aussi  de  la  forme  4ii-f-i  $  cette  proposition'  est'  une  suite  de  la 
huitième^  mais  si  7  est  de  la  forme  4»+^»  —Ç  sera  résidu  de  p 
par  la  deusièmé  piopctil&ott ,  el  partant ,  pai^  ta  neuTiime,  pR.q» 
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•  ■  II*.  Si  un  nombre  premier  quelconque  q  est  résidu  d*un  nombre 
■premier;?  de  la  ferme  4/z-j-5,  — p  sera  résidu  de  q\  en  effet, 
si  q  est  de  la  forme  4«4-i»  il  suit  de  la  proposition  8  que 7^ ii. y, 
et  partant,  par  la  deuxième ,  — pR-q'i  mais  le  eat  o&  ^  est  de  la 
fi)raie4's+S  <e  foestrait  à  cette  médiodes  cepeodanftonpeatfii- 
eilement  le  traiter,  par  la  eoniîdtf ration  do  déteminant  '•f>^( 
car ,  des  quatre  caractîsres  assignables  pour  ce  détetamaatt 
R.p,  R.q-,  R.p,  y  q',  N.p,  R.q;  N.p ,  N.q ,  il  ny  ^en  n  qoB 
deux  (jui  appartiennent  à  des  genres,  et  les  formes  (i,  — pq\ 
( — I,  o,  pq)  ajant  pour  caractères,  la  première  Bp,  Rq,  la  seconde 
NpfNq,  les  deux  autres  n'appartiennent  à  aucun  genre.  Ainsi  ^ 
comme  le  caractfcie  de  la  forme  (/f,  o,  p)  est  par  hjpothèlè  R*p, 
le  caractère  de  là  même  forme,  à  Tégard  du  nombre  -^^  doit 
ftre        et  partant  r-^A.^.' 

Si  l'on  suppose,  dans  la  huitième  et  la  neurièmê  proposition  » 
que  ç  désigne  un  nombre  pcemier,  et  qu'on  les  réunisse  k  là 
dixième  et  à  la  onzième,  on  aura  la  démonstration  complète  dn 
■théorème  fondamental  de  la  section  précédente. 

a65.  Après  avoir  confirmé  le  tb/éorème  fondamenta.!  par  ose 
nouvelle  démonstration,  nous  allons  nous  occuper  de  distinguer 
celle  moitié  des  caractères,  auxquels  nous  avons  vu  qu'il  ne  ré- 
pond aucunes  formes  proprement  primitives  positives  pour  nn  dé- 
terminant quelconque  noo-quarréo  Npu^  j  p^viendroi^s  d'autant 
plus  fiwibmeBt  que  les  Mmoâ  ^  De|le4UçQ««û»  sont  déjà  ren- 
•ftriiiéa  dans  les  leofaenhes  desB**  l47'«i-.i:^*j$pi|e*le  plusgrand. 
qnacré  qui  puisse  diviser  le  détenoinant  proposé      et  Ds^33f^t 
desorte'que  U  ne  renferme  aaoïm  facteur  quarré.  Soient  encore 
a  y  b,  c,  etc.  tous  les  diviseurs  premiers  impairs  de  D',  D'  sera, 
abstraction  faite  du  signe,  le  produit  de  ces  diviseurs,  ou  le  double 
de  ce  produit.  Désignons  par  «u  l'ensemble  des  caraclères  parti- 
culiers N.a,  N.b,  N.c,  etc.,  seul  quand         i  (mod.  4),  et 
-en  7  joignant  le  caractère  0,4,  quand  I^^î  et  que  #  est  im- 
-pair  on  kqpaiffement.pair;  ou  en  y  joignant  les  can^elères  5,8 
'et  7,8,  quand  i^sS,  ee4|oe  ^est  pairemeat  pair}  en  y  joi- 
gnant le  caractère^  et 5,^,  oij  ks  deux  3,3  et  5,8,  quand  Z)'=a 

•  (mod.  8),  et  que  e  est  impair  ou  piair»  ou, les  deux  5,8  et  7,8,  quand 
^  ZXs6  (mod.  8) et  9^    est  pair,  ou  in^pair.  Cela .  posé  9  il  ae 

a 
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répondra  aucun  genre  proprement  primitif  (positif)  À  tan 
MCtères  compiets  qui  renfermeront  un  nombre  impair  des  carao 
tôfet  pArticulien  «.  Dans  tous  les  cas,  les  caractères  particuViers 
qui  esprinaent  U  reUûon  à  l'égard  de  diviseurs  de  D  qui  ne  sont 
fas  dinMim  de  il',,  n'influent  pas  sur  la  pomibilité  ou  l  impos- 
fibilifë  .des  genres.  Or>  par  lA  théorie  des  combinaisons,  ou  voit 
nisrfmimt;qne  l'on  exclut  eflèoliveoient  la  moitié  de  tous,  les  oa^ 
taptères:  complets' assignables*  . 

'  I«a*dénunis(tratÎQa  s'établit  de  la  manlire  suivante: 

Des  principes  de  la  section  piécédenté^  on  des  théoromes  que 
nous  Venons  de  démontrer  pour  la  seconde  (bis,  on  dédnit  'sans 
peine  que  si  p  est  un  nombre  premier  impair  et  positif  qui  né  éi- 

.  vise  pas  D,  et  auquel  s'applique  un  des  caractères  rejetés,  D' 
renfermera  un  nombre  impair  de  facteurs  qui  sont  non-résidus  de  p, 
rt  que  parconséquent  D',  et  par  suite  D,  sera  non -résidu  de  p. 
Or  on  voit  facilement  (n*  aaS)  qu'on  ne  peut  supposer  l'existence 
d'un  quelconque  des  caractères  rejetés^  et  à-Ia-fois  que  ce  carac- 
tère n'appartienne  à  aucun  focteur  d'un  produit  detant  de  nombres 
freoiiers  mo'D  qu'on*  ▼ôndftaj  d'o&j  rëciproqnemcDt>  ilestolair 
que  tout  noinbrè  impair  positif  premier  avec  D,  auquel  oonvient 
vn  des  caractères  rejetés ,  renfiMrmera  nécessairement  un  fiustenc 
premier  auquel  le  caractère  appartienne,  et  que  parlant*  Z>  est 
non-résidu  de  ce  nombre.  Si  donc  il  existait  une  forme  propre- 
ment primitive  (positive)  de  déterminant  JJ  auquel  répondît  ce 

.  caractère  ,  D  serait  non-résidu  de  tout  nombre  positif  impair  pre- 
mier avec  lui,  qui  pourrait  être  représenté  par  cette  forme,  ce 
qui  est  contradictoire'  avec  le  théorème  du  n*  i54«  -  *' 

On  peut  prendre  pour  exemple  les  classifications  données  aux 
n'"  aSo  et  a3i.  Chacun  pourra  d'ailleurs  en  augmenter  le  nombre 
à  folonté.  . 

a64'  De  cette  manière ,  tous  les  caractères  assignables  pour  un 
déterminant  donné  se  divisent  en  deux  espèces  P,  Q,  dont  cha- 
cune est  composée  d*nn  même  nombre^  et  de  manière  qul^ueniie 
ferme  proprement  primitive  ne  puisse  '  avoir  un  des  caraistèree 
de  Q  mais  quant  à  'P-,  jusqu'à  présent  dea  n'empêche  que  dba- 
'  cnn  des  eatactèrès  qui  /'  sont  contettus  n^ippattienne  à  4fft£xflife 


Digitized  by  Google 


ARITHMÉTIQUES.  Sot* 

temblablet.  A  l'égard  de  ces  dflia  djpèoct  de  euaetiretf  on  xe- 
snarquera la  propotltimi  fulvanle»  qui  te, déduit  fiumeinéiit  de  1* 
naturs.  même  de  ces  caractères  :  Si  l*on  compose  un  cara^èfû 
de  P  auec  un  caractère  de  Q  (en. feignant  qu'il  existe  des  genres 

qui  répondent  à  cette  espèce  de  caractère,  et  y  appliquant  ce  qui 
a  été  dit  n*  a46)  trouvera  un  caractère  de  Qi  si  l'on  com- 
pose  deux  caractères  de  P ,  ou  deux  caractères  de  Q,le  carac- 
tère résultant  appartient  à  P.  A  l'aide  de  ce  théorème,  on  peut 
anssi  exclure  la  moitié  de«  earactèrm  pour  les  gences  négatib  et 
improprement  primitif ,  de  U  manière  suivante  :  ' 

i*.  Pour  le  déterminant  négatif  D,  les  genres  négatifs  sont 
contraires  aux  genres  positifs,  c'est-à-dire ,  que  les  caractères  de  P 
n'appartieudront  à  aucun  genre  négatif,  et  que  ces  genres  n'auront 
que  des  caractèies  de  l'espèce  Q.  En  eflfet,  quand-2Xai  (mod»4% 
•^ly  sera  nn  nombre  positif  de  la  ferme  4^+3 ,  et  parodoséqnent 
parmi  les  nombres  a,  b,  c,  etc.  il  j  en  anra  un  nombre  impair 
de  la  forme  4^  +  5,  de  chacun  desquels  — i  sera  non-résidu  » 
d'où  il  suit  que  le  caractère  complet  de  la  forme  ( — i,  o,  2>) 
renferme  un  nombre  impair  des  caractères  particuliers  de  a,  ou 
qu'il  appartient  à  Q.  Quand  Z)'=3  (mod.  4}>  par  la  môme  raison, 
entre  les  nombres  a,  b,  c,  etc.,  il  n'y  en  aura  aucun,  ou  il 
J  en  an»  nh  nombre  pair  de  la  iwrmé  4^+^}  mais  comme  dami 
ce  cas  le  caractère  complet  de  la  forme  (^i,  o,  D)  renferme  fou 
on  l'anlKe  des  deux  jearactèreip  pactienliers  5,8  ou  7,8,  il  e«t  clair 
'  que  ce  caractère  complet  appartient  encore  A  On  obtient  sana 
peine  la  même  conclusion  dans  les  autres  cas,  desorte  .que  le 
caractère  de  la  forme  négative  ( — 1,  o,  D)  est  toujours  compris 
dans  Q.  Mais  comme  cette  forme,  composée  avec  une  autre  forme 
quelconque  proprement  primitive  et  négative,  donne  pour  résultante 
nne feime semblable  positive,  on  voit  fedlement  qn'aueone  forme 
proprement  primitive  négiitive  ne  pent  avoir  nn  des  caractères 
de  P.  • 

a*.  On  prouve  de  même,  pour  les  genres  improprement  priraî- 
•tife  positifs,  que  la  chose  a  lieu  comme  pour  les  genres  propre- 
.ment  primitift,  on  d'une  manière  contraire,,  ^uiv^t  que  ,i7s  1 
.on  ssS  (mod.  8).  Car  dans  le  premier. cas,  onjai^ra  anps|l..X!'si 
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(mod.  8);  d'rà  l'on  oondatfiuileiiniit  <|ne  parmi  lei  nombre  a,  9i 

e,  etc. ,  ilny  «nraaoeoiiTOiiibce  de  la  forme  8a-|-5  ,  et  de  U  forma 

Bn-j-S,  ou  qa*il  y  en  aura  on  nombre  pair»  puisque  le  produit 
do  tant  de  nombres  impairs  qu'on  voudra,  parmi  lesquels  les  fac- 
teurs des  formes  8rt-f-3  et  8/i-f.5  sont  pris  ensemble  en  noaibro 
impair,  est  toujours  =3  ou^5(mod.  8),  et  c]!ie  le  produite, 
à,  c,  etc.  doit  être  égal  à  i>'  ou  ii  — D',  Il  suit  de  là  que  lo 

caractère  complet  de  la  formç  "^T"^  °°  renferme  aucun 

caractère  de  a,  ou  en  renferme  un  nombre  pair,  et  que  partant 

il  appartient  à  P.  Maintenant,  comme  toute  forme  positive,  im- 
proprement primitive  et  de  déterminant  D  peut  être  considérée 

comme  eompoa^  de  (a,  i,  ^^^^  et  d'une  forme  positive  propre- 
ment prifflitife  et  de  même  déterminant  on  voit  qn*ancnne  forme 
positive imptopneyient  primitive  ne  peut  avoir  un  des  caractères  de 
Q,  Dans  le  second  cas,  où  Zfe5  (raod.  8),  au  contraire,  D'  qui  sera 
aussi  ^  5  renfermera  nécessairement  un  nombre  impair  de  facteurs 
rde  la  forme  8/2  +  3 ,  et  de  la  forme  Sn-j-S,  d'où  l'on  conclut  que  le 

camctère  de  la  forme  Qk,  t,  et  parlant  celui  de  tonte  forme 

positive  improprement  primitive  de  déterminant  D,  appartient 
k  Q,  et  qu'il  n'/  en  a  aucun  qui  te  trouve  dans  P. 

S*.  Enfin,  pour  le -détermioant  négatif,  les  genres  improprement 
primitifi  négatift  toot  eneon  eontrairet  ans  positift;  o'ett-à>dire 
qu'île  n*aiirent  anenn  des  caractères  de  P  on  de  Q,  suivant  que 
D  =  i  ou  =  5  C  mod.  8  ) ,  ou  suivant  que  — D  est  de  la  forme 
Sn-i-j,  ou  8/ï  -f-  3.  On  déduit  facilement  cette  proposition  de  ce 
que  la  forme  ( —  1 ,  o-,  /)),  dont  le  caractère  est  compris  dans  Q  , 
composée  avec  les  formes  improprement  primitives  et  négatives  de 
même  déterminant ,  donne  des  formes  improprement  primitives 
et  positives  ^  et  que  parcouséquent ,  quand  on  eiclut  pour,  ces 
dernières  les  caractères  renfermé  dans  Q»  on  doit  eiclore  pont 
les  prendèrei  les  caractères  renfermés  dans  P ,  et  réciproquement. 

a65.  Les  reclierches  faites  aux  n'**  aSy,  a58,  sur  le  nombre  des 
«lasses  ambiguës,  et  qui  servent  de  ^ase  à  tout  ce  qui  précède  » 
penvent  fimc^  beaaooop  d'aoCm  résultats  très»dlpies  d'atlentioniL 
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qnc  nous  sommes  forcés  de  supprimer  j  cependant  nous  ne  pouvons 
passer  sous  silence  le  suivant,  qui  eiCi<enidf<|iiablépartoii  Aégance. 
Nous  KroM  fàli  voir  que  pour  un  détenoinant  positif  p,  qui  es^ 
nombre  premier  de  U  forme  4»'4~  *  >  ^'^^^^  qQ*mi6  datte* 
ambigoe  proprement  primitive  -,  ainsi  toutes  1er  fiMcinBfl'amblgBSr 
liioprement  primitives  de  ce  déterminant ,  sont  proprement  éqni- 
▼alentes  entre  elles.  Si  donc  b  est  le  nombre  entier  immédiate- 
ment au-dessous  de  \/p,  et  que  l'on  fasse  p — b^:=a',  les  formes 
(i,  b,  —  a'),  ( — 1,5,  a')  seront  proprement  équivalentes;  et 
partant,  comme  elles  sont  évidemment  toutes  les  deux  réduites , 
l'une  sera  contenue  daai  la  période  de  l'antre.  Eu  attribuant  k  la 
prendére  l'indice  o  dans  «a  p^ode ,  ceini  de  la  teoonde  sera  t^lces^ 
•airement  impair ,  poiiqne  tenri  termes  extrêmes  sont  de  dillîSrenif 
signes;  supposona*1e  ssa»»-f-i.  On  Toit  ftcîlement  que  li  les  fbrmet 
àoDt  les  indices  sont  i,^,^,  9tCg  sont  letpeetiveaient 

celles  dont  les  indices  sonta/n^  am  — i,3/n — 3^a/n — 5,  etc.» 
seront  *        '  ' 

(a',  (^a',  b',  a),(a%  y,~a'),  (—a",**,  a'),  etc. 

II  suit  de  là  que  si  la  forme  dont  l'indice  est  m,  est  B,  C),  la 
même  sera  ( — C,S, — A)  -,  donc  0=  —  ^  et  p  =  B* yï*  ; 
donc  tout  nombre  de  la  forme  4^*  + 1  est  décomposable  en  deux 
quarrés,  proposition  que  nous  avons  déjà  démontrée  (n*  i8a)  , 
mais  par  des  principes  tont-&*fiit  diffikeos.  Et  nons  pouvons  par- 
venir à  celte  décomposition  d*nne  manière  uniforme,  en  dévelop- 
pant la  période  de  la  forme  réduite  dont  le  premier  terme  est  i , 
et  dont  le  déterminant  est  le  nombre  à  partager  «  fnsqn'à  oe  que 
nous  trouvions  une  forme  dont  les  deux  termes  extrêmes  soient 
égaux  et  désigne  contraire.  Ainsi ^  par  ejcemple^  pour/;s=a53> 
ou  a 

(i,i5,  — 8),  (— 8,  9,  19),  (,g,,o,  — 7),  (— 7,  ii,»6), 
(16,  5,  — 13),  (~i5,8,  i5), 

d'où  a53  =  644-  169.  Au  reste,  il  est  clair  que  la  forme  (  A  , 
—  ^)  devant  être  proprement  primitive,  A  sera  nécessaire- 
ment impair^  et  partant,  £  pair.  Comme  pour  un  déterminant 
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poiUifTi  qui  ei^  im  noinlyzer  pvfwlw  4e  }&Sorm.4g!rh  >  «  il  n'/ 
a  non  plus  qu'une  seule  ambiguë  dans  Tordre  lll|piS||fiement  pri- 
mitif j  il  est  clair  que  si  g  est  le  nombre  impair  inilQiéiAiatement; 
au-dessous  de  \/p,  et  qu'eu  fasse  — g'==^h,  les  formes  réduite» 
(aj^--,  —  ah),  ( — 2, g, ah)  sont  proprement  écjui\  alcntcs  ,  et 
partant,  l'une  doit  être  comprise  dans  la  période  de  l'autre  :  de 
Xk,  par  des  raisonnemens  absolument  semblables  aux  précédens^ 
on  conclut  que  dipiLla  périod^^dla  forme  C^/gt-^^),  il  W 
l^paveii^inip  fi»ip%|opilei  fiiîiwf  o^mes  sont  égaux  et  de  sign^ 
«oi^nSnfiy^eaçf^^  peot  encore  tirer  de  là  la  décomposition  du 
iq^^q^lfa^f}^  «pf^  deni  qaarrés.  Mais  il  est  clair  que  les  termes  extrêmes 
seront  pairs ,  et  partant ,  celui  du  milieu  impair  ;  et  comme  il  est 
constant  i{uiin  nombre  premier  ne  peut  se  décomposer  que  d'une 
seule  manière  eu  deux  quarrés  ;  la  forme  trouvée  par  cette  deruit  re 
luéthode  sera  {B,  dzu^, —£),  ou  (  —  B,zf,yi,£),  Ainsi^^wic 
l'exemple  précédent^  où       a55 ,  on  a  ^ 

(a,  i5,  —4),  (-4,  i3,  i6),  (i6,  3,  -14),  (—,4,  ii,S),  (8,  i5,  -8), 
ot  âSSss  169-1-64,  eomme  plus  haoL 

a66.  Jmqa'à  présent  sont  «root  nstreint  nos  recherches  aux 
fimctions  da  second  degré  qui  ne  lenfement  que  deux  indéter- 
Biinées,  et  il  n'a  pas  é£s  néccisaii»  de  les  distiogoer  par  une  dé- 
nomination particulière  ^  mais  il  est  clair  que  ce  njel;  n*est  qu'une 
section  très-particulière  des  /onctions  algébriques  rationnelles  , 
entières  et  homogènes ,  qui  renferment  plusieurs  inconnues.  Ces 
fonctions  peuvent  se  distribuer  en  formes  du  premier,  du  deuxième, 
du  troisième,  etc.  degré j  et  quant  au  nombre  d'indéterminées, 
nous  les  distinguerons  commodément  en  formes  binaires,  trinaires, 
quaternaires,  etc.  Ainsi  «eeqme  nous  ayons  appelé  forme  jusqu'à 
présent,  prendra,  dofénavant  le  nom  de  fime  binaire  àawtamà 
degré,  et  les  fonctions  telles  qne 

A,  B,  C,  Df  etc.  étant  des  nombres  entiers,. s*appeIleront/or/w^* 
trinaires  du  second  degré,  et  ainsi  de  suite.  Nous  avions  presque 
consacré  la  présente,  section  ans  formes  binaires  do  second  degré  *, 
mais  comme  il  nous  reste  à  foire  eonoàttre  quelques-unes  de  leurs 

plus 
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plot  béDes  propriétés ,  qui  se  ^éâvâaent  aatofeUeflimift  de  la  i]ié<«lB. 
des  iatOM  trînaires»  noua  insérons  ici'vne  courfe  digression  snr 
cet  dernières  f  et  nous  eiposerônt  des  premiers  élcmens  de  cette 
théorie  ,  ce  qui  sera  nécessaire  pour  compléter  celle  des  ftnnea 
binaires,  pensant  satisfaire  davantage  les  Géomètres,  que  si  nons 
les  supprimions ,  ou  si  nous  les  dcduisions  de  méthodes  moins 
directes.  Au  reste ,  nous  réservons  pour  une  autre  occasion  l'examen 
plus  exact  de  cet  important  sujet,  tant  parceque  sa  fertilité  excé- 
derait de  beaucoup  le«  bornes  de  cet  «mvrage ,  que  dans  l'e^ir 
de  pouvoir  Ini  donner  par  la  suite  plus  de  développemens.  Hiaii 
■eus  écartons  absolumoit  les  fimnet  quatmaùtM  >  çuùiaère*,  ele* 
do  second  degré  et  celles  des  degrés  plus  élevés,  et  il  suffira  d'avoir 
recommandé  ce  champ  vaste  à  l'attention  des  géomètres,  où  ils 
pourront  trouver  un  très-beau  sujet  d'exercer  leurs  Forces  ,  et  le» 
mojens  de  donner  à  l'Arithmétique  transcendante  de  très-beaux 
développemens.  Nous  pourrons  ainsi  no}U  contenter  de  distinguer 
les  formes  en  binaires  et  ternaires. 

267.  n  sera  avantageux,  pour  l'intelligence,  d'éCablir  un  ordre 
fixe  parmi  les  indéterminées  des  formes  trinaires,  comme  nous 
l'aTona  fidl  ponr  les  fonfies  bluiSiet  de  nanifere  à,  distinguer  la 
premiârt,  la  seconde  et  la  troisième»  Quant  à  la  disposition  des 
différentes  parties  de  la  fiirawt  nons  saivcoDS  ocoslainment  aussi 
le  même  ordl^»  en  plaçant  le  premier  le  terme  qni  renferme  le 
qnarré  de  la  première  inconnue,  et  ensuite  ceux  qui  renferment 
le  quarré  de  la  seconde,  le  quarré  de  la  troisième,  le  double 
produit  de  la  seconde  par  la  troisième  ,  le  double  produit  de  la 
première  par  la  troisième,  et  enfin  le  double  produit  de  la  pre- 
mière pw  la  deuxième.  Mais  ,  comme  nons  abrégerons  en  ne  dé* 
notant  pas  toujours  les  Indétemiinées  pdir  des  lettres  particulières, 
nous  représenterons  la  forme  f- 

-f-  «£3!*  -f.  aV  H-  ibodx'  +  ^b'xx'-^-zVxaf 

par  le  symbole  ^/  Ç^,  quand  nons  pi'anrons  pas  ^ard  aux 
indétecminées. 

Sa  poîont  b^^a'a'T=zA,  h'^—aa'=iA,  b'^-^aa'^A*, 
ok^UH^B,  dV^hb'^B',  a'b'^bb'=,b\  il  résulte  une  autre 
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forme  nous  appellerons  acJjolnte  de  la, 

ferme  /.  Ces  relations  donnent  «uisi  left  suiTOiUes^  en  repcé^d* 
um  p«r  i>  l«  sombre 

d'où  il  suit  qne  ta  forme  (^*       jjp)  est  adjoiote  à  la  forme -F. 

Nous  •ppellercDS  déterminant  de  la  forme/,  le  nombre  D  de  la 
Bâtne  duquel  dépendent  principalement  les  propriétés  des  forme» 
ternaires.  De  cette  manière,  le  déterminant  de  la  forme  F  est/)*, 
ou  égal  au  quacré  du  déterminant  de  la  fbcme  à  lAqucUe  elle 
est  adjointe. 

Ainsi,  par  exemple ,  la  forme  ternaire  ^  a  pour  âd- 

îointe  ("^®'  3^^°'  "las)'  tontordeni  pour  détemii* 

jitnt,  !.        .  .      •         .  .  ' 

Kous  excluons  de  noe  Reohmihit  les  fittOMt  Umaixm  èatà  le 
détermisaiit  etk  o^  que  wm  traitefons  flot  ca  déudl  daat  ima 
àntie  oeearioD*  «t  qnl  ne  «ont  ternalree  qu'en  appatenee,  M 
dnisant,  eomme  on  U  Tun,  à  det  fonqat  binaket*  •  >  • 

a68.  Si  une  fbrne  temairf  ./«  dont  les.indéteiiiiiiiéet  toni^i 
a/,  sf,  et  le  détenninant  Z)j|  se  change  en  une  fiwnw  teniaise|^, 
dont  le  détenninant  e»t      par  la  rabstitatien 

^B»iy+/Sy+>/,  x'=aa>-hi8y40'y»  «^~>4^y4'>y»  ' 

oùîescoefilciens  fit,  /3,  >,  et',  etc.  sont  supposés  des  nombres  entiers, 
nous  dirons,  pour  abréger,  que  la  forme/ se  change  cn^  par 
la  substitution 

«,  /3,  >i     a',       y'\  >' 
et  que  /renferme g,  ou  que  g  est  contenu  dans/.  De  cette  sup- 
position dérivent  six  équation»  pour  les  six  coefficîens  de  g,  qu'M 
est  inutile  de  transcrire  ici,  et  d>8è  l'ôtt  dédtft  Iwlloaient  let 

♦  * 

conclusions  suiTanlei: 
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'  s%  £a  déftignftut,  pour  abréger ,  par  k  le  nombre 

a^y     /3>  V    >ct'/S' — >  /S'a* — «y /3* — /Sflty , 

on  <rouve^  rëdtrctioa  faite^  E=zk^Dj  d'où  il  suit  que  D  doit 
diviser  ^  et  que  le  quotient  doit  être  un  quarré.  L'on  voit  ainsi 
que  le  nombre  k  joue  ici  le  mcmc  rôle  que  le  nombre  aJ  — 
pour  les  formes  binaires,  d'où  nous  pourrions  présumer  que  le  signe 
de  k  établît  aussi  une  différence  essentielle  entre  les  transforma- 
'<Î6M  propres  et  impropres,  Mats'ett  èzaniitiant  la  chose  de  plut 
près  il  est  clkdr  que  /  se  chaog^  aniâ  éh  y  par  la  sobstîtutioa 

et  que  k  devient  alors  — A,  et  que  parconséqncnt  cette  substi- 
tution serait  différente,  et  que  toute  forme  ternaire  pn  renferme- 
rait une  autre  tant  proprement  qu'improprement.  Ainsi  nous  ne 
ferons  pas  usage  de  cette  distinclion,  qui  derient  inutile  pour 
lel  fiMrniet  femair^t* 

a*«  En  désignant  par  F  et  1m  fttmat  adjoiittM  int  formes 
/,  >  »  lel  «oefficifloe  de  JF  se  déMmlnent  par  les  eoeffieleaa  de^ 
•t  laa  eortlfteirtM  da- 17  par  oaaa  de  g,  qui  se  cesmaisseat  cut- 

nêmes  par  les  équations  que  fournit  la  MbftUntiMi  S»  Or  la  coUp 
paraison  des  coefiiciens  de  F  et  proure  saas  peui9  ^pie  F  ren- 
ferme   et  se  change  es»  elle  par  la  rabstitotion 

lty-Wy\  >V-^V,   «'iS--*'^;  ^jr^/.  y*^»  W*i8-«jr, 
i»/-HJV.    >-^-r>'*»    ^--^^  ....(SO. 

Nous  n'inserivopu  pat.  ici  la  aakol,  ^  n*99i  «vjet  à  «neonai 
difficultés* 

5*.  La  ferme     par  la  snblHtations 

^y-^/,  ^'y-h'.  h'-^yi  y'-W*'»  >'*->«'.  >*'-0''«î 
dW^ft,  Vl-^,  (i"), 

ta  diange  étridemment  ea  la  même  forme  que  celb  en  laquelle 
te  change  /  par  la  tobstitutioD 

k,  o,  oj    o.  A,  oj    o,  o,  /f, 
:  c'est-à-dire  en  celle  qu'on  obtient  en  raullipliant  tous  les  coeffi- 
^aiaat  de  la  ferme /par  A*,  i^ous,  désigaerous  cette  forme  par 

a 
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4*.  On  prom  abjwlimwnt  U  iQêiiw.iiianièM#  fiièiU  ftint  B 
se  change»  ptr  la  tubstiCatioii  • 

«,      «'i   ^,  /3',  CO>  • 

en  îa  forme  en  laquelle  se  change  F,  en  raaltipliant  les  diflFérent 
coeiilciens  par  A*j  nous  désignerons  cette  fonne  par  F, 

Nous  dirons  que  la  substitution  S'  naît,  par  transposition, 
de  la  substitution  5;  alors  il  est  évident  que  la  substitution  S 
résulte  de  la  transposition  de  la  substitution  .S"*)  de  même  5' et 
.S'  naissent  de  leur  transposition  réciproque.  On  peut  appeler  la 
substitution  S'  substitution  ^z<^'o//ztc  k  S ,  d'où  la  substitution  «S*, 
sera  adjoiiile  à  la  -  tnbstitnHoa  «S*. 

369.  S'il  arrive,  non-seulement  que  la  forme  f  renferme  la 
forme  y ,  mais  encore  que  la  forme  g  renferme  la  forme  /,  ces 
deux  fbmies  teront  dites  équîTalentes,  et  dans  ce  cas  on  voit  que 
et  iS  devant  se  diviser  motnellement,  oiï  a  nécessalieiiient 

.JhmS't  et  léoi^roqiieBient  si  tiae  fitme  /en^tenftnp»  une  autie  g 
de  même  détenninant,  ces  deux  formes  sennit  ë^valentes;  en 

.effet  on  anra  kanzht,  et  partant  la  forme  f  m  laquelle  se 
change  g  par  la  substitution  S*,  sera  identique  avec  /,  et  par- 
conséquent  y  sera  contenue  dans  g.  Or  il  est  clair  que  dans  co 
cas  les  formes  F  et  G  adjointes  ^anx  formes  /  Sit  g  seront  aussi 
équivalentes  «  et  qujB  la  deuxième  se  change  en  la  premiire  par  la 
substitutioii  5*.  Enfin;  si'  ï'dn  sapfrase  que  les  Ibniies  ^soient 
équivalentes^  et  que  la  prêntiice  se  change  en  la  denxièciie  par.fe 
flnbstitntioik  Tt  ks  fbnnes/  et  g  seront  aussi  équivalentes,  etf 
se  changera  en  g  par  la  substitution  adjointe  à  T",  et  ^  en  /"par 
la  substitution  qui  naît  de  la  transposition  de  la  substitution  ad- 
]ointe  à  T.  Car  par  ces  deux  substitutions  respectives,  la  forme 
adjointe  à  i''  se  change  en  la  forme  adjointe  k.  G,  et  la  forme  G 
en  cette'  même  préniièro  forine  ;  mais  ces  dets  &ràies  ns^ent 
de  /  et  g,  en  multipliant  dhatnm  'deleiars'coëffielens  ^  Dy^^àà 
l'on  voit  sans  peine  que  par  les  Mâmês  substitiiMiiuis /se  change 

;  370.  Si  la  fome  temaiie /lèirfîniBé  la  Ibmie  tamèirr/' el 
eelle-ci  la  fionw/',  k  S^mk  fnàSùtàmjaftA  /*.  Car  duirûU 
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fiuûlemeni  que  si /se  change  .en  /'  par  la  subctitation 

et,  ^,  >•,    a',  ^\  y'',    a-,  j,', 
et  y  en      par  la  substitution 

/se  chaogçra  en/'  par  la  tranifiumatioii 

tu+^y-hyr,  «+/3é'+>€',  <+i3r+>rî 

«V+/3'J'-H>'J',  et'Ê+i3V-|->V,  ct'C4-/3T4->r; 
ctV+i3'J'4^'J%  a-Ê-h^V-f-^V,  «'Ç+rC-f-A'-, 

ainsi,  <îans  le  cas  où /est  équivalente  à  f,  et  /'  à  la  forme  f 
sera  aussi  équivalente  à  f.  Au  reste ,  on  voit  aisément  comment 
ces  théorèmes  s'étendraient  k  un  plm  grand  nombre  de  formes. 

371.  11  suit  évidemment  de  là  que  toutes  les  formes  ternaires, 
ainsi  que  les  formes  binaires,  peuvent  se  distribuer  en  classes,  en 
rapportant  à  la  même  classe  les  formes  équivalentes,  et  celles  ^ui 
iie  le  sont  pas  >  à  des  danes  diffifientet.  Ainsi  les  fbraies^deilé- 
.terminant  différent  appartieDdnnit  certainement  à  des  elasses  diffli>- 
lentesi  et  partant  il  y  anra  un  nombre  infini  de  elasses  de  formek 
ternaires)  mais  les  formes  ternaires  de  même  déterminant  donnent 
un  nombre  de  classes  tantôt  plus  grand,  tantôt  plus  petit,  mais 
toujours  Jini,  ce  qui  peut  être  considéré  comme  une  propriété 
Jjrincipale  de  ces  formes.  Avant  de  traiter  avec  plus  de  délail  cetto 
proposition  très-importante,  nous  expliquerons  une  diiSerence  essen* 
tielle  qui  a  lien  entre  les  formes  ternaires. 

Quelques  formes  ternaires  sont  telles,  qu'on  peut  représenter 
par  elles,  sans  distinction  des  nombres  positifs  et  iiégalils,  par 
exemple;  la  forme  z%  et  nons  les  uommerous  ibrmes 

-';&ii/^)lSfiie#.  An  contraire,  il  en  existe  d'anties  par  Icsquélles  on  ne 
petit  représenter  de  nombres  négatifs ,  comme  la  forme  jf«f^|r^4-z% 
et  notts  les  nommerons  fermes  positiê^es;  enfin,  par  d'autres» 
'on  ne  peut  représenter  que  des  nombres  négatifs,  comme  la  forme 
— y* — z*,  nous  les  nommerons  formes  négatii^es.  Les  formes 
"positives  et  négatives  s'appelleront  formes  définies.  Nous  allons 
.'donner  les  caractères  auxquels  on  peut  reconnaître  à  laquelle 
ces  espèces  appartient  une  forme  donnée.  .• 
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Si  l'on  multiplie  par  a  la  forme  " 

de  déterminant  D  ,  et  que  l'on  désigne,  comme  au  n*  a68,  pA 
^%  B,      B'  les  coefficient  de  la  fonae  adjointe  i/« 
on  trouve 

multipliant  eniuite  par  Jt^  îl  ▼ient 

d'oi  il  suit  que  A'af  est  négatif  si  aD  et  ^  le  sont,  et  par- 
consëquent  que  le  signe  de  f  est  nécessairement  opposé  à  celui 
de  A' a,  c*est*à-dire  que  f  est  de  même  signe  que  a  ou  de  signe  op> 
posé  à  D.  Ainsi  la  forme/sera  définie  dant  ce  cas-là,  et  tera 
po«itire  ou  négative  «  snirant  que  a  est  podtif  on  négatif,  on 
iniTant  que  D  est  n^atif  ou  positif. 

Majs  si  ai)  et  j#  sont  positift,  on  que  l'nn  des  denz  le  soif; 
âMlin  i\'étaat  on  voit  facilement  qu'en  déterminant  con- 

fisnablement  les  Taleurs  des  indéterminées ,  h  pourra  être  positif 
ou  négatif,  et  que  partant/"  pourra  obtenir  des  valeurs,  tant  de 
même  signe  que  de  si^e  apposé  à  donc  y  sera  une  forme 
indéfinie. 

Four  le  cas  où  A!s3£0 ,  sans  qu*on  ait  aussi  (z=rco>  on  aura 

en  donnant       tue  valeur  arbitraire,  qui  cependant  ne  soit  pas 

^o,  et  prenant     tel  que  le  signe  de  — i-x'  soit  le  mène 

que  celui  de  B£ ,  ce  qui  est  possible  >  car  B  n'est  pas  =o  , 
puisqu'on  aurait  B^-^^AA^^ûDxmo,  et  partant  Daso;  alort 
ofÇdfjtf'^aBif)  sera  une  quantité  positive,  et  l'on  voit  aisément 
que  «  poona  lire  déterminé  de  manière  qve  é^f  obtienne  une  va- 
leur n4ativ«}  il  est  mAme  évident  que  ose  valeurs  peuvent  être 
prises,  si  l'on  veut,  de  manière  qu'elles  soient  toutes  entières. 
Enfin,  af  ei  a!'  ajant  des  valeurs  quelconques,  on  peut  prendre  « 
assez  grand  pour  que  af  devienne  positif.  Donc,  dans  ce  cas,  la 
forme  f  est  indéfinie. 
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Enfin»  ti  assto,  <m  * 

et  en  prenant  x',  x'  à  volonté,  maU  tels  que  b'x'-^b'x'  ne  soit 
pfts  séiro ,  il  est  évident  que  Ton  pent  déterminer  x  de  manière 
que  /  obtienne des  valeprs  podiires  et  négatives^  donc/ estime 
ftrme  indéfinie* 

De  même  que  nous  avons  déterminé  l'espèce  de  la  forme  /» 
d*après  les  nombres  aD  et  jf,  nons  aurions  pu  j  parvenir  au 
moyen  des  nombres  aD  et  desorte  que  la  forme  /  sera  dé- 
finie si  aD  et  sont  négatifs,  et  iodéfinie  clans  fous  les  autres 
cas.  On  peut  de  même  considérer  les  nombres  a'D  tt  A ,  ou 
a'D  et  A",  ou  a'D  et  A ,  ou  enfin  a'D  et  A'.  Il  suit  de  là  que 
pour  une  forme  définie  les  six  nombres  A ,  A\  A\  aD ,  a'D ,  a'D 
sont  négatifs;  pour  une  forme  positive,  a,  a',  a'  seront  positifs  vt 
D  négatif,  et  pous^  une  forme  négative,  a,  a',  a'  seront  négatifs 
et  D  positif;  ainsi,  toutes  les  formes  ternaires  de  déterminant 
donné  positif  peuvent  se  distribuer  en  négatives  et  en  indéfiniett 
toutes  les  formes  d'un  déterminant  donné  négatif  peuvent  se  dis* 
tribuer  en  positives  et  i?a  indéfinies.  £nfia,  iln'j  a  pas  de  formes 
positives  de  déterminant  positif,  ni  de  formes  négatives  de  déter- 
minant négatif.  On  voit  facilement,  d'après  cela,  que  la  forma 
adjointe  à  une  forme  définie  est  définie  et  même  riégatwe  ,  et 
que  la  forme  adjointe  à  une  forme  indéfinie  est  indéfinie. 

Puisque  tous  les  nombres  représentables  par  une  forme  ternaire 
donnée  le  sont  également  par  toutes  les  formes  qui  lui  sont  équiva- 
lentes, les  formes  ternaires  comprises  dans  une  même  classe  seront 
toutes  positives,  ou  toutes  négatives,  ou  toutes  indéfinies.  Ainsi  ces 
dénominations  pourront  être  transportées  aux  classes  elles-mêmes. 

272.  Nous  allons  démontrer  que  les  formes  ternaires  d'un  déter- 
minant donné  peuvent  se  distribuer  en  un  nombre  fini  de  classes, 
et  noue  nons  y  prendrons  comme  pour  les  formes  binaires ,  d'esté 
à-dire,  que  nous  forons  Toir  d'abord  comment  une  forme  tenudie 
donnée  peut  êlve  ramenée  à  nne  forme  ternaire  plus  simple ,  et 
ensuite  que  le  nombre  des  formes  les  plus  simples  auxquelles  on 
parvient  par  ces  léductioDS  eittoujours  fiaii  quel  que  soit  le  déter- 
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minant.  Supposons  généralement^  que  la  formey=  (2'  ^'  de 

dtomiiiiAiitlIf  le  change  en  kfenne  éqniràleitte^  ^ 
par  la  subttitation 

a, /3,>j    a',       >'j    *',i8',/  {S) 

il  Boos  restera  à  déterminer  a,  etc.  de  manière  que  g  soU  ploe 
iiiiiple  que/  Soient  ^ = ^ ) .  ^  =  (^';  î;!;;  ^'I)  le.  formes 

adjoinfet  à/ et  la  forme  F  le  changera  en  G  par  la  substitution 
adjointe  à  ^«  et  G  en  F  par  la  tQbtdtntion  qoi  naît  delà  trans* 
position  de  5.  Nous  feront  le  nombre 

Cela  posé,  observons  : 

1*.  Que  ai  l'on  fait  >sso,  a'so,  f^szo,  y'sst^ 

«aa 

on  aura  en  outre  o^— ^«^jSesîsh  i.  Il  est  évident  par  là,  que  la 
forme  binaire  (a ,  b',  a')  de  déterminant  se  change  par  la  sob« 
stiMon  a>  /9#  *'»  en  la  forme  binai»  {m,  if,  ni) ,  et  qn'èUa 
lui  est  même  équivalente,  puisque  ajS'  —  a'/Sssdb  i  ;  on  aura  dono 

^'z=:M' ,  ce  qu'on  peut  aussi  vérifier  sans  peine  directemenf; 
Si  donc  la  forme  {a,  b',  a)  n'est  pas  déjà  la  forme  la  plus  simple 
de  sa  classe,  on  pourra  déterminer  et,  /S,  a',  fi',  de  manière  que 
{m,  n%  m')  soit  une  forme  plus  simple  ;  et  par  la  théorie  des  formes 
binaires,  on  sait  que  cette  réduction  peut  se  faire  de  manière 
que  m  ne  soit  pas  plus  grand  que  / —  |  w^si  ^est  négatif,  ou  que 
*i  «^.est  positif,  ou  enfin  de  manière  que  m  sso  si  ^seo; 
Desorle  que  dans  tous  les  cas  »  la  valeur  absolue  de  m  peut  être 
•abaissée  ou  an  moins  au-dessous  jusqu'à  |/  =^  7  Ainsi  la  forme  f 
peut  se  ramener  à  une  autre,  dans  laquelle,  s'il  y  a  lieu  ,  le  pre- 
mier coefficient  soit  plus  petit,  et  dont  la  forme  adjointe  ait  le  même 
troisième  coefficient  que  la  forme  F  adjointe  kj»  C'est  en  cela 
•que  consiste  la  première  réduction»  « 


Digitized  by  Google 


ARITHMÉTIQUES.  5 1 J 

2*.  Mais  Si  Ton  fait  <x=i,  /3  =  o,>=o,tt'  =  o,  »"=  o ,  on 
aura  A=  )S'/  —  /3y  =  d=  i ,  et  la  saûtitution  adjointe  à  JS  de- 
viendra 

par  laquelle  JF"  se  change  en  G.  On  a  ainsi 

d*o&  U  soit  que  la  ferme  binaire  (udf  »     ^)  dont  le  djferminant 

est  i>a,  se  change  par  la  substitution  — —  jS',  en  la 
ferme  (ilf iV,  3f ')  de  déterminant  Dm\  et  à  cause  de  l'équatioii 
^y' — 6V  =  ±  I ,  ou  de  Da=iDmf  ces  deux  formes  sont  équi- 
valentes. Ainsi,  à  moins  que  Ja  forrn*  (^',  A')  ne  soit  déjà 
la  plus  simple  de  sa  classe ,  les  coeffîciens  y',  j3%  y'  pourront 
être  déterminés  de  manière  que  (,M',  N,  M')  soit  plus  simple ^  ei 
même  cette  réduction  peut  le  fein  de  manlAve  qoe  M*,  sans  égard 
signe,  ne  loit  pas  plus  grand  que  |/ek|17}  ensorte  que  Ton 
réduit  la  forme  y  à  une  autre  qui  a  le  même  premier  coefficiàitf 
mais  dans  la  forme  adjointe  de  laquelle  le  troisième  coefficient  est 
moindre,  s'il  j  a  lieu  ,  qu»  celui  de  la  forme  i?" adjointe  à/^  C'est 
en  cela  que  consiste  la  seconde  réduction. 

5".  Si  donc  y  est  une  forme  ternaire  à  laquelle  aucune  de  ces 
deux  réductions  ne  soit  applicable ,  c'est-à-dire ,  qui  ne  puisse  par 
aucune  se  changer  en  «ne  plus  simple  ,  on  aura  alors  nécessaire- 
ment a»  <  ou  =  I  ^ ,  et  <  ou  =  I  aD ,  sans  avoir  égard  au 
signe.  Donc  a*  sera  <  ou  =  et  partant,  a<  <  ou  =  aD, 

et  a»  <  ou  =1^  D;  donc  a  <  ou  =f  l/D ,  et  ^*  <  ou  =  ^  y^D*, 

et  parconséquent  -^4  <  ou  =  *  i/D^.  Ainsi,  quand  A  et  a  surpassent 
ces  limites,  nécessairement  l'une  ou  l'autre  des  réductions  précé- 
dentes peut  être  appliquée  à  la  forme  /.  Au  reste ,  il  ne  faut  pas 
renverser,  cette  conclusion  ,  puisqu'il  arrive  souvent  qu*nne  forme 
ternaire  dont  le  premier  et  le  troîsi&me  coefficient  lont  au*deiSoni 
de  des  limites,  peut  nSanmoini  être  xendoe  pini  simple  par  Vnam 
on  l'anlxe  de  cet  léductleni» 
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4°.  Si  «Jonc  on  applitjoc  alternativement  la  première'  et  la  se- 
conde réduction  à  une  forme  donnée  de  déterminant  D  ,  c'est-à- 
dire  qu'on  lui  applique  la  première  ou  la  seconde  ,  à  relie  qui  en 
résulte  la  seconde  on  la  première,  à  eelle  qui  en  résulte  de  uou- 
Teau  la  pcemière  ou  l&aeeQiidfr,  etc.  >  il  est  évident  ifu'en  sjrrWera 
néeessaicement  &  une  fbnne  à  laquelle  on  ne  poona  plus  applique]^ 
ai  l*ttnê  ni  l'âiitre»  sans  quoi  «ni  auraît  deux  suites  de  nombree 
entiers  contÎDueUeraent  décroissaas»  Nous  sommes  doue  parvenus 
â  ce  théorème  important  :  Toute  forme  ternaire  de  déterminant  D, 
peut  être  réduite  à  une  autre  équivalente  dont  ie  premier  coef- 

3 

Jioieut  ne  êoStpaepUtegrend  que  |        et  ieUe^uele  iroieiéme 

coefficient  ^  là firme  etf ointe  ne  eol»  pat  plue  grmM  pie  %vfy» 
eans  avoir  égard  au  è^gne,  à  moins  più  la  forme  précisée  ne 
jouisse       de  eèe  deux  propriétés» 

Au  veste  ,  au  liieu  du  premier  coeffieient  èe  la  fbnne  /,  et  du 
troisième  delà  fbnne  adjointe;,  nous  mirions  pu  traiter  absolument 
de  la  même  manière,  le  premier  coeflîcient  de  y  et  le  second  de 
la  forme  adjointe,  ou  le  second  de  /"et  le  premier  ou  le  troisième 
de  la  forme  adjointe,  ou  le  troiàèrae  àef  et  le  premier  ou  le  second 
de  la  forme  adjointe^  et  nous  serions  arrivés  de  même  à  notre  but; 
mais.  il.  vaut  mieux  ^en  feaijr  à  une  méthode  unique^  afin  de  pou^ 
Totf  rmnenêrplns  âcllèment  les  opératloat  à  un  aljgorîtbme  fixe. 
Kous  obserrons  enfin  que  les  deux  coefficienS  que  nons  aroos  appris 
â  abàièser  ati-dessous  de  limites  fixes ,  peorenS  avoir  cacore  des 
limites  moindres,  si  l'on  distingue  les  fermes  finies  des  formes  indé- 
finies. ISaisoeiali'est  pasnécessairepour  ce  que  nonsnou»  pjroposoM» 

«jS^'Ympi^d^nfll  6iaiipWqiu^^<^4Ûrei^        qui  précède. 

eti>=--  i.  Comme  (19,  i,  ai)  est  une  forme  binaire  néduitequi 
n'a  pas  de  forme  équivalente  dont  \t  pKmiec  terme  soit  moindre 
que  19,  la  pcemièie  réduetioBi  j»'est  pf»  applicable  ici}  niais  la 
ftme  binaire  Jf  >sss^59^/f57,  —  166)  se  change  en 

3  ^  I ,  _  10)  qui  lui  es^  éqniyalepCBiV  par  la  «^bstilutio|i.  n^^  7^! 
5,  II.  ^si,  en  faisant  /a'  =  2/>'==:~7j^j8'aBr^5*/s»iii,  on 
aura  pour  la  forme la  substitution 
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t,b,oj  o,  a,  —  7î  o,  — 5,  ii';'  '  • 

par  UquellB  on  trouve  qu'elle  se  cliaDge*ii/'=  (_  ^  ^  ' 

Le  troisième  coefficient  de  la  forme  adjointe  k  f  est  —  2  ,  et 
partant,  celle-ci  doit  être  regardée  conanic  plus  simple  que/". 

On  peut  appliquer  à  la  forme y^'  la  première  réduction.  La 
forme  binaire  (  19,  —82 ,  354)  *6  changeant  en  (i ,  o,  3)  par  la 
transformation  i5,  49^>i>  '^^  ^^'^«l  fOTme  y  la  transfor- 

par  laquelle  elle  se  change  en  la  forme  Qj^^ 

On  pentapptiqner  de  nouveau  la  seconde  réduction  à  lajfbrmey* 

qui  a  pour  adjointe  En  effet,  la  forme  M- 

nalre  (— a,  — gS, — 45i5)  se  change  par  la  substitution  47,  i , 
— 1»0  .èn  (—  I ,  I ,  — .  a) ,  d'où /'  se  change  par  la  substitution 

i,o,  o>    0,47, —  Xi  O^IjO, 

an  la  fi}niia/'s(|'^^^J'J^.LapraiiaereoeflBciM 

ne  peut  iilas  Itie  MvM  par  la  pcemibe  rédnctioii  »  aile  troiiièmo 
de  la  ftnna  ad|biate  par  ia  Mconde. 

Exemple  II,  SQ>t/a=<('°^  ^^^^^  qui  a  peur  adjointe  iafomie 

(—3,-20,  —  fiiA\    '.  .  '  ^ 

70, -a8,   8  >      ponr^^terBOnant.  On  4r«iBre  woosmÎm. 

ment  par  l'appUcalioB  àltama8ii>e  des  denx  réductions  > 

r  • 

Jes  .tnbiUtiitifiQii 


»»  0,0;  0,-4,0;  «b^-^. 

o#— i»oj  1^—3,0;  0,0,  i 


par  lesquelles 
-  les  fermes 


,  A— a,  »,  —a/ 
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La  forme  /'*  ne  peiit  .4tre.8fmQ]iseç.à  l'iuiexu  à,  l'autre  des  deux 
réductions. 

,374.  Quand  on  a  une  forme  ternaire  dont  le  premier  coeflR- 
eient ,  ainsi  que  le  troisième  de  la  forme  adjointe ,  sont  abaissés 
aotant  qtie:.ppt&ible  par  .  la  méthode  piéflédcnie,  on  obtiendra 
comne  il  mît  upe.plos  grande  réduction.  • 

En-  ctfns^an)  .totqoor»  la  notnlto  dO'»*  17a,  et  posant  et=i, 
a'sso/fi^M,  Êk*xto,  ^s=so,  c'ett-A-diiiB  en. employant 

la  tubititation 

>>  o,  I,       G,  o,  1; 

on  aura  • 

n=^h'\'ay''\-h'^-\-h"{y'^ây')'\-a^,  n'z=zb'-{-ay'\-b''y' ,  n'=b''^fi, 

et  en  outre  M'=:A',  Ns=B^ji'y,  iTss^— iV)3. 

Ainsi,  par  oette  substitution  les  coefficiena  A',  qui  i|onft 
déjà  réduits ,  ne  changeront  pas  ;  il  ne  reste  plus  qù*À  diminuer 
les  autres  coeffid^  en  déterminant  convenablement  les  valeurs 

de  /3, 

Observons  d'abord  que  si  l'on  a  A'—o,  on  doit  avoir  aussi 
a=:o;  car  si  a  n'était  pas  =0,  la  première  réduction  serait 
encore  applicable,  puisqu'à  toute  forme  de  déterminant  =0  ré- 
pond une  forme  (^uivalente  telle  que  (o,  o,  h)  (o*  3ï5),  et  dont 
parconséquent  le  premier  fnrme  so.  De  la  même  manière  «.ti 
assso;  on  aura  ^sbo»  aiiiii  les  deux  noflÉbces  «  et  ^  seront 
tons  deux  ^nls,  oi|  ancun  .dee  deux  ae  le  stnca^  * 

Dans  le  second  cas,  ,11  est  jévident  qne  f^»y$y'  penvent  èivs 
déNfniSriitdé  'ttAmiWe  m.^f*  V»  ^*  ncMent  pat'plifsigrands 
^       Ijff  \jf  respectivement.  Ainsi  dans  le  premier  esample 

da  nVpiMdient,  'te  dèrnl^^  fôrme  ( \[       X)>  q«î  «  pour  ad- 
jointe  C"^^^^     c  "ÎJl  Y*     cBainge,  par  la  substitution  " 
. —  •      ,  1,  — 16,  i6î       I,— 0,0,1, 
en  la  iofoi^f'^^à^^  *|^) ,  qui  a  pour  adjointe  ("^  ""Jj  "^). 
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.  Dans  le  premier  cas,  où  assA's^o,  et  partant  ^so»  on  anra 

ce  qui  donne  DsssdV*^ni¥f\  Or  on  voit  facilement  qtic  l'on 
peut  prenchre  j9  et  de  manière  que  »  «oit  le  résidn  minimum 
absolu  de  b,  tuivaat  le  plut  grand  divîienr  Commun  des  nombres 

d^,  y,  c'est-à-dire,  que  n  ne  soit  pas  plus  grand  que  la  moitié  de 
ce  commun  diviseur ,  abstraction  faite  du  signe,  et  partant /rso, 
toutes  les  fois  que  a'  et  b'  sont  premiers  entre  eux;  /3  et  y  étant 
ainsi  déterminés,  on  pourra  prendre  y  tel  que  m'  ne  soit  pas  >  l/, 
à  moins  que  l'on  n'eût  b'=:o;  mais  alors  on  aurait  D  =  o,  cas 
que  nous  avons  exclu.  Ainsi ^  dans  le  second  exemple,  on  a  pour 
û  dernière  forme  »  sô— a— /S+a/,  et  en  faisant  /:=o,  i , 
il  vient  »s=:o>  partant  mi'sa— a^  iet  ni'so  en  &isant  y^i. 
Ainsi ,  par  la  nibstitatioD 

1,  —a,  i;  o,  1,  o;  o.  G,  I,  I 

cette  fonne  s«  change  en  ^^ss/"'. 

ayS.  Si  l'on  a  une  édite  de  fermes  ternaires  équivalentes  ftf*^ 
y»f»  «tC'j  et  les  transformations  de  chacune  d'elles  en  la  lai* 
vante,  des  transformations  de /  en  /'  et  de/'  en  /',  on  déduira 
(n'  270)  celle  de  /en  f-,  de  celte  dernirre  et  de  la  transfor- 
mation de  /"  en  f,  on  déduira  celle  de  /  en  /",  etc.  Ainsi , 
de  cette  manière  on  aura  la  transformation  de  f  en  une  forme 
quelconque  de  cette  suite;  et  comme  (n«  268,  269)  on  déduit 
.de  la  transfarmation  d'une  forme  qnriooaque  y  en  une  autre 
latran«fbrmation  de.  ^  en  f,  on  ponrva  obtenir  la  transfennatioa 
dîme  forme  quelconque  de  la  suites  en  .la  prèioière  f, 

'  Ainsi,  peur  lés  £»nies  du  fiemier  eiempto'  on  trouve  les  substi- 
tutions 

i4>     o;   6,     2,-7;  —9,—  5,  11.... 
i5,    i88«  6,   87,  —2;  — 9,  — i5o,  5....' 

i5, --ao,   i6j  6,^9,     7;   —9,  14,^x1, 

par  lesquelles/'  se  change  en/',/',  /■%  et  de  la  dernière  on 
déduit  U  suivante  :  ^ 
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4»  4>    5,  I,  5;   5,  -na,  3, 

par  laquelle       $e  ckangp  an 

De  la  même  manière,  pooriVieinple  a  dn  nC  |iréoédeiit«  on 
trouve  les  substitutions 

1,  — li     i;  —5,  4,  —5;   lo,  — »4,  tt  

«*  —5,  —ij      %,  j,    9}    a,      4»   ï  » 

par  lesquelles  la  forme        *f*  4)      cbange  en  et 

cette  deraière  en  la  première  respectivement* 

376.  TiiÉonfeME.  Le  nombre  des  classes  en  lesquelles  peuvent 
se  distribuer  les  formes  ternaires  de  déterminant  donné»  cet  tow 

Jours  Jini* 

I.  Le  nonbce  de  tentes  les  fiiones      ^'       de  détenninaiit 

donné  dans. lesquelles  on  a  asOj  ^bbo^  ^bob  plus  grand 
qne  la  moitié  dn  pl«  grand  cenunun  diviseur  jenfre  d  et  b\  et 
a'  non  plus  grand  qne  V ,  est  nécessairement  toujours  fini.  En 
effet,  puisqu'on  a  dans  ce  cas  D=ab'*f  on  ne  pourra  prendre 
pour  6' que  -f"*  »  et  les  racines  des  quarrés  qui  peuvent  di- 
viser D ,  s'il  j  en  a  d'autres  que  i,  prises  positivement  ou  néga- 
tivement ,  at  le  nombre  de  ces  valeurs  est  fini  ;  or  ^  pour  cbaque 
Videur  de  If,  eelle  de-4ir  est  déterminée»  et  «elles  à»  b,  ma$ 
évidemment  Uodtéea. 

II.  Il  n'j  aura  de  même  qa*un  nombre  fini  de  formes  ^* 

de  déterminant  D,  dans  les^|ueliBS  4»a^t  ni  asro  «i  >|  v^"» 

3 

b'' — aa'  =  A'  nis=o,  ni  >^\//?%  b'  non  plus  grand  qne  7  aj 
ab^WvstS  et  ^V^W^W  non  plus  grands  que  Car 
-le  nombre  des  ceaUnilaoDS«det  vtQenr»de<«,  If,  Jt, B,  Jf  sera 

nécessairement  fiai,  et  en  les  supposant  déterminés,  les  autres 
coefficiens  a',  b,  b\  a'  de  la  forme  et  te»  coefficiens  ^=ô*— aV, 
A'-ssib'* — aa\  Brz=.a'if--bb'  de  kfoniie  adjointe  setont  déter- 
minés par  les  équations 

S — 2» — *  Jumi    ^ — ,  irui»  >  >  ^  '  i 
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a 


Haiiiteiuuit»  eonuM  lonfev  «M  fiannet  a-'obtieniieiit  es  choidtsai^ 

parmi  toutes  les  combinaisons  de  y,  A',  B^V  celles  qui 
domient  des  valeurs  entières  pour  a',  ct^  bf      ieor  nombco  lerf 

uécessairemeot  fiai. 


HT.  Toute!  les  formes  dont  aow  vmoiis  de  parler  (I  et  II) 

constituent  un  nombre  de  classes  qui  sera  moindre  que  celui 
de  ces  formes,  s'il  s'en  trouve  parmi  elles  d'équivalentes.  Or 
comme  il  suit  de  l'analyse  précédente  que  toute  forme  ternaire 
de  détermiaaufc  D  est  nécessairement  équivalente  à  l'une  de  ces 
fermes»  les  classes  qu'elles  détenainent  nnfermeiont  toutes  les 
fermes  de  déterminant  c'esf«i^diie  que  tontes  les  fermes  dp 
iMtenaiDtiit  D  pemrent  se  distribner  enr  m  nombre  fini  de  classes; 
'  377.  Xes  v%les  par  lesquelles  tontes  les  fermes  de  I  et  H 
peuvent  se  form^»  snlTent  natnreUement  de  ce  qui  a  été  dit  dm 
l'article  nrécédteat;  aiosi  U  suffira  dte  domier  quelques  eieroples. 

Pour  Jpisiflesfemies  (1}  produisent  les  six  suivantes,  pac 
rambiguîté  de.  signes,  C;  ^J),  {l^;^'"':):  dans  les 
formes  II,  a  et  A'  ne  peuvent  avoir  d'autres  valeurs  que  -f-î  et 
f— i#  et  pour  les  quaive  combinaisons  qui  en  résultent,  b\  B  et 
0  deimut  êlr»  posée  scso^  œ  qai  donne  les  quatre  formes 

(o,  o!  o)'  C  o!  o)'  (i;  X     (""il  ""i  ""ô)" 

De  même,  poiirj9ss— il  j  a  six  femM»(I).,.(°'  °), 

C;  ^ 0  >     quatre  formes  (U). .  .(^  ("i; 

Pour  z>=a,  a  j  a  six  formes  (!)...(;;  ^; 
et  huit  fermes  en)...  f        ''^   /-j.  i,  av  1, 

^  *         '  V.Q,  0/»    V,      o,   o,   o)*    VO,  o,  Oy/' 
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An  letfof  le  nombre  de  classes  est  dans  cet  frois  cas  beaueoap 
moindre  que  le  nombre  des  fbrines.  £n  effets  on  s'assure  fiicilemenl 

Qu.  .a  for»,e  (°;        «  change  en  Q  J;       Q  ^; 

C:   "0'  C:  ô;  ~c)'  f  ^ 

1,0,  ojo,  i,oj  o,  o,  — I...O,  o,  ijo,  I, — x;  ±1,  i,  o 
P,  o,  lî  o,  1,  i;  ±1,— I,— «i...!,©, — ij  1,1, — ij     o, — 1,1, 

I-  fi»™  C  ;ro  -     -  C  "i:  c;:  :)  p« 

U  seule  pennntatioa  des  indéterminées.  Ainsi  ces  dix  firmes  do 
déterminant  i  «e  réduisent  ainz  deux  :  C'  «»  o\  — 'V 

\o,  I,  o/'  V    o,     o,  c/» 
pour  la  première,  on  peut,  si  l'on  veut,   prendre  la  forme 

C*  5  o)*  première  forme  étant  indéfinie  et  la  seconde  dé- 

finie, il  s'ensuit  que  toute  forme  ternaire  indéfinie  de  détermi- 
nant 1  équivaut  à  la  forme  x^-^a/z^  et  toute  forme  définie^ 
à  la  forme  —~x* — y* — z*, 

a%  On  trouve  absolument  de  la  même  manière,  que  toute 
forme  ternaire  indéfinie  de  déterminant  — i  équivaut  à  la  forme 
r—x' 4-3/2,  et  toute  forme  définie,  à  la  forme  x^-^y'-^z*, 

'  5*.  Pour  le  déterminant  2,  on  peut  sur-le-champ  rejeter  des 
huit  formes  (II)  la  seconde,  la  sixième  et  la  septième,  qui  pro< 
▼iennent  de  la  (nenière  par  la  seule  pemmtsatioii  des  indéCami« 
néeS}  par  la  même  raison  ^  la  cinquième  «  qui  naitdeUtreisièm0«' 
et  la  huitième,  qui  naît  de  U  quatrième.  Lee  troii  qui  restent 
«Tee  les  six  fi>rmas  (I)  déleininent  trois  daiset;  «en  eifot» 

°)  te  change  en  (°;       °)  par  la  subsUtotimi  

1,  o,  oj  o,  1,  O',  o,  o,  —I,  etla  forme  Q|     "*^)  en  Q 

/o.     a,  ,X    /o.  a,  -,N    /o,  ('t.'-l^  pa,|^,„I„t3: 

\o,  —1,  oy'  Vo,  1,  \o,  —1,     o/'  \o,     o,  0/  ^ 

tutions  respectives 

1,  o,  i  j  1,3,     o;  1,1,    o  1,0, — 1;  I,  3,  oj  1,1,0 

1,  1,  o,  1,  a,  — 1>  I,  i,— 1  1,0,    0}  I,  a,  1}  1,  I,  t 

i,  o,  o>  o,  j,    a;  o,  i,  i« 
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▲ittii  tonte  fimne  teroaire  de  déterminant  a  eit  réductible  à  Tune 

de  ces  trois  :        °)  >  C  '  1' >  ("o  "  ô'  ~  H  J  "  ^ 

la  première  on  peat  prendre  la  forme      °'      Ainsi  toute  forme 

ternaire  définie  de  déterminant  a  t'c|ni vaudra  nécessairement  à  la 
troisième  —  — y* — 2Z*j  toute  forme  indéfinie  à  la  première  ou 
à  la  seconde.  Elle  équivaudra  à  la  première  2x* -\- 2yz  ,  si  le 
premier,  le  second  et  le  troisième  coeOicient  sont  pairs  Ions  les 
trois  ;  car  il  est  clair  qu'anO  telle  forme  te  diangera  en  une  forme 
•emblable  par  une  substitution  qneleonqne  ;  et  que  partant  elle 
ne  peut  pas' être  équivalente  k  la  seconde.  Enfin  elle  équivaudra 
à  la  seconde  ^b'+j^*— «az*,  si  le  premier,  le  second  et  le  troisième 
coefficient  ne  sont  pas  pairs  tous  les  trois  ^  car  ii  est  visible  «  par 
une  raison  semblable,  qu'une  telle  forme  ne  peut  se  changer  par 
aucune  transformation ,  en  la  forme  2x*  +  ajrz. 

On  pouvait  donc  prévoir  dans  le*  eiemples  des  n~  373, 2^^,  que  la 
forme  définie  (|^^  ^8*  ^)  ^  àétciaxàaant'^  i ,  se  réduirait  à  U 

forme  a:*+y*+z'  et  la  forme  indéfinie  (*°*  de  déterminant 

a  à  2x* — lyz ,  ou ,  ce  qfii  revient  au  même ,  à  2x*  -\-yz. 

aijS*  Par  une  forme  tenaire  dont  les  indéterminées  sont  sa,  ai',  x', 
on  peut  représenter  des  nombres  en  donnant  des  valeurs  défer- 
minées  à  x ,  x' ,  x',  et  des  formes  binaires  par  des  substitutions 
de  cette  espèce  î  x  =  mt  nu ,  x'  =  m' t  -j-  n!u,  z'  =  ////  -h  n'u^ 
m,  nt  m',  etc.  désignant  des  nombres  déterminés^  t  et  u  les  in- 
déterminées de  la  ârme  binaire.  Pour  représenter  d'une  manière 
complète  la  théorie  des  formes  binaires  j  il  fiiudrait  donner  la 
solution  des  problèmes  suivans. 

I*.  TYomw  toutes  le*  représenuatons  d*im  nombre  donné 
par  une  forme  ternaire  donnée» 

a*.  Trouver  toutes  les  représentadons  ^une  firme  bmaire 
don^e  par  une  firme  ternaire  donnée, 

3*.  Distinguer  si  deux  firmes  ternaires  données  sont  équipa' 
lentes  ou  non ,  et  dans  le  premier  cas,  trouver  toutes  les  irons* 
firmatiçns  de  l*une  en  rautre* 

S  s 
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4.».  Distinguer  si  une  forme  donnée  renferme  ou  non  une  autre 
forme  ternaire  donnée }  et  dans  le  premier  cas  ,  trouver  toutes 
les  transformations  de  ia  première  en  la  seconde. 

Nous  traiterons  pins  en  détail  dans  nn  antre  lienip  cet-probltaiflS' 
qui  sont  bien  plus  difficiles  que  leurs  analogues  dam  la  tli&>rie 
des  formes  binaires*,  nous  nous  bornerons  ici  à  faire  voir  com- 
ment le  premier  problème  peut  se  réduire  au  second  ,  et  le 
second  au  troisième ,  nous  donnerons  la  solution  du  troisième  pour, 
quelques-uns  des  cas  les  plus  simples  ,  et  qui  peuvent  éclairer  la 
llîéorie  des  formes  binaires.  Mais  nous  excluons  absolument  le 
quatrième  problème. 

379.  Le  M  ME.  Étant  proposés  trois  nombres  entiers  quel» 
conques  a>  a'^  a%  gui  cependant  ne  soient  pas  tous  wbo,  troMt*cr 
sut  autres  nombres  B,  V ,  V,  C,  C,  C,  teU  fii'«fs  ait 
FC— FCaaa,  B'C— BCssa',  BC  — BTCas*'. 

Soit  «  le  plus  frand  diviseur  oornmun  des  nombces  a,«^f  a', 
et  les  nombws  entiers  A,  A ,  A ,  tels  que  l'on  ait  +  A'a^, 
J^jftfs^a*  Prenons  à  volonté  trois  nombres  entiers  r,  r',  r', 
avec  cette  seule  condition  que  les  trois  nombres  l'A"  —  T'A', 

Y'yi  TA't  TA'  —  T'A  que  nous  représenterons  par  a,  b',  b",  et 

leur  plus  grand  commun  diviseur  par  /3,  ne  soient  pas  tous  =0. 
Posant  a\orsaù''—ab'=<ifiC,  a*b — ab'ssafiC,  aV^dbss»^, 
il  est  clair  que  C,  C,  C  sont  entiers.  Et  si  l*on  prend  des  nombres 
enaert  K,  K' ,  K'  tels  que  »4-iK'*^+^^»^>  «»  po- 
sant Ka^'KW -^K^ifssah ,  et  prenant  B^a.k  —  hA, 
B'  :=  ak  —  hA ,  BT  z=:^eX -^hA' ,  les  valeur»  de  B ,  BT , 
C,  C,  C  satisfont  aux  équations  proposées. 

En  effet,  on  trouve  a^S -h       +  fl'-fi'=o,  bA+b'A  -f-  b'A''=o, 
d'oà  bB  +  b'B  +  VB*  =  «.ô.  Or  des  valeurs  de  C,  C,  on  lire 
a/S  (  B'C-^B'  C  )  =  ab'B'  —  a  bB'  —  a'bB'  +  ab'B" 
z=za(bB-{-  b'B'  -f.  b'B'  )^b(aB-i-  a'B'  -+-  a'B')  =  aa/S  j 
donc^'C— ^Cssaj  de  mtmt  B'C—BC'=^' y  BC'—BCz=ui\ 
Nous  sommes  forcés  au  reste  de  supprimer  ici  l'analjse  qui  a 
conduit  à  cette  solution  ,  ainsi  que  la  méthode  par  laquelle  on 
déduit  toutes  les  solutions  d'une  seule. 

aÔo.  Supposons  que  la  forme  bioaire        a^/iH"     =  ^  <^ont 
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]e  dctettaiiacatoss^D f  toit  représentée  par  la  ibrrue  teraaire  / dont 
bi  4Bdâtemiuiéqs  ^nt  x ,  x' ,  x" ,  ea  .j^oM.ni  x^mt'^nu, 
af  ^nit'^'riUf  Js^viiJ^T^u,  et -que  laifacve  dont  1m  iof 
d^tennia^  sont  X»  JK%toit  adjointe  Oa  s*msow  fiuiileiiienC 
par  le  calcul ,  ou  comme  consé(^ucnce  da  n°  :268  ,  ti".  que  le 
nombre  D  est  représenté  par  la  forme  F,  en  posant  Xssznin'—^iîfn*, 
X'z=zm'n  —  mn',  X'=imn — m'n\  nous  dirons  que  cetfe  repré- 
sentation est  adjointe  &  Ja  représentation  de  la  forme  <p  par  la 
forme  f.  Si  les  valeurs  de  X,  X',  X'  n'oat  pas  de  commun  divi- 
seur ^  nous  appellerons  jpour  abréger,  cette  .représentation  propre, 
et  dant  le  cas  contraire,  impropre;  et  noua  transporteront  aani 
«es  ddnoininalieni  à  la  représentation  de  9<p«r  /I 

Or  la  fedierelie  de  tontes  lesfoprésentctions-damBriMia^  par 
la  fimie  F ,  s'appi^  sor  les  coadddralioM  ^vantes  s 

I*.  U  n*j  a  aucune  représentation  du  nombre  D  par  F  qui  ne 
pui«e  se  dédviw  de  'la  fepnfientatie&  d'one  certaine  fi)rme4^&naire 
de  ddIenoiflBnt  O  parla  ftnne/^  «'eft^àHlife^iiiiiveseit^adjeintB 
dmne-teOe 'vepvéseatatioii. 

Soit  en  effist  JTs  l^T  s  HT  «  X^s  £f  'une  représentation 
-quelconque  de  Z>parF;  on  déterminera -par  le  lemmc  précédent^ 
les  nombres  m,  rri ,  m',  n,  n%  n' ,  tels  que  l'on  ait  m'n'  —  m'n'zstLg 

■m'n  —  mn'z=.IJ  ,  mn'  —  m';z  =  L'*,  et  alors  en  représentant  par 
^  =  at*  -4-  nhtu  4-  ctt*,  la  forme  bioaiffc  en  laquelle  y  te  change 
par  la  substitution 

•  x  —  mt-^  nu,      z=m't-^  n'u ,  Jf  =  m't-i-n'u, 

on  voit  facilement  que  D  sera  le  déterminant  de  la  forme  ^,  et 
que  la  représentation  deJD  par  F  sera  adjointe  à  celle  de  ^  par  f* 

Exemple.  Soit  /5K«*.-#i a<»  +  Ji*' ,  et  partant,  F:=-^X*. 
X^  —  JC'» ,  D         aogrle  nombre  —  aog  sera  représenté  par 
en  faisant  A'=i.,  X'=8,  X'=i2,  on  trouve  pour  les 
nombres  m,  m' ,  m',  n,  n',  n' ,  les  valeurs  —  ao,  i,  i,  —  ia,o,  i 
respectivement ,  et  <p  =  403/*  +  4^3  tu-{-i^5  u*, 

3*.  Si  ^  ,  X  sont  des  formes  binaires  proprement  équivalentes , 
tonte  représentât  ion  de  D  par  F  adjointe  à  une  représentation  de 
ç  par/,  sera  au$ùad)Qia^e  à  uue  représeutaiion  de  x  par/» 

a 
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'  Soient  Pi  ^  les  indéterminées  de  la  forme  x,}  supposons  que  (p 
te ebaoge  en  %  par  la  substitution  propre issc^+zS^,  u:szyp^^q, 
•t-que  la  fiirine  9  soit  représentée  par/,  en  fidsant 

xssmt+nu,  afsstntt'^jjfu,  afssnft'^iftt  (/?) 

On  yoit  sans  peine  que  si  Ton  fait 

am-^yrf=g,    am' +  yn' =^  g  t    a.m' +  yn' =  g' , 

la  forme  x        représentée  par/",  en  posant 

x^gp -H V ^g'p -hh'çt  ai* ^^p-^Kq  {JR) 

et  l'on  trouve  gH'-^Vg^ntrt — nfi{ ^gh^ffit-tstnCn^muT^ 

gH  —^gfhssmuf —m(n ,  en  observant  que  ai'—'fiysstu  Donc 
la  même  représentation  de  17  par  F  est  adjointe  any  leprésinta- 
tioas  A  et  il'. 

Ainsi,  dans  l*eiemple  précédent  on  trouve  que  la  ferme  f 
•équivaut  à  la  forme  %  =  i5/>^—  10/7^4-  i8y* ,  en  laquelle  elle  ie 

change  par  la  substitution  propre  /  =  — Sp q ,  u^Sp  —  j 
.de  là  on  trouve  pour  la  représentation  de  %  par  /  :  j:  =  4^,  ' 
a/  —  —  3p-\-q ,  x'  =  2p  —  q ,  qui  donne  pour  le  nombre  —  209 

la  représentation  dont  nous  étions  partis. 

3°.  Si  deux  formes  ip,  %  de  déterminant  D ,  dont  les  indéter- 
minées sont  /,  i^'y  p,  Ç  peuvent  être  représentées  par  /,  et  que  la 
même  représentation  de  D  par  F  soit  à-la*fois  adjointe  à  une 
représentation  de  <p  par  /,  et  à  une  représentation  de  x  psuc  f  \ 
ces  deui  formes  seront  nécessairement  équivalentes* 

Supposons  ^ue  ^  soit  représentée  par  la  forme  en  fkisant 
x-s^na-^nu  t  afssn^t'^rtu,  x'ssm't-^'n'u,  et  %  en  faisant 
X  sssgp  -^hç  ,  jf  =s  f(p  -f-  Hq  ,  x'  =  g'p  4-  h'ç.  Su pposou s  eu 
outre  qu'on  ait  m'n'  —  m'n'  =  g  h'  —  ^'7/  =  L ,  m'n — mn" = gh 
—  gh'=.  TJ,  mn'  —  m'n  —gh'  — g'ii  =  // ,  on  prendra  les  nombre» 
entiers  /,      l" ,  tels  que  l'on  ait  Li  -\-  L't  -i-L'l^zs.  i,  on  fers 

nr-^n't^M,  n'I  —  nf^M' ,  ni' ^n'I  =  M' , 
l'm"^  l'm'=  iV-,  l'm—  Im'^  N'  ,  ln^^l'mz=.  ^', 
gM  H- g' M'  -f  -  ë'^  '  =  a  >  ^'^V  -f-  h' M' H-  h' M '  =  /S  , 
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f)n  déduit  Facilement  de  là  « 

.  On  trouve  de  même  a.Tn-{-yn'=:g^ ,  ^m'-\-t^n'=h',  a.n{-{-yn'^^, 
^rn  -^-é n  ^h';  il  suit  de  là  que  mt-\-nu,  m't  -\-iiu^  nî't'\-n'u 
«e  changent  en  ffp  +  hq,  g'p-^-h'q  f  g'p-i-h'tf  par  la  substitution 
ts=ap  -i-  jiç  y  u  =  yp'^^ç.»,.^.(S)»  D*où  il  résulte  que  <p  se 
change  pat  U  subititutioo  S,  vaUi  même  forme  en  laquelle  /  se 
chaogp  en  posant  x^gp'i-hf,  afsssgfp^f^ç,  jf  ssg^p-^h'ç, 
c'est-à-dire  en  et  que  partant  ^  est  équivalente  à  D'aiUencs 
on  trouvé  «uT  —  ^  =  lâ-^IIS + VP ss  i  ;  donc  la  substitotioÂ 
S  est  propre  «  et  les  formes  9,  x  sont  proprement  équivalentes. 

On  tira.  de.  .09  qui  .précède  les  règles  suivantes  poqr  frouv^ 
foutes  les  représentations  propres  de  D  par  F,  On  chercher»  toatei 
les  classes  de  formes  binaires  de  déterminant  D ,  et  l'on  prendra 
à  volonté  luie  forme  dans  chaque  classe  ;  on  cherchera  toutes  les 
représentations  propres  par  y  de  ces  difl'érentes  formes  (en  rejetant 
cellesquinje  pourraieotpas  se  représenter  par  f^^  et  de  ces  diÛcrentes 
.iepré|C!Qtfi|iiH^.QPfjléduira  celles  du  nombre  IX,  par  la  &nne  F.  Q 
est  évidfjnt  (i%  et  a%)  que  de  cette  mani^  on  aura  tontes  les 
représentations  possibles^  et  qn'cdnsi  la  solution  est  complète  ;  et 
qu'en  outre  (3%)  les  trans&nnations  des  formes  prises  dans  des 

classes  différentes,  piiodtijteent néoessairemeat. des leprésentatioDt 

différentes. 

281.  T. a  recherche  des  représentations  impropres  d'un  nombre 
donné  £)  par  une  forme  F,  se  ramène  facilement  au  casprécédent. 
lïn  effet,  il  est  évident  que  si  D  n'est  divisible  par  aucun  quarré, 
il  n'y  aura  aucune  représentation  de  cette  espèce;  mais  si  les 
. quarrés  V, /A*,  sont  diviseurs  de  D,  toutes  les  représentations 
de  i>  par  F  s'obtiendront,  en  cliérchant  tontes  les  représentations 

;  propires  des  nombres^ ,      ^ ,  etc.  par  la  forme  F,  et  en  multipliant 

les  valeurs  des  indéterminées  par  Â,  /*,  r,  etc.  respectivement. 

Ainsi  la  recherche  de  tontes  les  représentations  d'un  nombre 
donné  par  une  forme  ternaire  donnée  ,  qui  est  adjointe  à  une 
autre  forme  ternaice,  4épe9d*. du,  second  probièmej  et  l'on  peut 


Digitized  by  Google 


5a(5  HE  CHERCHES  * 

ramener  de  la  manière  8ui«^an(e  tous  les  cas  à  celui-là,  qui  pa- 
raît n'être  qu'un  cas  très-particulier.  Spit  D  un  nombre  à  repré- 
senter par  la  forme  .^|'|['  |^t  ^,  dont  le  déterminant         et  qui 

/G    C  G*\ 

•  poar^dîointe  la  forme  [^^^      ^^ss/;  cette  deinike  «ont 

pour  adjointe  ia  forme  =      ^  ^  qw 

les  représentations  du  nombre  AZ)  par  F  qu'on  peut  trouver  par  la 
méthode  précédente  ,  sont  identiques  avec  les  reprc^sentations  du 
nombre  D  par  la  forme  proposée.  On  voit  au  reste  que  si  les  coef- 
£ciens  de  la  forme  /  ont  /a  pour  commun  diviseur,  tous  ceux  de 
F  seront  divisibles  par  et  parconséquent  ùk.D ,  sans  quoi  il  n'y 
anfait  ancnne  représentation  *,  les  ïeprésentationsdu  nomlne  D  par 
.lafiwtaie  proposée  cbïodd^nt  avec  lesre^rétbatiKttoM  du  nooic* 

^  par  la  forme  qui  naît  de  JP  en  divisant  les  différens  coef- 
/* 

ficiens  par       et  cette  forme  sera  adjointe  à  œile  qui  nait  de^^ 

'en  divisant  les  différens  coefficicus  par  /ul. 

Enfin  observons  que  cette  solution  du  premier  problème  n'est 
pas  applicable  au  cas  où  D-=zo ,  car  alors  les  formes  de  détermi^ 
liant  D  ne  penveht  pas  se  distribner  en  un  >notobre  fini  de  classes  ; 
notti  résondieot  ptnt  bas  ce  cas  particolW  par  me  néthoda 
aiffiSreafe. 

a8a«  La  recherche  des  représentatioos  d'me  forme  binaire  doo^ 
ûét  de  déterminant  qui  n'est  pas  =so«  par  nne  forme  ternaire 
donnée^  dépend  dM  obserrationt  suirantes  : 

I.  De  tonte  représentation  propre  dWe  fiurme  binaire 
(ptÇ$^)^P  de  déterminant  D  par  une  forme  ternaire/*  de 
déterminant  A,  on  peut  déduire  des  nombres  entiers  B,  B' 
tels  qu'on  ait  B*~Ap ,  BB'=—ù.q,  E'*  =  àr  (moà.,£>)  ,  et  par- 
tant une  expression  de  y^ùk(p,  — ç,  r)  (moâ.D), 

Soit  en  eflFêt  j;=ot/4-j3«,  a!^(tlt-\-^'uy  a;'=**/-f-/3'«  une 
représentation  propre  de  la  fornic  par/;  x,  x\  x*-,  t,  u  étant 
les  indéterminées  des  former  Qn  prendra  des  npmbres 

entiers  y,  y',  y",  tels  que 
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b  V  v)  ^  ™  laqpelle  /  se  change  par  îa 

•yibatitoUoii 

el  <?a=  ^)  la  ferme  adjointe  à  g.  Alors  il  est- j^dent 

qu'on  aufA  a^^/'j  b'=siq  ,  a'=?r ,  ^'==0  et  que  A  sera  le  déter- 
ninaiitdela  forme  g,  d*oà 

Ainsi,  par  exemple,  la  forme  i9/'4-6/tt4-4iu»  se  représente 
par  la  forme  a;'+a;'*+;c'*,  en  posant  a;=3/4-5tt,  a;  =  3/ — /^u^ 
af^t\  d'où ,  en  faisant  >:;=— i,  y'=ii,  /=o,  on  trouve 
^s-^tyi,  B'assa'j,  ou  (—171,  ay)  pour  mie  Taleur  de  Tetprea- 
«ion  v^'<-i<i9*  — 3lj.4i)  (jnod.770). 

Il  sait  de  là  que  ai  à(^p,  — r)  n*ést  pas  résida  qnadratiqiM 
de  i> ,  f  ne  peut  être  représenté  proprement  par  ancnne  forme 
ternaire  de  déterminant  A.  Ainsi,  dans  le  cas  où  A  et  D  sont  pre^ 
miers  entre,  tazj,  A  doit  étM  le  somiire  cauKstérisliqtiff  de*  ]& 

forme  <p, 

II.  Comme  y,  y',  y'!  peuvent  être  déterminés  d'une  infinité  de 
manières,  il  en  résultera  différentes  valeurs  pour  B^  B',ttnopn 
allons  chercher  quelle  relation  elles  ont  entre  elles.  Supposons 
que  <r,  «I    J'  soient  aussi  tels  que 

(«'^-.  a'/3')cr  H-  Ca'i3— d^')  J'H-  (a/S'-  <t'^)r=:k\ 

y  pouvant  être  +1  et  — 1.>  et  qôe  la  forme /se  cbangs»  par 

la  substitution 

/3,  cTj   a',  /S',         a',  ^6%  J*, 

a;:;::)=k,dm.t'l.adjointe.estC^;î;^^^ 

alors  ^  et  A  ssrat  équivalentes  ainsi  que  6  et  £r>  et  far  l'ap- 
gication  des  principes  des  n~  169  et  170,  on  trouvera  que  la 
fin-me  ^«e  change  en  la  forme  G  par  la  sabstitution 

o.  o;  o,      oj  ^,  », 

en  taisant  ^ 


Digitized  by  Gopgle 


M  RECHERCHES/ 

On  tirera  de  là  5=  «A'/^+AA'iV,  S^^d^l^D-HJ^N',  et  partant  ; 
comme  iU'ssdbi,  B&N,  B'&N*,  ou  B^^N,  Ss^N' 
(mod.  i))t  Dans  le  premier  cas ,  leit  Talenrs  de  {B,S^),  {N,  N*) 
seront  dites  équivalentés',  dans  le  second,  opposées.  Nons diront 

aussi  d'une  représentation  de  la  forrae  <p ,  qu'elle  appartient  à 
la  valeur  de  \/à(pt  -—7,  r), lorsqu'on  peut  l'en  déduire  par  la  r!ié- 
thode  (I).  Ainsi  toutes  les  valeurs  auxquelles  appartient  la  même 
représentation  sont  équivalentes  ou  opposées. 

■  •  '  •  *  • 

III.  Réciproquement,  si  une  représentation  de  ç  par  f  est 
At-^^u,  eic,  et  appartient  à  la  valeur  ^')«  qu'on  en  dé- 
duit à  l'aide  de  la  transformation 

«,  i9,>î       /S-,  >'i 

elle  appartiendra  k  tonte  autre  valeur  (N,  N')  qui  lai  sera 
équivalente  ou  opposée;  c'est-à-dire, *qu*au  lieu  des  nombres 
y,  y*,  y',  on  pourra  pi^eiuke  d'autres  nombres  J",  J^*,  pour 
lesquels  l'équation 

ait  liefi,  et  tels  que  les  coefficbns  4  et  5  de  la  forme  adjointe 
k  celle  en  laquelle /  se  change  par  la  substitution 

^     «t,  ^,  cTi    a',  /S',  a',  /S",  cT, 

soient  respectivement  égaux  à  N\  Soit,  en  e£fet,  rfcAssJV+wZ?, 
:±:i?'=iV'-f-C^  >  en  prenant  loi  et  après  les  signes  supérieurs  ou 
inISrieufS.jMivaotque  les  Valeurs  (4,  BT)»  (^'^  y*)foot  équiva- 
lentes ou  opposées,  H  seroiit  entiers^  et  si  là  fofine  ^  se  dumga 
par  la  subftitution 

i#  o,  Jj  «,1,  nj  0/0,  zhi, 
en  la  forme  H*  Ôn  verra  sans  peine  que  le  déterminant  de  h 
est  A,  et  que  les  coeffieiens  4  et  5  de  sa  forme  adjointe  sont 
N,  N'.  Or  en  foisant 

on  verra  sans  peine  que  /  se  change  en  *  par  la  substitution  S, 

et  que  rétjuation  H  est  satisfaite. 

aÔ3.  On  déduit  de  ces  principes  la  méthode  suivante,  pour  trouver 

toutes 
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toutes  1*8  représentations  delà  forme  binaire  <p  pf*^2Çtu^rii^ 
de  déterminant  D,  par  la  forme  ternaire  /  de  déterminaot  A, 

I.  On  cherchera  toutes  les  valeurs  difiSkentes,  G'ett-i^n  ^ 
non  équivalentes  de  l'expression  y^A(p,  ~-~ç,  r)  (mod.  Z)).  C© 
problème  a  déjà  été  résolu  (a'  333)  pour  le  cas  où  A  est'premiec 
Avec  D,  et  où  la  forme  {p,  —y,  r)  est  primitive,  et  les  autres 
cai  86  nua&neat  tfè«-fiu^iiie&t  k  cclui-IA.  La  nécessité  d'abré- 
gé ne  nous  permet  cependant  pu  d'inaûter  davantage  sur  ce 
enjet.  Observons  feulement  que  lonqne  A  ett  pcemier  avec  D 
l'expression  L(p,  —y,  r)  ne  pent  être  résidu  quadratique  del>^ 
à  moins  que  ^  ne  soit  une  forme  primitive  ;  supposons  en  efièfc 
Ap=B*-^DA\  -^Aç=BB'-DB\  Ar=fi"-.Z)^.  onen  dé- 
duit  (OB'-.Açy  =  (DA'^Ap)(pA+Ar),  ou  en  déFelopp^it et 
remplaçant  D  par     — pr,  «^r— 

Si  donc  p,  ç,  r  avaient  nn  commun  diviseur,  ce  diviseur  di- 
▼werait  AS  et  pavconséqnent  A  ne  pounait  pas  être  premier 
avee  2>>  Ainsi  p  sera  me  fitrme  primitive. 


n.  Désignons  par  m  le  nombre  de  ces  valeurs,  et  supposons 
•qnil  S'en  trouve  n  opposées  à  elles-mêmes.  Alors  il  est  évident 
que  parmi  les  m— n  qui  restent,  chacune  aura  nécessairement 
ton  opposée»  car  nous  supposons  qu'on  m  tontes  les  valeurs  non 
équivalentes.  De  chaque  couple  de  yaleoES  opposées,  on  en  re- 
jettera une  à  volonté,  et  il  en  restera  en  tout  rCm-f-is).  Ainsi  • 
par  exemple,  des  huit  valeurs  de  l'ezpresalon  i  (iq,  5  4,) 
(mod.770)  qui  sont:  (39,  aS;),  (,7,,  -27),  (369,  JsS), 
è?''  -"7M-39,  -.337),  (-,7,,  .7),  (_-:,69,  83),  C-391,  raj), 
KSquatre  dernières  sont  à  rejeter,  comme  opposées  aux  quatre 
pwnî^res.  An  reste,  il  est  aisé  de  voir  que  si  (B,  B')  est  une 
^!!!rîtJ'K^  *  elle-même,  ù£,  aS',  et  partant  aA;;,  aAy,  aAr 
lont  divisibles  par  donc  dans  le  cas  où  A  et  i)  sotat  premiers 
entre  eux,  il  fendrait  ipm  ap,  aç,  ar  fussent  divisibles  par  D\ 
et  comme  dans  ce  cas  (1)  les  nombres  p,  ç,  r'  n'ont  pas  de  di- 
viseur  commun,  a  doit  être  divisible  par  D,  et  partant  la  chose 
■e  peut  avoir  lieu  que  pour  Zlassbi,  on  Dsss±2,  Donc  si  A 

Tt 


Digitized  by  Gopgle 


550  "  HECHERCHES 

est  premier  KveaD,  oa  aura  /laso  pour  IcA  râleurs  de  i>plut 

grandes  que  a. 

IIT.  Cela  fait,  il  est  évident  que  toute  représentation  propre 
de  la  forme  9  par  y  appartient  nécessairement  à  quelqu'ane  des 

S^^valewi  resUuUes,  et  4  aoe  seule}  ainsi  il  faut  parcourir 

cet  différentes  râleurs,  et  chercBerlesrepréseiitalioDS  ^ni  appar- 
tiennent à  chacune  d'elles. 

Four  trouver  les  représentations  qui  appartiennent  à  wm  ralenr 
donnée  {B>        il  iant  déterminer  d'abord  une  fbme  temaive 

i'  b')        ^  détèimlnant  aoit  A,  «I  dans  laquelle  on 

leurs  de  h,  V^tf  déduisent  de  14,  4  l'aide  des  équations  dn 
a*  3769  par  lesqnellet  on  roit  fiwiteiiient  que  lorsque  D  et 
A  sont  pponîe»  tntw  eng»;  loi  nombre»         oT  m  ofoessti- 

rement  entiers»  puisque  les  produits  de  ces  nombres  par  Z> et  A 

sont  des  nombres  entiers  ;  mais  en  généra!  si  l'an  de  ces  trois 
nombres  se  trouve  fractionnaire,  ou  si  les  formes  g  ne  sont 
pas  équivalentes,  il  n'y  aura  aucunes  représentations  de<p  par 
appartenantes  à  la  valeur  ÇBs,  i^^-^mais  si  à,  b',a  &oat  entiers 
«t  que  les  {exaMt/„g  loieiil  éqiiiT«l«ntei»  tnute  trani&auir 
tion  à»  /     g,  comme 

fi>  >;  «%     >'î      ^'9  y'» 

cîonne  une  représentation  telle  que  j;  =  oi/-f- jSw,  a;==a7+/ytf^ 
fc':=ia.'t'^fi*u'y  et  de  cette  maniihre  il  n'y  n  «nemie  représentai 
tipn  qui  ne  puisse  se  déduire  d'ttnetiausfiiAiiatioa,  Ainsi  h  paftlb 
dn  second  pcoblim^;  rdati/re'  aux  rej^réseatutfoni  ptopreev  «tt^i»- 
Bienée  an  troisième  proUteé. 

XV.  An  reste>  les  di^seates  transformations  de  ftn  g  pro- 
4nisent  touioon  des.  rtif^réseotalions  différentes,  excepté  ic  seul 
Q8t.  0&.  Sf)  est  une  râleur  opposée  4  elle-même»  dans  ]eq,uei 
4^X.t(|tn$formations  ne  donnent  qu'une  seule  représentation.  Sup- 
^C|sgi|s;  en  efiei».  que / se.ebdnge  aussi  en ^.  par  substitution 
m,  fi^  J'"f  fif,  r.i  4,.^%  é%  .  ■  W 
qui  dtonne*  là  aiêtanrepffésettlatiQitqiw  fil  pfébédèiiti»^|  etf  <léâ|pi«iic 
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par  k,  k'f  yt  les  mêmes  nombres  qu'en  II,  n*  ptccédent ,  on 
aura  Bzz^kkB-^'rtkD ,  Bz=:kk'B'-\-lk'D'y  si  donc  chacun  des 
nombres  k,  k  =-f-i  on  — i,  on  aura  >i=o,  ^s5=o,  d'où  l'on 
déduit  facilement  J^^iy,  <f cj'=>^  Ainsi  ces  deoz  trant- 
formatioiit  ne  pourront  êlie  diffi^rentes  que  dans  le  cas  oft  l'un 
des  nombres  A,  est  -f-i  et  l'antre  i.  Or  alors  B-aè^B , 
B= — B*  (mod.  D),  c'ett-à^diie  qne  la  yalenr  (^B,  B*)  est  op« 
posée  à  elle-même. 

V.  Il  suit  facilement  de  ce  que  nous  avons  dit  (n'ayi)  sur 
les  caractères  des  formes  définies  et  indéfinies ,  que  si  A  est  po- 
sitif, D  négatif  et  (p  une  forme  négative,  g  est  une  forme  dé- 
finie négative,  et  que  si  A  est  positif  et  D  positif  ou  négatif, 
mais  (p  une  forme  positive,  ^  est  une  ïcma  indéfinie.  Or  comme 
/,  s  ne  peurat  être  équivalentes,  à'  moins  qu*à  cet  égard  elles 
ne  soient  semblables,  il  est  évident  qne  des  fermes  binaijrtss  do 
déterminant  positif  et  les  formes  positives  ne  peuvent  être  repré* 
sentées-  proprement  par  une  forme  ternaire  indéfinie  do  dj6ter« 
minant  positif,  et  que  par  une  forme  ternaire  de  la  première  ou 
de  la  deuxième  espèce,  on  ne  peut  représenter  que  des  formes 
binaires  de  la.  deuxième  ou  de  la  première  respectivement.  On  peut 
conclure  de  la  même  manière ,  que  par  une  forme  ternaire  définie 
de  déterminant  négatif  (qui  est  positive) ,  on  ne  peut  représenter 
que  dés  fermes  binaires  poittiviss>  et  par  niie  ferme  ternaire  in« 
définie  d»  déterminaat.néBptiff  qpa  dès  feaaosbiiiaiiiai  négatlvof 
et  des  fermes  do  déterminant  positif^ 

384.  Comme  les  représentations  imppçpreM  d'toe  fiimo^binaiio 

^  de  déterminant  D ,  par  une  forme  ternaire  f  qui  ar  pour  ad* 
jointe  F,  sont  celles  d'où  l'on  déduit  les  représentations  impropres 
du  nombre  D  par  la  forme  F,  il  est  évident  que  ^  ne  peut  être 
représenté  improprement  par  f,  à  moins  que  D  n'ait  des  divi- 
seurs quarrés.  Supposons  que  les  difierens  diviseurs  quarrés  de  D, 
non  eempris  î  ,  soient  tf*,  e'*,  etc. ,  dont  le  hombre  sera  tou- 
îonrs  fini  puisque  ZT  ne  peut  pas  èire  so,  toute  représentation 
impropre  de  ^  par  f  donnera  une  représentation  du  nombre  D 
par  F  f  dans  laquelU  les  valeurs  des  indéterminées  auront  pour 
plus  grand  commun  diviseur  l*on  des  nombres  e,  eto» 
Par  cette  i;uifltfi|..iu»ui  dicoûik  pow  abréger^  qne  toute  représen- 
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tation  impropre  de  ,  la  forme  ^  dépend  dn  diviMiir .  quarré  e*i 
ou  ou  etc.  qui  lui  correspond.  Or  toutes  les  repK^nla* 
fions,  de  la  forme  p  dépendantes  d*an  diYlseor  qnairé  e*,  dont 
nous  supposons  la  racine  e  prise  positivement,  se  trouTent  de  la 
manière  suivante.  De  la  démonstration  synthétique  que  nous  en 
donnons,  pour  abréger^  on  pourra  faciiement  déduire  l'anal/se 
qi)i  nous  y  a  conduits. 

1*.  On  cherchera  tontes  les  fi>rmes  binaires  de  déterminant^ 

qui  se  changent  en  la  ferme  ^  par  la  substitution  T=sxf4-A», 
V^fiU,  T  et  ZT*  désignant  les  indéterminées  d'une  telle  ferme , 
t,  u  les  indéterminées  de  la  ferme  ^\  a«  des  entiers  positift 
dont  le  produit  est  parconséquentîrsff,  A  un  entier  positif  moindre 
que  }jLy  ou  zéro.  Ces  formes^  ainsi  que  les  transformations  qui 
leur  répondent,  se  trouvent  ainsi  qu'il  suit: 

On  égalera  successivement  x  aux  différens  diviseurs  positif 

de  e,./  compris  i  et      i'on  fem/ABs^;  pour  chacune  des  Ta* 

leurs  déterminées  de  Xj  f»,  on  donnera  à  A  tontes  les  Talears  en- 
tières depuis  o  jusqu'à    — i,  et  l'on  aura  certainement  tontes 

les  transformations.  Or  la  forme  qui  se  change  en  ^  par  la 
substitution  !r=x/-i~^>  U;=fm,  se  trouve  en  cherchant  la 

Soaae  en  laquelle  f  se  change  par.  la  substitution  t;:sj-r-"^» 
ui^-,  et  l'on  obtiendra  les  fermes  qui  répondent  à  chacune  des  ' 

transformations;  mais  il  ne  faudra  conserver  que  celles  dont  les 
trbis  coefficiens  sont  entiers  (*)• 

3%  Soit  <^  une  de  ces  formes  qui  se' change  en  tp  par  la  stibati- 
tntimi  Tssxi'\-Ku,  UssfWf  on  cherchera  tontes  les  rêprésenta- 
tibns  propres  de  4>  par/,  s'il  en  eiicte  ;  suppoeons-les  refôcésentées 
itfdéfiniment  iiar 

•  <KZ9AT+^U,  afssjfT-hS^U,  af^JfT-^V, . . .  .(/^  î  - 

(*)  Si  nous  pouvions  donner  plus  de  détails  sur  ce  problème,  nous  abrége- 
rion»  beaucoup  la  solution.  Il  Mt  d'abord  évident  que  «  doit  être  choisi  de  ma- 
aiire  à.  ce  son  qnarré  swt  âîviBtfDr'da  pretoicr  cocfficinit  de  ^.  An'nito, 
ttdùs  Aoiu  il4i*»t>ill  ^1  ïnipfiindrr  dans  une  autre  occasion  ce  problème,  d'o&  Ton 
peut  tb«r  dHcMbtiaBSjphn  risqlM  dn  iiroUàafli  dM  aT  at3,  %xé^ 
c 
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en  substituant  dans  ces  formules  les  valeurs  de  T,  U,  on  ea  dé* . 
duit  les  suivantes  ; 

•  •  '  *  *  • 

dans  IfltqueUes  on  a  de  mânie 

<tz=xA,  a'^iut,  a'ssK^, 

On  traitera  de  la  même  manière  les  autres  formes ,  s'il  j  en  a 
plusieurs,  et  je  dis  qu'on  aura  ainsi  toutes  les  rej^résentatjioos  de 
la  forme  <p  dépendantes  du  diviseur  quarré  c'.        .  , 

I.  Nous  ue  nous  arrêterons  pas  à  prouver  que  f  se  change  I 
en  ^  par  la  substitution  cette  partie  de  la  proposition  étant  i 
évidente  >  mais  ou  déduit  des  valeurs  de  a.,  a.',  etc.  > 

et  tiomme  (P)  eit  .une  repféfentation  pfopce.»  il  a'eiuqli  qne  k 
plus  grand  commun  diviseur  de  ces  trois  nomlnei  est  y^^et  ^pie  -, 
la  représetatatiàn  (Q)  dépend  da  diviseôr 

II.  Nous  allons  maintenaoi  fidie  Toir  que -de  tonte  représjBnta- 
tipn  donnée  .de  la  fivme    »  on  pent  dédiûce.  une  rqnés^tjttlpn  * 

propre  d'une  forme  de  déleradBant  ^  contenue  parmt  les  Jbraiès 

trouvées  par  la  première  règle  ;  c'est-à-dire,  que  des  valeurs  don- 
nées de  A,  a',  a',  /S,  ou  peut  déduire  des  valeurs  entières  de 

^$  A*  qui  sali^usent  am  conditions  pceserites^  et  des  valeurs 
de  A,  Byjf^  Étf  A^,  V  qui  satis&ssent  aux  équations  (R),  efr 
cela  d'une  seule  manière.  Il  est  clair  d'aiMnd  pair  les  Irais  prétaiièiat 
équations  (/?),  que  l'on  doit  prendre  pour  »  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  nombres  a,  a ,  «"  pris  positivement,  puisque ^^—^'i^;  ■ 

^  —  AB' ,  AB'  —AB  ne  devant  pas  avoir  de  diviseur  com- 
mun A^  A\  A'  n'en  auront  pas  non  plus.  Donc  A,  A' ^  A'  seront 

détfffminés,  ainsi  que>  qni,doi>..ébm  ^ai>  î-,  et  aera  néBea- 

safcremenfc  un  nombre  entier.  Soient  trois  nombres «nileft  A/*,  l^i 

tels  qu'on  ait^-rf  ^kAl  -^  KJT^  i  «  lea  tièls  deniteet  équations 
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d'où  il,  luit  qu'il  n'y  a  qu'une  sçuJe  valeur  de  X  comprise  entre  o 
et  ;a —  I  j  les  valeurs  de  B ,  B y  B" ,  soi\t  alors  déterminées et  il 
ne  reste  qu'à  démontrer  qu'elles  sont  entières.  Or  on  aura 

Dmic  ^  est  nécessairement  entier.  On  le  démontrera  de  même 
pdur  B'j  B",  Il  suit  de  ces  raisonnemens  qu'il  n'y  a  aucune  repré-.  • 
sentation  impropre  de  par  f  éaat  on  ne  puiftse  déduire  une  re- 
présentation propre  d'iJine  fonae  9.  par et.  doot  pa  pniiM  en 
déduire  plusîeân.  Dooc  la  mélbodi»  précîSdeiilB  donnera  toutei  Im 
xepréwntations  chercbéet,  et  n'en  donnera  que  de  diffiSrentes. 

'En  appliquant  la^  même  méthode,  am  antfes  dMewf  qaairét. 
de  IP ,  oïl  ttoûma  tontei  les  repiéa^i|atio|i^  iippopfca  pvfiibles 
de  ^  paryi 

"A-u  reste ,  on  vdt  aiaémcàit  par  celée  tolntion  «  que  le  théoiimo 
ééODcé  à  là  fin  du  précédent  pour  let  vepféaentationt  propret  « 
a  Ji^  ^a)^iVM»t;I|»iW  1«»  représeolationt  impropres ,  c*««tr4-dire, 

qu'en  ^péftiX  aijwîiine  forme. binaire  positive  de  déterminant  né- 
gatif ne  peut  êtreVèprésenfée  par  une  forme  ternaire  négative,  etc. 
En  effet,  «oit  une  forme  9,  qui  par. ce  théorème  ne  puisse  être 

<fli  vmitBmmà  pp  napotment  non  plus  être  rdpriiaatéet  par// 
pniaqaa  lenr  détanoînant  aeri  aSooiéi  de  même  signe  qne  celui 
da>j  etloraqne  ces  dëterminans  sont  positifs,  toutes  les  formef 
août  poaitifaa.  ou  négatvrei,  soÎTant  l'espèce  de  la  forme  p. 

M.  Noua  ne  pouvons  placer  ici  que  peu  de  détails  sur  les 
qnaUions  qui  font  le  sujet  du  troisième  problème  ,  auquel  nous 
avons  réduit  les  deux  autres,  c'e^t-à^dire  sur  la  manière  de  juger 
ai.daçi^  foiyne»  t6iAiv^r«Si<l^  Jf^(V«d^.ciVi^4Atk.&9Atc.éqH^ 
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^  Mft  i  «t  Aim  II  ptMK  ««>  ide  ihmmBr  «oirtai  tel  IradiRt. 
niMau  dé  I*dntt  cà  l*â»tre)  iNDOBqne  la  èblutiiMi  coinplële  ,  fèllb 
qde  lioiM  r«Vèns  donbéé  pour  les  fbnnes  binaires  i  ëit  n^te  à 
ItèaùMb^  ^  diflfealtéé.  Aus^  boas  bornéroéi  ki  iioito  tPoiiMJiia 
à  iii3ii1<|M»  tctts  ^à^tUittn  ^  biqiwift  »<«§  iii^itt  fiilt^blto 
digi^ssion.  ' 

ï«  four  le  déteimiaanC  4-  ^  >  àTonsfàié  ^oir  plus  hW  qûé 
toutes  les  formes  ternaires  se  distribuent  en  dêiix  classes,  dontl'unë 
contient  toutes  les  formes  indéfinies ,  et  Tauire  toutes  les  formes 
définies  (négatives).  Ilj^suit  de  là  que  deux  formes  qtielconqués  de 
déterminant  +  *  sont  équivalentes  si  elles  sont  toutes  deux  défi- 
nies ou  toutes  deux  indéfinies,  mais  qu'elles  ne  le  sont  pas  si  l'urie 
Ht  MêSsàli  ét  l*àtfttè  àêMèi  (C0tt«  muotéb  partie  de  la  propo- 
posltioft  a  Ueu  pùat  Mk  déterttiaànt  qn^bnque).  D«  ia  niétne 
tnanitWfd^  IbriBat  indéfinlfs  de-détcnaiiii^t  r^i  lotft  équiva- 
lentes» si  elles  sont  toutes  deux  définies  on  tontes  dëdk  iôdIHnies.' 
—  Deux  formes  définies  de  déterminant  h  ier^ïït  tV^ÔtaÀ  éqnWîtm 
lentes-,  deux  forhics  indéfinré*  le  sefont aussi,  à  moins  que  dans 
l'une  les  trois  premiers  coefficiens  ne  soient  pairs,  et  qu'ils  ne  les 
soient  pas  tous  dans  l'autre.  —  Nous  pourrions  donner  plusieurs 
propositions  particulières  de  la  médie  manière ,  si  nous  avions  pha 
naut  (tt"  277)  cakafë  m  plus  grand  fiombrc  d'exeiftples. 

TT.  On  pourra  aussi  pour  tous  ôe3  ras,  f,/^  désignant  deâà 
formes  ternaires  équivalentes,  trouver  une  transformation  de  l'une 
en  l'autre.  Car  pour  chaque  classe  nous  avons  assigné  un  assez 
petit  Bombw  de  fermes,  à  I  'une  dçsq^elles  toute  forme  de  cette 
^Mftft  fient  ^  (amenée  tnpoiaroBS  atnii  appris  à  lédnire  toutes 
oMr&ffBi^  ^^naa  8snia.  5dt  iT^wtte  feiîpe  da Je  mémë  osasse  911Ô 
f»f'f^  pourra,  par  lei  mffgtm  indiigné»^  trouver  les  iransfbi;^ 
natiod^  à%f,f*  en  F,  et  partant,  do  F  en /,  f.  Ainsi  par  le 

370 ,  OB  pooirra.  dédnica  ias  trimsfiirmatiaoii  de  /  an/'  e^  d^ 
/'  en/.  ■    .  .  . 

■  '  •  •    •        •    •     •   •  , 

Il  T.  Ainsi  il  ne  resferaitphirt|n'r  montrer  cowmeaê  sknno  séria 

transformation  de /en  /',  oh  peut  tirer  tdntes  les  transfbrnteûtons 
possibles;  ce  problème  dépend  d'un  aufrë  pins  simple  qut  consisté 
À  trouver  toutes  les  transfonaationtf  da  là  forihe/ëHi  ello-mfinM.  âi 
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effet  >  si  f  change  en  elle-même  par  plusieurs  substitutions  (t); 
(O,  (O»  etc.,  et  en/'  par  la  tubtCitutioii  (/),  il  est  aisé  de  voi? 
qu'en  oombinant  par  la  médiode  du  n*  270,  la  tzantfbmiAtkm  {}) 
a,vm.(r),  (r^),  (t')»  fémlto  àet  timBanaaUmn  par  les- 
quelles /se  change  enf.  En  outre,  on  peut  prouver  ftrihmwnf 
par  le  calcul ,  que  toute  iransfonnation  de /  en  /'  peut  se  déduir» 
de  cette  manière,  de  la  combinaison  de  la  transformation  (/)  dù 
f  eaf  avec  une,  et  une  seule  transformation  de  la  forme  f  en 
elle-même,  et  que  parconséquent  la  combinaison  de  la  trans- 
formation (/)  avec  les  différentes  transformations  de  f  en  elle- 
même  ,  donne  tontes  les  trantfomiatioiu  de  /  en/',  et  ne  donnera 
qn'nne  fois  chacune  d'elles. 

Nous  bornerons  ici  notre  recherche  au  cas  où  / est  une  forme 
définie  dont  les  coeffîciens  ^,5,6  sont  =0  (*).  Soit  donc 

/sB^^  ^  ;  o  )  '  ®*  représentons  une  substitutjlon  quelconque  qui 
diange  /  en  cUepméme^  pat 

on  aura  les  équations 

a^+a'«'|S'.+a"«T=o,  a«y-fo'«'>'+a'«>'=o,  afiy-i-d0y'-i^^y=o  / 

Or  on  doit  diitiiigdec  trois  cas:  : 

1%  Quand  t^,  d%  'qni  'dolTénf  avoir  le  même  signe  ^  sont 
tous  inégaux,  nous  supposerons  a  <  a',  a'<a';  si  l'ordre  de  ffùt» 
deur  était  différent,  on  trouverait  de  même  les  conclusions  ana- 
logues. La  première  des  équations  ((v)  exige  nécessairement  que  l'oil 
ait  ct'=at'=o,  et  partant  oi==i=i;  les  équations  4»  5  donnent 
alors  i3  =  o,  >  =  o-,  l'équation  2  donne  /â'=o  et  /3'=:±i,  et 
l'équation  ôezlge  qu'on  ait  ^'=0',  donc  par  l'équation  3, 
desorte  que,  à  cause  de  l'amMgoité  des  signes»  SI  j  a  en  tout 
huit  transfiiEmations  difflbentet. 

•  -■-  • 

O  Lw  uttm  cas  où  la  fanât fett  dtfafa,  pemrent  ae  ramener  à  celui-là; 
nais  si  elle  est  indéfinie ,  il  faut  empIoTet  vm  péthode  tout-A^t  différante, 
•t  le  aonbre  dee  tiisuiott^ûoM  tit  iafiai. 
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a*.  Quand*  panai  les  nombres  a  ,      a'  il  jr  en  a  deux  égaux  ^ 
4i'  et     par  atemide»  supposons  d'abon}  a  <  of*  Aloct>  de  la  même 
manière  que  dana  le        précédent,  on  aura  «t^sôj  «V- 
a  =  rbï,    jSso,  les   équations  a,  5,  6  deviennent 

^  M-  /S--  a»  I ,  y« =  1 ,  /3y-^^y-so.  d'où  l'on  tire  /a'»o, 
^•=±1,  >'==l=i,  /=o,  on  /3'=±i,  )3^:^,  >'=o, 
>''==ti.  Mais  si  a  >  a',  les  équations  a  et  5  donnent  /3=o#' 
>=:o  et^^'=o,  /3'=rt:i,>'==fci,/=o,  ou  /3'==fci,  /3'=o, 
>'=o>  >— l'une  ou  l'autre  supposition  donnent,  par  les 
éqQadoas4  et  5,  «'sa»  a'ssso,  et  par  l'équatipn  >,  ot==t:  i.  Ainsi 
dans  les  denz  cas  il  /  '  a  sel»  trans&rmations  différentes.  Les 
denz  autres  cas  oà  assaf  »  oa  bien  se  résolmt  de  la 

même  manière,  pourvu  qu'on  change  pour  le  premier 

cas  ,  en  fi,  fi',  fi%  pour  le  second ,  tn.y,  y',  /  lespectimient. 

5*.  Quand  les  nombres  a,  d,  af  sont  égaux,  les  équations  i; 
a,  5  exigent  que  des  nombres  a,  a',       ainsi  que  des  nombres 
et  des  nombres  /  deux  soient  égaux  à  zérv*et 

le  troisième  égal  à  rfci;  or,  par  les  équations  4,  5,  6,  on  voit 
qu'il  ne  peut  j  avoir  qu'un  seul  nombre  =rfci  parmi  et,  /8,  j,^ 
ou  oi,  /3',      ou  a',  U  ne  reste  que  fiz  combinaisons. 

»  et  les  lis  anfiei  coefficient  sos 


a' 

1  / 
fit 

a' 

/S' 

^' 

/3 

>• 

y' 

y 

a  =  d=i  ^ 


desorte  que  parPambiguîté-detsignesil  jaén  tout  quarante -h  ui|6 
^cansfimnations.  —  Le  même  tableau  renferme  aussi  les  cas  précé- 
dcnsî  mais  des  six  colonnes  il  ne  faut  prendre  que  U  première, 
quand  a,  a',  a'  sont  tous  inégaux;  la  première  et  la  second^ 
quand  a^a";  la  première  et  la  troisième,  quand  as<^:  la  pce- 
mière  et  la  sixième,  quand  assa',  .  '  .     '    '  ■ 

Il  suit  de  là  que  si  la  forme  /=  ax^-^afaf^+i^»''*.  se  changé 
en  la  forme  équivalente/'  par  la  substitution  ! 

^^-Hy-K/,  air«j>Hy+ey,  >===JVHy-Ky, 

toutes  les  fransformatfwii'  dé /en/'  s(|nt  contenues  dans  le  ta- 
plcatt  tuT^Mît:  •       •  < 


Vr 
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X 

X 

x' 

x' 

x' 

x' 

x' 

X 

x' 

X 

t 

X 

x' 

X 

x' 

X 

=  db(jy  +  ey  +  ^/) 

avec  cette  différence  que  l'on  doit  emplojer  ]es  sii  colonnes  lorsque 
«sra'=a'-,  la  première  et  la  seconde,  quand a'=a';  la  premièrcl 

•k  Ja  troisième,  quand  a=a'j  la  première  et  la  sixième,  quand 
«c=a'j  enfin  la  première  seule,  quand  a,  a',  a*  sont  tous  inégaux, 
tt  il  J  aura  dans  le  premier  cas  quarante-huit  transformations, 
leize  dans  le  second,  le  troisième  et  le  quatrième,  et  huit  dans 
ym  eiaqtlièiiMk 


Apr&s  avoir  exposé  succinctement  les  premiers  élémens  des  formes 
ternaires,  nous  allons  passer  à  quelques  applications  particulières^ 
parmi  lesquelles  le  problème  suivant  mérite  la  première  place. 

a86.  Probl^mb.  Etant  donnée  une  forme  binaire  F=(A,  B,  Q 
de  déterminant  D  appartenant  au  genre  principal ^  troiW€rtm€ 
Jprme  binaire  f  gui  donne  F  par  sa  duplication, 

1».  On  cberchera  une  représentation  propre  de  la  forme 
(A,  —B,C)=i£*  par  la  forme  ternaire  x' — 2yz',  supposent 
(ju'elle  soit 

IX  est  aisé  de  voir,  par  la  théorie. précédente,  que  la  chose  est 
toujours  possible.  En  effet,  F  étant,  par  hjpothèse,  du  genre 
principal ,  on  pourra  trouver  une  valeur  de  l'expression  \^{/if  B,  C) 
(mod.£))  (333,  6'),  et  parcouséquent  une  forme  ternaire  <p  de  dé- 
terminant I ,  dans  laquelle  là  forme  {A,  —By  C)  entre  comme 
partie  «  et  dont  l'on  voit  &cilemeot  i|iie  toas  les  coeffioseos  sont 
entiers.  H  est  également  clair  que  la  forme  >  doit  être  Indéfinie» 
^pulique,  par  hypothèse,  F  n*est  certainement  pas  une  forme  né» 
gati?e}  donc  ^  sera  équivalente  à  la  forme  a^x;  on  pourra 
parcouséquent  assigner  une  transformation  de  x* — ayz  en  pp  qui 
fournira  une  représcntalion  propre  de  F'  par  la  forme  x* — a/z  j 
d'ailleurs  on  aura  A  — a.* — aaV,  — B=a^  —  a'/S' — «"/S', 
Cs^jS»— ajS'jô'i  d'où  l'on   voit  qu'en   faisant   ct/3'— *'/3=fl. 
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«'jgf — a'fi^^b',  aj0'=c,  ces  nombres  n'auront  pas  de  com- 

mun diviseur,  et  qu'on  aura  D^l^-^^ac, 

a*.  De  là  et  à  l'aide  de  la  dernière  observation  du  n'  235, 
on  peut  facilement  conclure  que  F,  par  la  substitution  2/3',  ^, 
fi,  fir-,  ax%  a,  a,  a%  se  change  en  le  produit  de  la  form^ 
^h,  c)  par  elle-même f  et  par  la  substitution-  fi^,  fi,  fi,  a^* 
a,  a ,  ax%  eu  le  produit  de  la  forme  (a,  — ac)  par  elle- 
même.  Or  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombres  2a,  ib^ 
2C  est  a;  si  donc  c  est  impair,  aa,  txb ,  c  n'auront  pas  de  com- 
mun diviseur,  et  la  forme  (aa,  — c)  sera  une  forme  propre- 
ment primitive.  De  même  si  a  est  impair  (a,  — b ,  ac)  sera  une 
Ibcme  proprement  primitive  ^  dans  le  premier  cas,  F  naît  de  la 
duplication  de  la  forme  (aa,  ^b,  c),  et  dans  le  deuxième,  do 
la  dnplieation  de  la  forme  (a,  —b,  ac).  (Vojez  Conclus.  4 , 
n*  Ocnn  de  ces  cas  arrivera  néoessaiiement.  En  efl&t,  si 
a,  c  étaient  tous  deux  pairs,  b  serait  nécessairement  impair;  or  on 
s'assure  aisément  que  l'on  a  ^"a-^^b+^'csso,  a'a+a6-)-a'csB0; 
donc  ^b  et  ab,  et  partant  a  et  ^  seraient  tous  les  deux  pairs  > 
y4  et  C  le  seraient  donc  aussi,  co  qui  est  contre  l'hypothèse,' 
puisque  F  est  une  forme  du  genre  priucipai,  et  parconséqueut  de 
l'ordre  proprement  primitif.  Au  reste  il  peut  arriver  que  a  et  c 
ioient  impairs,  et  dans  ce  ca»  on  a  deux  formes  qui  produisent 
F  par  leur  duplication.  ■ 

-  Soit  proposée,  par  Bsemplc,  la  forme  F^(Jj,  a,  5 1}  de  dé- 
terminant ^i5i;  on  trouve  (55  «  ia)  pour  valeur  del'expMs^on 

|/(5,  a,  3i)  j  donc  la  forme  ternaire  (p  =  ^^^*  — i)*^'  P*' 

les  règles  du  n*  373,  on  finmve  la  ferme  (^'  ^'  ""^  )  équivalente 
kf,  et  qui  se  diange  en  cIIb  par  la  substitution 
a,  a,  ij    1,  — 6,  — aj   o,  5,  i. 
De  là,  à  l'aide  des  transformations consignées-n*  377 «  on  trouva 
(.*,'^  oj^  o)  «e  change-  en-fr  par  la:  substitution  '     .  . 

ainsi  asŒii,  6=3^7 j  essjol  Et  eottOM  d  est  impair,  ^ naît 

a 
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.d«  la  âuf^aitiùa  dt  la  forme  (n,  ij,  46),  et  te  ohaiige  en  la 
produit  de  cette  forme  par  elle-mteie-,  par  la  tulmitiitioa 
—i^  —7,  —7,  —185  a,  5,  5,  a.  . 

• 

.  a87>  Noue  ajouterons  les  obserrations  snirantes  sur  le  problème 
inrécédent. 

i".  Si  une  forme  F  se  change,  par  la  substitution  p,p',p',p'' 
ç,  q',  q\  q',  en  le  produit  des  deux  formes  (/i,  i,  A),  (/»',  k), 
tontes  deux  étant  prises  direetementj  comme  nous  le  supposons 
tcmîourSj  on  déduira  fiicilement  de  la  troisième  ooncluiion  du 
n*  a55  les  équations 

?/Ab'— /A'jï— /«)  S5  o, 

et  (rois  autres  qu'on  obtient  en  remplaçant  dans  celles-ci  Pt.p'ip",  p'. 
par  q,  (f,  q',  etff'smitlesfaçines  ({uarrées  positlTesdesquotSent 
iqiii  résiilteot  de  la  division  desdéterminans  des  formes  (h,  i,  k), 
XH,  k)  par  celui  de  la  forme  F.  Si  donc  ces  formes  sont  iden- 
tiques ou  qu'on  ait  nzszn' ,  h=:h\  issi^,  k=k,  les  équations 
précédentes  deviennent  (/?*—•  p')  hnzsso  ,  (p'  —  p'  )  în  —  o  , 
\p' — p')knz=o\  donc  on  a  nécessairement  p'^p' ^  et  absolu- 
ment de  la  même  manière,  9'=  9'-,  ainsi,  en  donnant  aux  formes 
{ht  i,  k)f  (h',  £,  k')  les  mêmes  indéterminées  /  et  et  désignant 
par  T,  V  \w  indéterminées  de  la  forme  F,  F  sediang^aen 
{ht^-^aitu-^hu^yf  par  la  substitution 

T=ipl^-\'tip'lU'{-p'u*f  U=qt^'\-2q'tu-\-q'u\ 

2".  Si  la  forme  F  naît  de  la  duplication  de  la  forme/,  elle 
naîtra  aussi  de  la  duplication  de  toute  forme  contenue  dans  la 
même  classe  que  f,  ou  la  classe  de  la  forme  F  naîtra  de  la  du- 
plication de  la  classe  de  la  forn^e  y  (n*  338j).  Abp^l  dans  l'eiempla 
du  n*  précédent,  (5,  a,  3i)  nattra  aussi  de  la  duplication  de 
la  forme  (ix,  — 5,  x6),  proprement  équivalente  k  17,  4o> 
Une  fois  qu'on  connaît  une  classe  de  la  duplication  de  laqnelto 
résulte  la  classe  de  la  forme  F,  on  les  trouvera  toutes ,  s'il  y  en 
a  plusieurs,  à  l'aide  du  problème  du  n*  260.  Dans  notre  exemple, 

il  n'y  .a  pas  d'autre  .4a«e  positive  de  ce^e  espèce^  parcequ'il 


A  R IT  HaréTiQ  U  E  s,  ^t 

ti*y  a  qii*iiM  teide  classa  mbiguë  profiremant  primitive  et  poai- 
ûre  de  déterminant  —  i5i,  qui  est  la  classe  principale.  Comme 
delà  composition  de  la  seule  classe  ambiguë  négative  ( — o,  — i5i) 
avec  la  classe  (i i,  — 5,  i6),  il  résulte  la  classe  ( — 1 1,  —5,  — i6)j 
celle-ci  sera  ia  seule  classe  négaUve  dont  la  duplication  donne 
la  classe  (5«  2,  3i). 

5**  Gomme  la  lolntion  du  problème  da  n*  précédent  pronve 
que  tonte  classe  de  formes  binaint  qui  est  proprement  primitivej 
porîtiTe  et  qui  appartient  an  genre  principal,  résulte  de  la  du- 
plication d'une  classe  proprement  primitive  de  même  déterminant, 
le  théorème  du  n'  a6i  ,  par  lequel  nous  étions  certains  qu'il  y 
avait  au  moins  la  moitié  de  tous  les  caractères  assignables  pour 
un  déterminant  D  non  quarré ,  auxquels  ne  répondît  aucun  genre 
proprement  primitif'positif,  reçoit  par  là  plus  de  développement; 
•puisque  nous  vcjons  qu'il  jr  a  moitié  de  ces  caractères  aniquels 
répondent  des  genres,  et  moitié  auxquels  il  Q*en  répond  aucun 
(Voyez  la  démonstration  de  ce  théorème).  Donc ,  puisque  noue 
avons  distribué  (n*  303)  tous  ces  caractères  assignables  en  deux 
espèces  P  Q ,  composées  d'un  même  nombre,  desquelles  la 
dernière,  Q,  ne  pouvait  répondre  aux  formes  [ndjîiement  primi- 
tives positives,  tandis  qu'il  était  incertain  si  cliacjue  caractère  de 
il'espèce  P  répondait  eflkctivement  à  quelque  genre  ^  maintenant 
il  ne  reste  aucun  doute  qn*il  n*y  a  aucun  caractère  de  cette  es- 
pèce auquel,  ne  réponde  un  genre. 

On  déduit  facilement  aussi  de  là,  pour  le  déterminant  nég.ilif 
dans  l'ordre  proprement  primitif  négatif,  à  l'égard  duquel  nous 
avont  prouvé  (n*  264,  i»)  qu'il  n'y  avait  d'admissibles  que  les 
caractères  Q,  qu'ils  le  sont  tous  effectiveuient.  Soit  en  effist  K 
un  des  caractères  de  Q,  f  one  forme  quelconque  de  l'ordre  pro- 
prement primitif  négatif  de  déterminant  D,  et  A'  ton  caractère, 
A*  appartiendra  à  l'espèce  Q;  donc  le  caractère  composé  de  K 
et  A',  d'après  le  n°  246,  appartiendra  à  l'espèce  P,  et  parlant  il 
y  a  des  formes  positives  proprement  primitives  de  déterminant  D, 
qui  lui  répondent-,  en  composant  donc  une  de  ces  formes  avec 
la  £>rmey,  il  en  naîtra  une  proprement  primitive  négative  de 
déterminant  P  dont  le  caractère  sera  K. 
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On  proavoMit  abiolnimiit  de  la  mèaM  manière  «  poor.  Votétê 
impropremeot  primitif,  «fue  les  earaetèces  démontrés  satls  pos- 
sibles (a*  264,  3"  et  3*)  sont  iou9  poisibjes^  (qu'ils  loient  de  l'es- 
pèce P  on  de  l'espèce  Q, 

Ces  théorèmes,  û  nous  ne  nous  (rompons  étrangement,  doivent 
être  rangés  parmi  les  pins  beaux  de  la  théorie  des  formes  binaires, 
surtout  parceque,  malgré  leur  grande  simplicité,  ils  sont  tellement 
cachés  qu'il  n'est  pas  possible  d'en  donner  la  démonstration  ri- 
goureuse, sans  le  secours  d'un  grand  nombre  d'autres  recherches. 

Nous  passons  maintenant  à  une  autre  application  de  la  digres- 
sion précédente,  savoir,  la  décomposition,  tant  des  nombres  qae 
des  fermes  binairM  an  tidis  quanés.  Noos  césondrons  d'abord  ta 
problème  sÛTant  : 

a88.  Problème.  M  /tant  un  nombre  positif,  trouver  les  con- 
âkiont  muoçueUes  doivent  satisfaire  les  farmesMaaires  prindUifU 
n^gatitw  de  d^enmaant  —H ,  çui  sont  résidus  quadratiques 
ds  Mp  ou  pour  lesquelles  \  est  le  nombre  earaet^istique* 

Désignons  par  01  l'ensemble  de  tons  les  caractères  particuliers 
que  donnent  les  relations  du  nombre  i  ans  diffiSrens  diviseors  pn« 
mien  impairs  de  M,  et  au  nombre  8  ou  4 ,  quand  il  divise  D» 
Cès  caractères  seront  évidemment  i?/?,  Rp',  Bp*,  etc.,  p,  p',  p',etc» 
étant  les  diviseurs  premiers,  et  1,4  ou  1,8,  suivant  que  4  ou  8 
divise  M.  Employons  en  outre  les  lettres  P  et  Q  dans  le  même 
sens  qu'au  n*  précédent  ou  qu'au  n"  a63.  Nous  distinguerons  les 
cas  suivans: 

I*.  Quand  A/ est  divisible  par  4,  a»  sera  le  caractère  complet, 
et  il  est  clair  (u*  333 ,  5')  que  i  ne  peut  être  nombre  earacb^ris- 
tiqoe  que  de  fermes  dont  le  caraetèra  est  si,  Uais  il  est  mani- 
feste que  tÊ  est  le  caractère  de  la  ferme  principale  (i,  of,  àf)  p 
que  pareonséqnent  il  est  de  l'espèce  P,  et  qu'ainsi  il  ne  peut 
appartenir  à  anenne  forme  proprement  primitive  négative,  et 
comme  il  n'jr  a  pas  de  forme  improprement  primitive  pour  ce 
déterminant,  il  n'/  a  pas  de  formes  primitives  négatives  qui 
soient  dans  ce  cas  résidus  de  ihT. 

2'.  Quand  ilf=5  (moô.  4),  les  mômes  raisonnemens  ont  lieu, 
avec  cette  seule  différence  que  dans  ce  cas  l'ordre  improprement 


Digitized  by  Google 


ABITHHiTIQUES.  $4f 
primitif  B^^alîf  aiMe»  dans  lequel  Im  etractèrei  de  l'espèce  P 
wtmX  pMsibles  on  imponàbles,  snivant  que  Jfs5  on  s  7 
(mod.  ^.  (Vojes  n*  a64,  5*.)  Si  donc  JT^S  (mod.  8),  il  7 enta 
dans  eet  ordre  uo  genre  dont  »  sera  le  caractère ,  ainsi  i  s«ra 
nombre  caractéristique  de  toutes  les  formes  qui  y  seront  conte* 
nues.  Si  Jlf  ^  7  (mod.  Ô) ,  aucune  ibrme  négative  ne  pourra 
jouir  de  cette  propriété. 

3*.  Quand  M~\  (mod.  4),  «  n'est  pas  le  caractère  complet, 
i]  faut  y  ajouter  la  relation  à  4«  Mais  il  est  clair  que  0»  doit 
nécessairement  entrer  dans  le  caractère  de  la  forme  dont  i  est 
nombre  caractéristique,  et  que  réciproquement  toute  forme  dont 
le  canuïtère  est  1,4  pu  a»)  3,4 j  aura  t  pour  nombre  caracté- 
ristlqne.  Or,  m\  x,4  est  le  caractère  du  genre  principal ,  qui  ai>> 
partient  à  P  et  est  parconséquent  imposiible  dans  l'ordre  propre- 
ment primitif  négatif.  Par  la  même  raison  ,  le  caractère  m\  5,4 
appartiendra  à  O  (n*  265)  j  donc  il  y  aura  daus  Tordre  propre^ 
ment  primitif  négatif  un  genre  qui  lui  répondra  et  dont  toutes 
les  formes  auront  i  pour  nombre  caractéristique. 

Dans  ce  cas,  non  plus  que  dans  le  suivant,  il  n'jr  a  pas 
d'ordre  improprement  primitif. 

4*.  Quand  M~2  (mod.  4),  il  faut  joindre  à  a»  la  relation  an 
nombre  8,  pour  avoir  le  caractère  complet.  Ces  relations  sont 
*  1  ât  3,8  ou  5  et  7,8,  quand  lf=3  (mod.  8) ,  et  i  et  7,8  ou  5  et  5,8, 
quand  M— 6  (mod.  8).  Pour  le  premier  cas,  le  caractère  a  ;  i  et"o,'à 
appartient  évidemment  à  -P,  et  partant  le  caractère  u;  5  el  7,8 
appartient  k,  Q;  donc  il  répond  à  ce  dernier  caractère  un  génie 
proprement  primitif  négatif  Par  la  même  raison,  pour  le  second 
cas,  il  y  a  dans  l'ordre  proprement  primitif  n^atif  nn  genre 
dont  les  formes  sont  douées  des  propriétés  pcédtées}  le  oaraotèn 
de  ce  genre  est  »j  3  el  5,8. 

n  résulte  de  tout  cela  qnll  n*/  a  de  formes  primitives  de  dé- 
terminant —  M,  dont  le  nombre  caractéristique  soit  t,  que  quand 
M  est  congru  à  l'un  des  nombres  i,  a,  5,  5,  6,  suivant  le  mo- 
dule 8,  et  cela  dans  un  seul  genre  qui  sera  impropre  quand  M=S, 
desorte  qu'il  n'en  existe  aucune  lorsque  3/^o,  4  ou  7  (mod.  8). 
Au  reste,  il  est  évident  que  si  ( — a,  — b,  — c)  est  uue  forme 
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primitive  négÊâlve  qui  ait  H-i  penr  aonifan  eanel6risllqiiè# 
(a,  ^«  c)  tara  une  forme  firimitiTe  positive  dont  le  nombre  ca* 
lacléristique  sera  — ^i.  On  voit  par  là  que  dan»  les  cinq  premiers 
cas  (quand  M~i,  5,  5,  6),  11  existe  un  genre  primitif  positif 
dont  le  nombre  caractéristique  est  — -i ,  genre  impropre  si  M=5f 
et  que  dans  les  trois  autres  (quand  M^o,  4»  7)  ^  exista 
aucune. 

a8g.  A  l'égard  des  représentations  propres  des  formes  binaires 
par  la  forme  ternaire  x*  y*  z*  z=ff  on  peut  déduire  ce  qui 
fuit  de  la  théorie  générale  exposée  au  n°  282. 

1*.  La  forme  binaire  ^  ne  peut  être  représentée  par  la  forme  f, 
à  moins  qu'elle  ne  soit  primitive ,  positive,  et  que  son  nombre 
caractéristique  ne  soit  i  (déterminant  de  1&  forme  y.).  Ainsi 
aneone  fincme  de  défermiiiaot  positif»  ou  même  de  déteànioaaC 
négatif  —Jf,  si  Jlf5o(mod«4)  on  =7  (mod. 8)»  ne  pourra 
être  repidmntée  propremept  par  fi 

»\  Maie  li  ^^(p,  g,  r)  est  me  forme  primitive  positive  de 
déterminant  —  Jlf,  et  que  —  s  loit  son  nombre  earactdristiqne» 
il  sera  aussi  celai  de  tott  opposée  (p,  ^q,  r)  ,  et  alors  chaque 

▼alenr  de  l'expression  \/ — Çp^-^q^  r)  fournira  des  représenta- 
tions de  (p  par  f,  c'est-à-dire  que  les  coefHciens  de  la  forme  ter- 
naire g  de  déterminant  — i  (n*  285)  seront  nécessairement  en- 
tiers, que  g  sera  une  forme  déiioie  et  partant  équivalente  kf 

(n<'285,  I). 

3'.  Le  nombre  des  représentations  qui  appartiennent  à  là 
même  valeur  de  l'expression  \/ — (p, — 7*'')  C8t  égal  dans 
tous  les  cas,  excepté  dans  ceux  où  Ar=x  ou  3,  au  nombre  de 
transformations  àe  f  ea  g  (n*  a85«  HI},  et  sera  parconséquent 
(n*  385;  égal  à  48.  H  sait  de  là  que  lorsque  ronconnattranne 
représentation  appartenante  à  nne. valeur  deimée,  on  trouvera 
les  47  autres,  tant  en  permutant  les  valeurs  àe  x^y,  z  entre 
•elles  de  toutes  les  manières  possibles ,  qu'en  les  affectant  de  dif- 
fôrens  signes.  Ainsi  les  quarante-huit  représentations  ne  donnant 
qu'une  seule  décomposition  de  la  forme  <p  en  trois  quarrés,  si 
Ton  ne  considère  que  les  quarrés  «  et  noA  l'ordre  et  les  signes  des 
racines,  . 

A'' 
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4*.  Soie  /»  U  nombre  des  dÎTiaean  pramieit  impairs  de  M-, 
on  déduit  sans  peine-  du  n*  a53 ,  que  le  nombre  do  toutes  iei 
ralemrs  diffécentet  de  l'apraMioii  ^^(p,        r)  (mod.  M) 

est  a'^  dont  on  ne  doit  considérer  que  la  moitié  (quand  M>^)i 
«insi  le  nombre  de  toutes  les  repiésentatbns  propres  de  la  ferme  p 

par  /  sera  48 .  a*^' = < .  a*"^;  mais  le  nombre  des  décompositions 

en  trois  quarrés  n'est  que  a'*""'. 

Exemple.  Soit  ?)=  i9/*-f-6/MH-4iz**,  et  partant  Mr^fjo',  on 
a  ici  à  considérer  (n"  283)  les  quatre  valeuis  suivantes  et  Tex- 
pression  \/ — (19,  — 5,  41)  (mod.  770): 

(59»  337),  (171,  — a7),  (269,  —63),  (391,  —137). 

Pour  trouver  les  représentations  qni  appntiemient  à  la  valeur 

(59^  aSj),  on  détermine  d'abord  la  ferme  femaixe ( 

en  laquelle  en  trouve  que  /  ae  cbange^  k  l*aide  des  méthodes 
précédentes  (n«<  aya  et         par  la  substitution 

I#  —6,  — ^}     —5,  —a,  —15  —I,  mm,U 

!D*o&  résulte  pour  la  représentation  de  ^  par  y. 

Pour  abréger,  nous  nous  dispensons  d'écrire  les  47  autres  repré- 
sentations qui  naissent  de  celle-là  par  permutation  et  changement 
de  signes.  Mais  ces  48  représentations  ne  donnent  qu'une  seule 
décomposition  en  trois  quarrés , 

i^—iatu^ZSu;  9/*4-ia/tt-f-4tt%  9i*-j-6«4-aS 
Absolument  de  la  même  manière  on  tire  : 

.de  la  Taleur  (171,  —  37)  la  dfcoapoaitîon  (3f-J-5u)*+(3f— 4u)«4-i« 
de  la  valeur  (269,  —  83)  la  décomposition  (  t+SuJ'+CSr-f-  ii)'-f  (3f— au)» 
<8U  iraleur  (291,  — lay)  la  décomposition  (  «+3u)»+(3/-f  4u)»+(3<— ^u)*. 

Chacune  de  ces  décompositions  répond  à  48  représentations.  Mais 
ces  19a  représentations  ou  ces  quatre  décompositions  sont  les 
Seules,  parceque,  770  n'étant  divisible  par  ancun  quarré,  il  ne 
peut  j  avoir  de  leprésentations  impropres. 

^«  Kons  ajouterons  qnelque  chose  de  particulier  à  l'égard  des 

Xz 
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formes  de  dtettisant  **i  et  —  tdnf  tnjeUes  à  quelques 
«KceptioDS.  Obsecvonft  d'abord  gënénlemant  qne  si  ^  sont 
dm»  iamfê  luatirei  ^vivaleiites  quekonqiwSf  (0)  ime  tranifôr» 
nufion  de  la  première  en  U  seconde ,  en  eombinaot  avec  (9) 

wm  représentation  quelconque  d«  .la  forme  ^  par  une  certaine 
forme  ternaire  on  obtient  une  représentation  de  la  forme  ^* 
par  J'y  en  outre,  que  de  cette  manière,  les  représentations  propres 
de  cp  conduisent  à  des  représentations  propres  de  (}.',  les  représen- 
tations dilTérentes  de  ^  à  des  représentations  diSérentes  de  p',  et 
qu'en  opérant  de  même  sor  toutes  les  premières  j  on  obtiendra 
toute*  les  dernières.  Tout  cela  se  prouve  fecileinent  par  le  cal- 
cul. Ainsi  l'une  des  fennes  ^  peut  se  représenter  par  /  d'autant 
de  manières  qne>  l'autre* 

s*.  Soit  d'abord  ^s^-f-u*,  et  ^  une  autre  ferme  binaire  de 
déterminant  — •!  q|ui  sera  parconséquent  équivalente  k  <p;  sup- 
posons que  <p  se  change  en  ^  par  la  substitution  <  =s  «t/  ^-fit^, 

idssyif  +  J'u'.  La  forme  ç  se  représente  par  la  forme  ternaire 
y=:r» +j' -|-z',  en  posant  x=t,  y~u,  z~o.  Fn  permiilant 
x,y,  z,  il  en  résulte  sir  représentations,  et  de  chacune  d'elles  on  en 
déduit  quatre  en  changeant  les  signes  de  i  etàeUf  desorte  qu'il  y  a 
en  tout  vingt-quatre  représentations  différentes  qui  répondent  à 
une  seule  décomposition  en  trois  quarrés  et  qîd  sont  évidemment  lea 
'aeulet.  On  conclut  de  là  que  la  forme  ^  ne  peut  se  décomposer  que 
'dHme- seule  manière  en  trois  quarrés»  qui  sont? 

(af^^u^y,  (>/'-|-/iO*,eto; 

cette  décomposition  équivaut  k  vingt-quatre  représentations; 

aV  Soit  (p  =  /*4-aiz%  et  <p'  une  autre  forme  quelconque  de  dé- 
terminant —  a,  en  laquelle  f  se  change  par  la  substitution 
tabttif-\-^i/,  uz=zyt'+Su'',  on  conclura»  comme  dans  le  cas  précé- 
dent, que  ç  et  parconséquent  9'  ne  peut  être  décôitoposé  que  d'une 
seule  fflAnièrè  en  trois  quarrés»  savoir»  9  ent*-i-»'-f-tt%  et  V  en 

on  voit  facilement  que  cette  décomposition  revient  i  vingt-quatre 
représentations. 

Il  fuit  de  ià  que  les  formes  binaixes  de  détei^mioant  et 


Digitized  by  Google 


ARITHMÉTIQUES. 
—  a  s'accordent  parfaitement  avec  les  autres,  quant  au  nombre 
des  représentations  par  la  forme  ternaire  en  eflet^ 

comme  dans  les  deux  cas  on  a^=o,  la  formule  donnée  au  na« 
mèro  précédent,  4%  conduit  à  vingt-quatre  représentations.  Cela 
▼ientde  ce  que  les  dem  eiceptioiis  auxquelles  elles  sont  sujettet 
.  se  oiMBpensent  mntiièlleinent. 

Nous  omettons >  pour  abréger,  d'appliquer  &  la  fi)niieâfH-J''+£* 
la  théorie  générale  des  reinrésentatipns  impropres  eiposéa  an 
ii*a84. 

sgt.  La  recherche  des  représentatkuM.d'nii  nombre  damé  po« 
dtlf  Jf  «  par  la  forme  a;^4^'h^»  d'abord  ramenée,  par  le 
n*  281,  i  la  recherche  des  représentations  du  nombre  pav 
la  forme  — x' — ^7' — z'=/.  Or  on  trouTe  ces  demièrct  par  les 

procédés  du  n*  280,  ainsi  qu'il  suit  : 

X*.  On  cherchera  toutes  les  classes  de  formes  binaires  de  dé« 
terminant  — M,  dont  les  formes  peuvent  être  représentées  pro- 
prement par  la  forme  X*4-jr*  +  Z»  =  F,  qui  a  /  pour  ad- 
jointe. Quand  M~o,  4  ou  7  (n*  28S)  il  n'existe  point  de  tellca 
classes,  et  parconséquent  le  nombre  M  ne  peut  pas  être  décom- 
posé en  trois  quarrés  qui  n'aient  pas  de  diviseur  commun 
Mais  quand  Jfsi»  a,  5  on  6,  Û  7  aura  un  genre  positif  pro« 
prement  primitif,  et  quand  Af  s  3,  un  genre  improprement  pii« 
mitif ,  qui  renfermera  tontes  ces  classes  dont  nous  représenterçoi 
le  nombre  par  lu 

a*.  De  chacune'  dé  ces  classes  oh  tirera  à  volonté  une  forme  ; 
Mient  ces  formes  ^9  ^$  ç%c(tp.  On  cherchera  les  représentationt 

propres  de  chacmie  d'elles  par  F,  le  nombre  en  sera  5 .  J^kssK, 
ft  étant  le  nombre  des  fiketeon  premiers,  impairs  de  Chaque 
Mpiésentation  de  cette  espèce»  telle  que 

Xssm+nUf  T^n/irï'^»»  Zsa]ii^/-f-R'iijt 


(*)  Cette  impottîlrilité  M  manifeste  d'elie-même  ;  en  effet,  la  toflame  de  trois 
quarrés  impairs  est  évidemment  «s 3  (mod.  8)  ;  la  somme  de  deux  impairs  et 
d'un  pair  est  sa  ou  mb6*,  la  somme  d'uo  pair  et  de  deux  impair»  est  obi  oa 
taS;  «nEttla  loiiniM  de  trois  pain  cttaso  oasB^i  nais  diM  k  decuiiorcu, 
k  lipréMotatiim  «t  évidaammt  kipnpn., 
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donner*  tute  représentation  de  M  par  ac^-^-y^-^z*,  qui  sera 

x  —  m'n' — m'n',  y=^m'n — mn'y    z  =  mn'  —  m'n, 

et  l'ensemble  de  ces  représentations  ,  que  nous  désignerons  par  • 
renfermera  nécessairement  toutes  les  représentations  de  M, 

3".  Ainsi  il  ne  reste  plus  qu'à  examiner  si  dans  Cl  il  peut  se 
trouver  des  représentations  identiques,  et  comme  (n*  aSo,  3")  les 
représentations  qui  sont  dérivées  de  formes  différentes  sont  néces- 
éairement  différentes,  tout  se  réduit  à  chercKer  si,  parmi  celles 
qni  se  déduisent  de  la  même  forme,  de  par  eiemple,  il  pent 
j  en  aTmr  d'identiques.  Or  il  est  évident,  an  premier  coup- 
d'œil ,  que  tl«  paimi  les  représentationt  de  on  trooTe  la 
tnirante: 

Xsjitf-f-Tnr;  Txsznit-J^iiu,  Z^:^t'\^t^u  (r), 

on  y  tronrera  anssl 

X=s—?nt — 7iu,  F'izz — n/t — n'u,  Z^-^m'i — n'u  

et  que  de  chacune  on  déduit  la  même  représentation  de  M,  que 
nous  désignerons  par  (/?)•,  examinons  donc  si  la  représentation  (/?) 
peut  encore  résulter  d'autres  représentations  do  la  forme  <p.  On 
▼oit  par  le  n'aSo,  3%  en  j  faisant  % =9,  et  supposant  que  toutes 
les  iransformatioBS  propres  de  ^  en  ellc*mème  soient  données  par 
les  formnles  fsctf-f-jSfi»  usssyi+^u,  <|ue  tontes  les  téprésen- 
fatiens  de  la  forme  9#  dont  (il)  pent  résulter,  seront  exprimées  par 

a  as («m'-f- >/2')f + (/3m*-f-  J'n'^u  j 

mais  il  résulte  de  la  théorie  exposée  n'  179,  sur  les  transforma- 
tions des  formes  binaires  de  déterminant  négatif,  qu'excepté  les 
cas  où  l'on  a  Jlfss:x  oif  Afs=3,  il  n'y  a  jamais  que  deux  trans- 
formations propres  de  la  forme  éa  elle-même  :  s,  o,  o,  i  et 
•^1,  o,  o,  -^i.  On  doit  remarquer  en  tSet  qne  la  forme  ç  étant 
ffimitive,  le  nombre  désigné  par  m  an  n*  179  est  ici  i  on  a, 
et  qn*ainsi  le  premier  cas  a  nécessairement  lieu ,  excepté  pour  les  - 
valeurs  i  et  3  du  déterminant.  Donc  (R)  ne  peut  provenir  que 
des  seules  représentations  r  et  r,  et  parconséquent  toute  repré- 
sentation propre  du  nombre  M  est  contenue  deux  fois  dans  Q. , 
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nais  ne  prat  l'être  davantage.  Le  nombie  des  représentations  ptropcei 

dîfférentcscle  Jfert  donc|Aas;5.a   .  *. 

Pour  ce  qui  regarde  les  eat  eicepléi»  le  nombie  des  ffans&r- 
maUous  de  (p  en  eUe-même  sera  (n*  179)  4  P«»  ilTseï»  et  6 
pour  MsaSt  et  en  effet»  on  Tolt  fecilement  qne  le  nombre  des 
nprésentatiioas  de  1  et  5  sonti-S:  et  fespecttvemeat,  puisque 
diacnn  de  cet  nombres  ne  peut  se  décomposer  que  d'une  manière 
en  trois  quarrës,  savoir,  1  en  1+0  +  0,  et  3  en  i  +  i  +  i.  La 
décomposition  de  i  donne  six  représentations,  celle  de  3  en  donne 
huit.  Or  ,  pour  M=  1 ,  on  &  K=24  (  puisque  ^^=0  et  A  =51); 
pour  Af=3,  on  a  A  =  48  (puisque  fi=st  et  i(ssi). 

Au  reste ,  observons  que  si  /*  désigne  le  nombre  de  classes  du 
genre  principal ,  qui  (n°  aSa)  CSt  égal  au  nombre  de  classes  de 
tout  autre  genre  proprement  primitif^  on  aura  A»  A  pour  Msi, 
a,  5,  5,  6  (mod.  i  )i  mais;  A  ssjAponr.Jf  S  5,  excepté  le  seul-cas 
o&  JlfsS^  dans  lequel  A^Assi.  Àûtsi^ppnrjlesnombreSdeU 

forme  8a  +  5 ,  le  nombre  des  représentations  est  en  général  aM'^hi 
puisque  dans  le  cas  où  AT»  5,  les  denz  eioeptioos  le  comprennent. 

ag».  Nous  avons  distingué  les  décompositions  en  trois  quarrés  p 
tant  pour  les  nombres  que  pour  les  formes  binaires ,  des  représen- 
tations par  la  forme  x*  +j^4*«*  >  °®  considérant  dans  les  pra« 
mières  que  la  grandeur  des  quarrés,  et  dans  les  dcrnit-res,  m  outre 
de  la  grandeur  des  racines,  leur  ordre  et  les  signes  qui  les  affectent; 
de  manière  que  nous  regardons  comme  différentes  les  deux  repré- 
sentations x=:a ,  x=  b ,  z=zc,  et  x-=.(£ ,  jr=:b' ,  z=^c'  tant 
que  l'on  n'a  pas  a:=za' ,  b=ib',  c  =  c'}  tandïis  que  les  décompo- 
dt&ons  a*-l-6*+c*,  a'*+  6''+ci'*  n*en  font  qu'une  seule»  si.  les 
pramiers  qnarr^  sont  égaux  aux  derniers  j  sans  fiûre  attention  & 
leur  ordre.  H  suit  de  là  » 

1*.  Qne  la  décomposition  dn  nombre  M  en  trois  quarrés 
«*H*^H-  o*  équipant  k  qnarahte-buit  représentations»  si  anenn 
n'est  nul,  et  qu'ils  soient  tous  in^aux;  à  vingt-quatre»  si  l'on 

des  quarrés  est  nul  et  que  les  autres  soient  inégaux  »  ou  qu'aucun 

ne  soit  nul  et  que  deux  soient  égaux.  Mais  si  deux  quarrés  sont 
nuls,  ou  que  l'un  d'eux  soit  nul,  tandis  que  les  denx  autres  sont 
égaux  j  ou  enfin  qu'ils  soient  tous  trois  égaux»  la  décomposition 
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éqnlvandrâ.  à  lis»  à  donn  ou  à  huit  npcéwntatioot*  Or  eda  bo 
peul  airiver  que  dânt  les  cas  particuliers  où  Jlfas i ,  on  a,  ou  5 
respectbreanBat ,  tant  que  les  représentations  doivent  être  propres.- 
Siclaons  ces  trois  cas;  désignons  par  E  le  nombre  total  des  dé« 
compositions  du  nombre  M  en  trois  quarrés  qui  n'aient  de  commun 
diviseur  ,  et  supposonâ  que  parmi  ces  décompositions  il  y  en  ait  e 
dans  lesquelles  un  des  quarrés  soit  nul,  et  e'  dans  lesquelles  deux 
des  quarrés  soient  égaux  :  on  peut  regarder  les  premières  comme 
des  décompositions  eu  denx  quarrés ,  et  les  dernières  comme  des  dé-^ 
compositions  en  un  quané  et  le  double  d*nn.qnarré«  Alors  le  nombre 
total  des  représentations  dn.neinbra  Jf  par  «^H-r'H-^  M'a 

Mais  de  la  théorie  des  formes  binaires  ou  déduit  facilement  que  a 

sera  ovl  sszo,  ou  =  sT^^  suivant  que  —  i  est  non -résidu ,  ou 

résidu  quadratique  de  M,  et  que  sera  =  o  ,  ou  =  a  -, 
suivant  que  —  a  est  non-résidu  ou  résidu  de  M,  /j.  étant  le  nombre 
des  facteurs  premiers  impairs  de  M  (a"*  183)  nous  supprimons  lo 
développement  de  cette  conséquence  :  il  suit  de  là  que  l'on  a 

MstJ^'^^.  i(si— •i*  et«-*a  sont  non-résidus  de  Jf  ; 

£s=  2^"^  (A-f- 1),  si  l'un  des  deux  est  résidu,  et  l'autre  non-résidu> 

£8sa'*'"'(A4-a),sl— I  et  .—  a  sont  résidas  de  if. 

Ces  fiwmnlss  ne  sont  pas  applicables  aux  cas  oà  Ha  1  on  a ,  car 
elles  donnent  J5=|,  tandis  que  l'on  doit  avoir  i?ssi  ;  mabpoor 
M'a  5  on  tsùttfe  Essu,  paioeque  les  eioepdoiis  se  compensent. 

Tontes  les  fois  que  Jf  est  m  nombre  premier,  on  a/ss  i  »  et 
partant» 

Msslli^i),  si  ATssi  (mod.  8). 

E^ilk^î),  si  Af=5  on  s5  (mod.  8).    (n~  108  et  sx6). 

Legendre  a  découvert  par  indnetion  ces  théorèmes  particuliers  ; 
et  les  a  oonsigués  dans  le  Mémoire  que  nous  avons  déjà  cité 
souvent  avec  éloge.  (Hist,  de  tAcad,  de  Paris,  1785,     53o  çt. 
suifantes).  S'ils  sont  présentés  sous  une  forme  un  peu  différente,, 
c'est  que  ce  savant  géomètre  n'a  pas  distingué  l'équivaici^ce  prope 
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de  V^quivalence  impropre,  et  a  paicooséquent  mâle  avec  les  autres 
les  formes  opposées. 

a*.  Pour  trouver  toutes  les  décompositions  d'un  nombre  donné  M 
fcn  trois  quarrés  premiers  entre  eux,  il  n'est  pas  nécessaire  de  cher- 
cher toutes  les  représentations  propres  des  formes  <p ,  <p',  etc. 
£n  effet ,  on  voit  d'abord  fiicilemeot  que  les  quarante-huit  repré- 
tentatient  àe  la  focme ç  s=  (p,  ç,  r)  qui  appartiennent  à  ta  mêm^ 
▼alenr  de  l'expiession  ^^(p$'^ç$r),  donnent  !a  même  dé- 
cenpotition  du  nombre  Bf,  et  que  parconséquent  îl  suffit  d'arok 
une  de  ces  représentations ,  on  ^  ce  qui  revient  an  même ,  de  con* 
naître  les  tliffé rentes  décompositions  (*)  de  la  forme  ^  en  trois 
quarrés.  Il  en  est  de  même  des  formes      (p",  etc.  En  outre,  si  <p 
appartient  à  une  classe  non-ambigu*é ,  on  pourra  ne  pas  s'occuper 
de  la  forme  qui  serait  tirée  de  la  classe  opposée ,  c'est-à-dire  que 
de  deux  classes  opposées ,  il  suffit  d'en  enotidérer  une.  Comme  il 
esteneficttindiflRftreot  de  pcendwtaUeoBtdle  fimno  dans  chaque 
lolasse»  supposons  que  dans  la  dasse  ùppatie  à  càk  o&  est  on 
ait  choisi  la  forme  opposée  à      que  nous  désignerons  par  fi*.  On 
voit  alors  au  premier  abord',  que  si  les  décoo^iositioas  propres  da 
la  forme  9  soot  représentées  indéfiniment  par 

les  décompositions  de  la  fimne  ^  le  ssiont  par 

qui  donnent  les  mêmes  décompositions  du  nombre  A/ que  les  pre- 
odères.  Enfin»  dans  là  cas  où  la  fimne  ^  est  d'une  daste  «m* 
bignSj,  sans  être  de  la  dasie  principale,  ni  équivalente  h  la  forme 

(a,  o,  |ilf  )  ou  à  la  fonnê  (a,  i>  H^+O)  Suivant  que  M  eit 
.pair  ou  impair),  on  pourra  omettre  û  moiUé  des  Taleurs  de  Tei- 

pression  \/ — (p,  — ç,  r)  ;  mais  pour  abréger  nous  ne  donnerons 
pas  plus  de  détails  sur  cette  simplification.  —  Au  reste,  on  peut 
craplojer  ces  simplifications,  même  quand  on  veut  avoir  les 
représentations  propres  de  ilf  par  j;*-f-_x*H-2',  puisque. l'on  déduit 
fedlement  celles-ci  dès  qu'on  a  les  décompositions. 

-, 

(•^  On  dmttmqoim  ■oii»-enteadre  décomposition» propres  ^  ea  traos^rtaat  cette 
apninoadflSKwpréitiiuiioiiisiisdéooaipoiiti^ 
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Cheichons»  par  exemple»  tovjbn  les  manières  de  clécompoMC 
en  trois  quarrés  le  nombre  770,  par  lequel  /kssS,  esss^sso^ 

et  partant  E=^k;  par  la  classification  des  formes  binaires  po- 
sitives de  déterminant  —  770 ,  classification  que  chacun  peut 
faire  à  l*aide  de  ce  qui  a  été  dit  n'  a3i,  et  que  nous  pouvons 
cous  dispenser  d'inscrire  ici,  on  trouve  qu'il  j  a  trente-deux  classes 
qui  sont  toutes  proprement  primitires  et  peuvent  se  disfnbnec 
en  huit  genres,  desorte  qu'on  a  Ass54  et  £=s8.  Le  genre  dont 
,  le  nombre  caractéristique  est — x  dtnt  airoir  »  à  Wgaxd  dbss  aouibcee 
5,  7,.  II,  les  caractères  particuliers  i?5;  TVyjiVii:  d'ouCn^aGS) 
l'on  conclut  facilement  que  le  caractère  de  ce  genre,  à  l'égard  du 
nombre  8,  doit  être  i  et  5,8,  Or  le  genre  dont  le  caractère  est 
I  et  S,d-f  R.5\  N,j;  N.ii,  comprend  quatre  classes^  pour  re- 
présentantes desquelles  nous  prendrons  les  formes 

(6,  a,  109),  (6,  —a,  139),  (19,  5,  41),  (19,  —5,  41)} 

'  mais  nous  rejetums  la  seconde  et  la  quatrième  classes ,  comme 
opposées  à  la  première  et  à  la  troisième.  Or  nous  avons  déjà  donné 
(n*  389)  les  quatre  décompositions  de  la  forme  (19,  3,  il 
en  résuite  pour  les  décompositions  du  nombre  770  en  trois  cjuarrés 

9-|-36iH-4oo,  X 64-35-1-729,  814-4004-389,  5764-1694-35; 

«n  trouve  de  la  même  manièiei  pour  Ul  fiofine  6/H^^H-f49^'« 
les  quatre  décompositions 

(»~att)H*  (aM-«)'+('-fô")S  ( iott)»4-(3/-f5«)*-K/+2w)», 

qui  résultent  des  Taleors  respectives 

(48,569),   (63,  — 149),  (93#  — (aoa,  61). 
de  l'expression        (6,  —a,  lag) ,  ct.dooiifnt  las  décomposifioai 

du  nombre  770  en 

225+2564-389,  14-144-1-625,  64-t-8i4-625,  i64-aa5+5a9. 
Ces  buit  décompositions  sont  les  seules  que  l'on  puisse  avoir. 

Quant  k  ce  qui  regarde  celles  dans  lesquelles  les  quarrés  ont 
des  diviseurs  communs,  l'application  de  la  tiiéorie  générale  da 
jx'  281  est  trop  facile  pour  qu'il  soit  nécessaire  quanonsnoney 
arrêtions. 

agS. 
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ag?}.  Les  rfcchcrches  précédentes  servent  aussi  à  démonfrer  que 
tbut  nombre  entier  positif  est  toujours  dccomposable  en  trois 
nombres  triangulaires  ;  théorèrac  célèbre  trouvé  par  Fermât, 
mais  dont  la  démonstration  manquait  jusqu'à  présent  (*).  Il  est 
évident  que  tonte  décomposition  àn  iion^bre  M  ied  trois  nomfam 
triugnlaires  :<  - 

conduit  à  une  décomposition  du  nombre  ôikf-f'^  ®a  trois  quarrés 
impairs 

(ao;  4- 0' +  (37  +  0»  4- (3^  +  OS 

ét  rétdpvoquemeat.  Mais  par  la  théorie  pféi^ento^  fout  nombre 
entier  positif  dilTH- S  est  décomposable  en  trois  quarrés,  qui  se-^ 
ront  nécessairetnent  impairs  (a*  291 ,  note),  et  le  nombre  des  dé- 
compositions dépend,  tant  de  celui  des  facteurs  premiers  de  83/-f-5, 
que  de  celui  des  classes  suivant  lesquelles  peuvent  être  distribuées 
les  formes  binaires  dont  le  déterminant  est  — (Ôilf^-S).  Nous 
supposons  que  le  nombie  l^z^cp-f*^)  soit  regardé  eommé  triangu- 
laire, quelque*  Talem  entitee  qne  l'oa  donné  à  si  l'on'TonUit 
eidure  léro  des  nombres  tiiengalaires,  il  ftudrmt  énoncer  le. 
théorème  de  U  manière  suinmle:  Tout  nomM  entier  potit^  etsA 
triangulaire ,  ou  décomposable  en  deitx  ou  en  trois  nombres 
triangulaires,  II  faut  faire  le  même  changement  dans  le  théorème- 
suivant^  si  l'on  veut  exclure  zéro  du  nombre,  des  quarrés. 

On  démontre  par  les  mêmes  principes  cet  autre  théorème  de 
Fermât:  Tout  nombre  entier  positif  est  décomposable  en  quatre 
ijuarrés.  En  effet,  si  l'on  retranche  d'un  nombre  de  la  forme 
4«4-i,  un  quarré  pair;  d'un  nombre  de  la  forme  ^n-\-2,  un  quarré 
arbitraire;  d'mi  ooteibra  de  la  forme  4/z+5,  un  quarré  inqpair;* 
les  restes  seront  décomponbles  en  trois  quarrés.  Quant  ans  nombres 

de  la  fenoe  on  peut  les  représenter  par  l^^N,  N  étant  né- 
cessairement de  l'une  des  trois  Ibrmes  ci-dessus;  or  quand  on 

aura  décomposé  le  nombre  N,  en  (inatre  qnarrés  ,1e  nombre  4^^^  le 
sera  anssL  D'on  nombre  de  la  forme  8»  -f-  3 ,  on  pourrait  encore  re- 

n  'Voyei  Iw  ,»<liW»M  i»  tmm,  t  h  S». 
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tr<jDchef  le  qàarré  d^un  nombre  pair«mentpaic  d'un  noi&fare  de  1< 
forme  8;z4-7,  leqaarré  d'un  uotabre  ûnpûirctnentpairj  d'un  nombre 
de  la  forme  ë/z-4r4>.  le  quarré  d'un  uorabre  impair,  et  le  re«te 
MB»  déojnnpMtfUi  e»  Iroi»  quarré».  Au  reste,,  ce  théorème  & 
éifèiM.AimmUi  fw  JSOgraJ/gfi  (  N0M0f4aum  MfmmMsde  Pjicad. 
de  Berlin,  1770,  p.  laS).  La  démonstration  de  cet,ilblili»|^Or 
mètre^  qui  est  entièrement  différente  de  la  nôtre,,  a  dté«sposée 
avec  plus,  de  détails  par  Euler  {Aiota  AcPèir.  P1al*II,p,  j^. 
Les  autres  théorèmes  de  Fermai,  qnt  ûmZ,  pont  aîbsi  dire», 
la  continuation  des  précédons ,  savoir:  que  tout  nombre  entier 
est  décomposable  en  cinq  nombres  pentagones,  six  nombres  hexa» 
gones,  sept  heptagones^  manquent  jusqu'à  pr«sent  de  démonstra- 
tion et  paraissent  exiger  d'autres  principes. 

^94.  THKORiME.  a,  b,  c  éiant  des  nombres  premiers-  entirc: 
eux  y  dont  aucun  n*est  sso ,  ni  divisible  par  un  quarré,  l'équa- 
tion ax'-f-l>y*+cz^=«0. . .  .(û>)  n' admettra  pas  de  solutions 
Hires  {€xoepti'1»êoiuÊ»9nxz=^y=.i^o,.  que  noua  ne  considé^ 
r9n$  pas)  ,  à.moùis^  çtie  -^bc,  r^so,  «^ai^  ne-  «dmift  rdêùiu^ 
fimdnttifues  de  û^W,  »!  rêêpêctnmmmt,  ci  ^e  oêm  dendere^  m  ' 
goient  é^eet^s  de  signes  d^érens;  maie  m  eee-  imndkiom  tmà 
iUnt,  V équation  («)  sem  réeoiubig  dn  mmkries  endkmà 
'*  Si  («)  es*  résoittbite  eiU  Mnibfes^  entiers,  elle  lo*  ittra  par  defi 
faîlètitt  de  se,  y,  z  qtii  n'auroBt  pAt  de  diriseur  oomman;  ear 
toutes  les  valeurs  qui  satisferont  à  l*équ«tion  (*),  y  satisferont 
enicore  apte»  avoir  été  divisées  par  leur  plus  grand  commun  di- 
viseur. Supposons  donc  que  l'on  ait       H- Z»^*  +  cr*  =0 ,  et  que 
P  f.q  t-    sottint  premier*  entre  eui,  ils  le  seront  aussi  deux 
àmWk.  £».  fS6A.,  si  ^  ai  r  aTaimit  hb  coibiiiuii  diviseur  1^,:  aa^ 
nmtAfa  stfiraH  preauer       p\  aiai»  /wf  diviea*«!^>  daoc  U-  difiisfl^. 
nttt;0>  contre  lîhjrpotbèsa  t  parlât  mâpib  i«ise«  ,p%%r^  p^t  qMmkS.  , 
premiers  «ntre  eux  ;     a/^pent^onc  être  représenté  par  la  fqjnne 
binaire  ^j*  +  cz%  en  attribuant  à  j,  z  des  valeurs  premières  entre 
elles  et  qui  seront  celles  de*/  et  de p  ;  ainsi  le  déterminant  — hc  de 
ccitc  forme  est  résidu  quadratique  de  op* ,  et  parconséquent  de  a 
(n*  i54).On  aura  de  la  même  manière— ac/l/>, — abRc.  Quant  à  la 
condition  qui  exige  que  a^bjC  n'aient  pas  le  même  signe ^  elle 
est  fà,  évidente  qu'elle  n'a  pas  betolft  d'teiplicailloD» 
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Pour  démontrer  la  propoiition  inverse ,  qui  constitue  la  se- 
èonde  partie  du  théorème ,  nous  commencerons  par  donner  le  mojcii 

dé  tronver  irne  forme  équivalente  à  la  forme  et  telle 

que  les  deuxième,  troisième  et  quatrième  coefiiciens  soient  divi- 
sibles |Mra^«  et  de  là  nous  déduirons  la  solution  de  l'équation  {o). 

1*.  On  ehflieliera  trois  nombres  entierif  ji^  B  ^  C  qui  n'aient 
pas  de  diviseur  commun,  et  tek  que  A  soit  premier  avec  b  tic, 
B  avec  a  et  c,  C  avec  a  et  Z>,  tandis  que  aA^-^hB^-^-cC*  sera 
divisible  par  abc ,  ce  qui  se  fait  de  la  manière  suivante  :  Soient 
Ht  Ki  L  respectivement  des  valeurs  des  expressions 

^^bç  iapà,à),  v^— oc  (mod.^),  \/ — ab  (mod.c), 

yaleors  qui  seront  nécessairement  premières  avec  a,b,  c  respec- 
tivement. On  prendra  à  volonté  les  trois  nombres  entiers  h^ky  l, 
pourvu  qu'ils  soient  respectivement  premiers  avec  a,  ^,  c  (on 
peut,"  par  exemple ,  les  prendre  tous  -égauK  à  i).  Ceia  posé,  on 
drftenmoCTa  A,  C  A^  fùui^nk  ^^^t  . 
A^kc{moA,b)  et  s/X.(mod.c),  B^dai^Q^c)  et  7iJEr(mod.û)> 
P^A*<iaQd^  jet  SÀ/^  (uap<L  i-j  i 

on  aura  alofs  "  ' 

c'est-à-fUn  que  a^-f-^i^'-rHc^^  ^  diviiiUepara;  on  prouvera 
Ae'ta  mêiilê  iiianière,  qu'il  est  divisiftl^  paf  ^  «t  pat  d,  et  par- 
Conséquent  par  àbc.  On  voit  en  outre  que  A  est  premier  avec 
but  c,  B  ffvec  o  et  C  avec  a  ot  b.  S'il  arrivait  que  les  va- 
leurs A  i  B  y  C  eussent  un  diviseur  commun  ytt,  ^  serait  né- 
cessairement premier  avec  a,  b,  c,  ât  partant  abc\  donc 
en  divisant  ces  valeurs  par  ^t,  on  en  obtiendra  de  nOOMttes  qui 
n'auront  pas  de  .diviâm^'eoslkmm ,  et  q^i  sati^ferqnt  à  la  con- 
dltlon  de  rond^ct  «i^+^-H^'  d^vUible  par  abe,  et  parcon- 
ié^tieef  i  toutes' W  GoiicKtlmi.  '  ' 

IT'iftaot'ifiirii  dëteraAoéi,  -Aa^  Éb,  Ce  a'àiironlf 
^  aMb.l^bis  de  'liagliiiw»«4irill^ui^'>  )ea  effilt  f  4taat  premier  avec 
Bb  et  Ce,  il  s'ensuivrait  que  le  plus  grand  commun  diviseur 
iiiifpbsé',  que  nous  désigoorpm  par  /s,  serait  premier  avec  a^'oa 

"a 
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pcomrera  de  même  qae  fi,  est  premier  wtc.b  et  c\  donc  il  dé- 
mit diWier  A,  £,  C,  contn  l'h/pothèie.  On  ponna  donc  trouver 
trois  nombres  «,  0,  y,  tels  que  l'on  ait  tuia^^^fiBà^^yCù^is 
on  cherchera  six  nombres      f^,  y'\      ff,  y  tels  qu'on  ait 

là  fi>rme  f  se  changera ,  par  la  substitution        '  "        ,  * 

a,  a',  ct'i    /3,        ^'j    5,,  '  '  '  . 

én  nne  certaine  fijiin«>s=:Q  qui  Ini  sel^a  équivalente; 

et  dans  laquelle  ni,,  m%  n  aérant  div;isil>les  par  abc.  Posons  an 

effiît  .  .  :  '  ' 

fi^y^h'^A,  yU^ya'=:R,  ^Tfi^ti^^^C,; 

•  Sy'^^y^^^    >«r->'«=S^,  afi^^A't^C^i 

én  aura 

ttz^CBb-'BCc,  W^ACc^OAa,  y'^9Aar^A!kh\ 
tX  en  snbstitaant  ces  râleurs  dans  les  équations 

on  trouve,  suivant  le  module  a,   

^     =  bcA'\B*b  +  Ce)  i=  o ,   m'^bcA\B*b -H <>ç)sEp,^,  ' 
'  "/^  =  3cy^^'^'(^•^CV)=o,     .    '     '  ■  "  ' 

c'est-à-dire,  que  m',  m',  n  sont  divisibles  par  a:  àn  démontre 
de  même  qu'ils  sont  divisibles  par  b  et  par  c,  et  ainsi  par  abc» 

Faisons,  pour  abréger,  le  déterminant  des  formes  Jt  gt 
c'est-à-dire,  Iç  nombrer— a^^=</,  mdTsMt  in'z=.M'd,     =  ili'f/j. 

93=  iVtf  ; ■js'asi^',  jit;i:N*i,  1)1  est  qhûr  que  /  se  eh^pge,  parla 
«ibstitution  •  ir     .    .  ;  ;  1     ■  •  IL 

en  la  forme  ternaire  g'=={%j  ^^j;  ^j)  de  détermiiiant  <^'-^^ 
qui  est  paieonséquent  contenue  daos^  Or  je  dis  que  cette  ^ipie 
est  nécessairement  équivalente  à  là  ftinw  ■e^=^{j  ^'      Bn  «fb 

fct,  il  est  évident  i^ue  £'==(^  JJ/       est  une  foroje  ternaire 
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3b  ct^miiiiaiit  i;  m$  comme  par  hjpothise  a,  ^,  e  n*ontpàt 
tons  les  trois  !•  même  S^Dey/est  ime  ferme  indéfinie,  d'oà 
l'on  conclut  ftcilement  que  ^  et  ^  sont  aosai  des  fbmies  Indé- 
finies; donc  ^  serà  ëquiTsIente  à  la  fimne  (|'  °'  o)     ^77)  t 

et  l'on  pourra  ffonver  une  tEansformatSon  (6')  de  la  première 
èn'Ia  seconde.  Hais  d'aiOenis  la  faansfermation  (S')  change  g 
m  g^i  donc  ^  sera  contenue  dans/,  et  de  la  combinaison  des 
soMtutione  (S),  (S^,  oo  déduiamin  transfaimatiom  âofmiif. 
Représentons-la  par 

il  est  évident  qu'il  en  rétnllm  dea  solutions  de  l'éqoation  (»}  t 

x=«r',  jr=6',  z=C'  •* 

on  Toit  aussi  que  les  valeurs  ne  peuvent  être  toutes  égales  à  zéro 
en  même  temps  >  puisque  l'on  doit  àToir 

Exemple,  Soit  yx' —  i5x*  +  a3z*  =  o  l'équatioD  proposée;  elle 
est  résoluble,  puisqu'on  a  545i?7,  — i6iiîi5,  loSiîaS.  Ou  trouve 
pour  valeurs  de  H,  K,  L  les  nombres  3,  y,  6,  et  faisant 
'Asssiss/s I ,  on  en  déduit  A^^,  As—  Sg,  Css— 8.  De  là 
résulte  la  substitution  ■     '    ■     .  > 

5,  5,  aaj  —1,  a,  —38;   8,  aS,  —7, 

pour  la  substitution  (jS) 

7345,  5,  sa;      a4i5,  a,  — aS}   igSao,  a5,  --7, 

-__/3G7o8oo,         G,  — 3\,  . 

on  trouve  enfin  que  g'  se  change  en  Q*  ^*  ^  par  la  substitu- 
tion {S)       •  •  *  ' 

3«  5,  i;  -444o«.— 4066^.— 8i3}  — 433j)  -r-7aa^  — i44i 
qui^  combinée  ayec  (5),  donne  la  suivante: 

^9,  IX,  laj  —X,  9,  — 9j   —9,  4,  5, 
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f§K  laquelle  y  se  change  en  g".  Nous  avons  done  une  double  io- 
lution       l'^aatio^  proposée,  savoir-:  j:  =  ii,  j=g,  -c  =  4î 
sBsssia,  y=s='-'g ,  z=%.  La  dernière  devient  plus  simple»  ea 
divisant  les  valeurs  par  leur,  diviseur  commua  5j  et  elle  doone 

3q5.  La  seconde  partie  du  théorème  du  n°  précédent  peut  en- 
core être  trutée  de  la  manière  suivante*  Conservons  aux  lettres 
B,  K,  L  la.pème  sigaifiection  que  dam  le  xi*  |)fécédeiit3  àn 
clierehera  un  entier  h  tel  qn'on  ait  aAs£  {mod.c)»  et  Voa 
fera  aA*-f-&ssset.  Il  est  aisé  de  voir  que  s*  elt  entier,  et  que 
— ab  est  le  détaÉEndaiint  de  la  ferme  Mnahe  f  s(ae>  akg  i)» 
OaiCle  fecme  ne  sers  oeitaiaeatoni  pns  positive ,  pmsque  4ik,o 
n'étant  pas  tous  de  mftme  signe,  ab  et  ac  ne  peuvent  pas  être 
tous  deux  positifs.  Or  — i  sera  son  nombre  caractéristique,  ce  qui 
peut  86  démontrer  sjnthétiquement  de  la  manière  suivante:  Si 
l'on  détermine  les  entiers  e,  c  de  manière  à  avoir 

e=o(mod.  a)  et  =/?(raod.  5),  ct^—H  (mod.  a)  et  ~//A'(raod.Z'), 

Xje,  èT)  sera  une  valeur  de  l^expresâen  |/ — («c,  ah,  i)i  enefiet« 
saivant  le  module  a  ^  on  aura 

et  talraat  le  modale  b, 

i^^m'^MOf  iee^mMC,*mr^^h  «es  «é^—ah, 

mids  paiwine  iei  trait  mêam  ocmgnieoees  ont  lien  i^la^fois  ponr 
les  modules  a  et  k,  elles  ont  lieu  aussi  «Durant  Ismidiale  A.  . 

On  *oohcM 'focfteoibnt-'  de  là^  par  la  ihéaéi'^^  formes  bi- 
naires, que  9  est  reçréscntable.^ar  la  forn»e^""J|  *|  Suppo» 
SOQS  donc 

on  .aura*  en  multipliant  per        ..  . 

doue  si  l'on  donné  à  et  »  des  valeuft  télli^  que  l'oit  ait 
^/4./ifsa«ikB<H^{»sit0/  en  ohm  rààé  sdlbtîthi  de  Téqna- 
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tien  à  laqoeU»  panoMdfqoMt  «■  peut  iititMi»  de  ètmt, 
auMiiwB,  tafiiiiAiil 

On  voit  en  même  temps  que  ni  les  premières  ni  les  secondes  va- 
Imvs  nv  penfrai  htn  etMSkdMé*  sss'Oy  en  tSkt^  si  l'on  avait 
<fW--^BSO'  et  eVnauhrraiC  aussi /asso',  éf  pïrCaât 

iMMif  <ki  nèaie  pour  1er  auiiet.  - 

Dans  Texemple  qiu  nous  avons  donnée  on  trouve  poor  la  fènne^ 
celle  -  ci  (j6i,  a4);  «n.  outre  (7,  »5i)  est  une  valism  de 
Tetpcession  (mod.  io5)«  et  U  npréieatalion  de  la  fermer 

par  la  fi«me  (-;;  °;  est 

d*où  résoltent  les  solutioDS  ^=37,  yzxii,  2=3—8;  ^r^s^o, 
^=i5,  z= — 5,  ou  en  divisaut  par  5,  jet  ae  faisant  pasaftentîan 

au  signe  de  z  ,  xzs:/^,  JT^sS,  z^l, 

'  Des  denx  méthodes  que  tfO0s  venons  de  donner  poiTr  résoodM 
r^qnation  (a),  la  seconde  est  prëfiîrable,  pareeqne  lepIussoa<* 
vent  on  n'emploie  qne  de  petits  nombres-,  mais  la  première,  qui 
peut  s'abréger  par  difFérens  artifices  que  nous  passerons  sonS 
sileuce^  paraît  pUi«  élégante^  surtout  jDarceque  les  nombres  a , 
ht,  G  sont  tniids  ^  la  mêorc  tnouière,  et  que  leur  permutation 
pe  change  rien  au  calenl.  La  même  dioee  n'a  pas  lien  dans  U 
seconde^  où  le  calcul  devient  souvent  pins  cooniode  en  prenant 
pour  aie  pins- petit,  pour  c  le  phis  grand  de»  trois  nombraa* 
pomme  nous  ravons  fait  dans  meb»  exsnfi^» . 

ag6.  Le  théorime  élégant  que  nous  avons  exposé  dans  ki 
n"*  précédens ,  a  été  trouvé  par  Legtndre-  («SSiA.  éê  tAced,  de 
Paris,  tjSS,  Soj),  qui  en  a  donné  une  belle  dAnonstratioo^ 
mais  entièrement  différente  des  dcoK  nôtres.  Cet  excelleaC  géo* 

mètre  a  cHerché  en  même  temps  à  tirer  de  là  une  démonstration 
des  propositions  qui  reviennent  au  théorème  fondamental  de  la 
section  précédente ,  démonstration  que  nous  avons  déjà  annoncé 
(n*  i5i)  ne  pas  nous  paraître  remplir  le  but  qu'il  s'était  proposé. 
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Il  eit  donc  à  pnpot  d'espoter  ici  en  peu  de  inofs  eelte 
tion^  qui  eit  très-élégante  »  et  d*j  joindie  les  motà&  de  notie 
lugement. 

n  commence  par  observer  que  si  irait  nombres  a,  o  sont 
(mod./i),  Véquatîon  tx*+b7»-f-c«»a80....(«)  Ti*fiH  pas 
résoluble.  Ea  effets  on  voit  facilement  qne  la  valeur  de 
aar*-f-^/*+cz*  deviendrait  nécessairement  =  i ,  3,  3  (raod,  4), 
à  moins  que  l'on  ne  donnât  à  j:,  j,  z  des  valeurs  paires:  donc 
si  (û))  était  résoluble,  ce  ne  pourrait  être  que  par  des  valeurg 
paires,  ce  qui  est  absurde,  puisque  toutes  les  fois  que  trois  nombres 
•atisfimt  à  l'éqaation  (ot) ,  ils  7  satisfinont  encore  après  qu'ils  au- 
ront été  divisés  par  leur  plus  grand  commun  diviseur ,  et  que 
par  cette  opération  il  résulterait  au  moins  un  nombre  impair; 
Or  les  différens  cas  dn  théorème  à  démonûer  se' rapportent  aux 
suivans: 

•  I.  et  7  désignant  des  nombres  premiers  de  la  forme  .4'^4-S 
ipositifs  et  inégaux,  on  ne  peut  pas  avoir  en  même  temps  pRç^ 
et  ql^.  En  e£btj  si  cela  était  possible,  il  est  évident  qu'en  po- 
sant i=a,  '■^p^hy  — q-=c,  toutes  les  conditions  nécessaires 

pour  la  résolution  de  l'équafinn  ax*-\-by*-\-cz* —o  seraient  rem- 
plies (n'  394).  Mais  d'après  l'observation  précédente,  cette  équa- 
tion n'admet  aucune  solution  ,  donc  la  supposition  ne  peut  sub- 
sister. De  là  suit  sur-le-champ  la  proposition  7  du  n*  i5r. 

■  II.  Si  p  est  un  nombre  premier  de  la  forme  ^n+i ,  et  ^  un 
nombre  premier  de  la  forme  ^■^'S,  on  ne  peut  avoir  en  même 
temps  qRpf  p^q»  antrônênt  on  aurait  ^pBq,  et  l*éqnation 
s  o  serait  résoluble,  tandis  que  Tobservation  pré- 
cédente prouve  qu'elle  ne  Test  pitt*  De  là  suivent  les  quatrième 
et;  cioqoième  cas  da  n*  i5i« 

•  ni*.  Si  ^  et  q  sont  des  nombres  premiers  de  la  forme  4n+r  i 
pn  ne  peut  avoir  en  mftoàe  temps  pRg  et  çNp-f  en  effet,  pre- 
nons un  autre  nombre  premier  de  la  forme  4'^+^  >  soit  ré- 
sidu de  ^,  et  dont  soit  non-résidu.  Alors,  parles  cas  traité» 
dans  l'instant  (  II  ) ,  on  aura  çRr  et  rNp  :  si  donc  on  avait 
pHq  et  qi\p,  il  en  résulterait  qrBp,  pBq,  pqNr,  et  partant 
r-pqRn  Donc  l'équation  px^-^qy'-^n^jstù  serait  résoluble^ 

ventre 
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coftfrc  l'observatiou  prcccdente,  et  partant,  la  supposition  ne 
peut  s^ibsister.  De  Ik,  iuiveat  le  premier  et  deuxième  cas  du 
H*  i3i. 

On  peut  présenter  ce  cas  d'une  manière  plus  simple.  Soit  r 
tin  nombre  premier  de  la  forme  4«-f-  3,  dont  p  soit  non-résidu; 
on  aura  rNp,  et  partant,  puisque  Ton  suppose  pRç,  qNp,  ou 
aura  aussi  qrRp  ;  dUlkurs  on  a  — pRq ,  —pRr  et  paiconséqneiit 
^pRqr,  donc  l'équation  a^^p^'^qn^^o  serait  fétoluble, 
contre  l'obeerration  précédente  «  etc. 

rV.  Si  />  est  nn  nombre  |«emier  de  la  ferme  ^n-\-\ ,  eig  un 
nombre  premier  de  la  -finme  4»  +  '*  on  ne  peut  pas  aroir  en 
même  temps  pJRq  et  qNp»  En  éSkt,  prenons  nn  nombre  premier  r 

de  la  ferme  i ,  qui  soit  non-résidu  des  deux  nombres  petfi 
on  aura  (II)  gN^r,  et  (lU)  pNr-y  donc  pçRr.  Si  Ton  avait  donc 
pRç  t  Ç^p>  il  s'ensuivrait  aussi /7riV<7,  — prRç ,  qrRp.  L'équation 
px*  —  yj* -f- rz*  =  G  serait  donc  résoluble,  ce  qui  est  absurde* 
On  tire  de  là  le  troisième  et  le  sixième  cas  du  n"  i5i. 

Y.  p  et  g  étant  deux  nombres  premiers  de  la  forme  4«  +5*  ou 
ne  peut  pas  avoir  en  même  temps  pNg ,  qNp\  supposons  en  effet 
que  la  chose  ait  lieu,  et  prenons  un  nombre  premier  r  de  la  forme 
4/z  + 1  qui  soit  non-résidu  de  ;>  et  de  ^  \  on  aura  qrRp ,  prRq  ^ 
or  (II)  on  a  pNr  et  qNr  ;  et  partant ,  pqBr  et — pqRr.  L'équation 
^  px^ — qy  «f-rs*  S3  G  serait  donc  poMîMe  ,  contre  Tobsenratioii 
précédente.  De  lit  se  déduit  le  huitième  cas  dn  n*  i3i. 

„  397.  £n  examinant  attentivement  cette  démonistratioa  «  on  verra 
fecUement  que  les  deux  premiers  cas  sont  démontrés  de  manière  à 
ne  permettre  aucune  objection  :  mais  les  autres  s'appuient  sos 

l'existence  de  nombres  auxiliaires  ,  et  cette  existence  n'étant  pas 
prouvée ,  la  méthode  perd  toute  sa  force.  Quoique  ces  supposi- 
tions soient  si  spécieuses,  qu'au  premier  abord  elles  semblent  ne 
pas  exiger  de  démonstration ,  et  qu'elles  ramènent  bien  certaine- 
ment le  théorème  à  .démontrer  au  plus  haut  degré  de  probabilité  ^ 
-cependant,  quand  on  reeheieho  ht  rigueur  géométrique,  il  est 
impossible  de  les  admettre  grataltement*  Pour  ce  qni  regarde  la 
supposition  des  quatrième  et  cinquième  cas,  qulienfete  un  nombre  1* 
de  U  ferme  ^^Ht^-^Pi  toit  aon^céiidn'  des  deux  autres  nombre» 
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premiers  p  et  q\  il  est  facile  de  conclure  de  la  section  TV",  qne 
tons  les  nombres  moindres  qne  ^pq ,  et  premier»  avec  lui  ,  qoi 
sont  au  nombre  de  a(jP — i)(q — i),  peuvent  être  distribué*  en 
qoalMt  oImmi.  égales,  dont  l'une  contient  les  non-Màm  de  p 
et  de  fi^  et  les  troU  antres  le»  noinbres  qpi  sont  césidns  de    on  • 
de  ç  seriemeoft,  ott  de  tons  les  deni  :  d'eilleui»,  dw  cheqqe  elesse» 
noitii  des  nombres  seront,  de  Is  fimne  ^f^rH  t  «  et  l'enlie  de 
forme  4^  +  ^*  Parmi  ees  nombres ,  il  y  en  anradonc^(/7 — 
(  q  —  1  )  qui  seront  non-résidus  de  ;p  et  de     ,  et  de  la'  forma 
4/z4-i.  Représentons- les  par  ^,  g',  g",  etc.,  et  tous  les  autres 
qui  sont  au  nombre  de  |  (p —  i)  (q —  i)  par  h,  h',  h",  etjc.  Il 
est  évident  que  tous  les  nombres  de  la  forme 

Apqt'\-g,  ^pqt-\-g  ,  /^pqt-^g' ,  tic:  \,.,{G) 

seront  à-la-fois  non-résidus  de  p  et  de  q ,  et  de  la  forme  /^n-{-\. 
Or,  pour  établir  la  démonstration,  il  ne  reste  plus  qu'à  faire 
Toir  %a'il  y  a  nécessairement  des  nombres  preoaiers  compris  sous 
les  formes  (G);  c^e  assertion  paraU  d'autant  plus  plauftible, 
qne  ces  formes  |eiotes>  eux  Ibones 

4pqt-\^hf   4pqt-{^h' ,    4;'<7^+ ^"4- ctc  {W)t 

renferment  tous  les  nombres  premiers  à  et  ^7 ,  et  parconséquent 
tous  les  nombres  absolument  premiers  (excepté  2fpetq),  et 
qu'il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  la  suite  des  nombres  premiers 
tp  soit  pas  distribuée  également  eptre  ces  fiinnes,  de  maniéré 
qne  la  bolti&mé  partie  appartienne  à  (&),  et  les  antres  à  (£r)« 
Cependant  on  voit  sane  peine- eeariiie»  on  tel  raisennemeot  est 
éloi|;né  de  la  rigueur  géométrique.  Legendre  avoue  lui-noème 
qu'il  lui  sejmble  assez  di£Rcile  de  démontrer  qu'il  y  a  nécessai- 
rement des  nombiTs  premiers  compris  sous  la  forme  kt-^l, 
k  et  i  étant  deux  nombres  premiers  entre  eux,  et  t  un  nombre 
'  iodéterminé,  et  il  indique  une  autre  méthode  qui  conduirait 
penirétre  au  but  propose.  Mais  il  nous  sembisfi^t  aéeenaire  de 
faiie  beaucoup  de  zeebescbcs  pvéttmlaalresy  'avant  de  panrenlc 
par  celle  dcrni^  Toie  4  une  dénmnscratloa  '  rigonceuse.  Il 
auppoea  eneore  (iii»  ssoende  nétiiede)  qnil  existe  un  nombse 
premier  r,  de  la  Ibrrae  4nrh^»  ^^^^^  nombre  premi»  donné  p  p 
de  la  forase  4«4»»>  soit  non-fésidu)  éuûsil  n'a.  lien  ejouté  pour 
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confirmer  sa  supposition.  Nous  avons  démontré  (n"  129)  qu'il 
existe  nécessairement  des  nombres  premiers  dont  p  soit  uon-rc- 
sidu  mais  notre  méthode  ne  paraît  pas  pouvoir  démontrer  l'exis- 
tence de  teb  nombres,  qni  soient  en  même  temps  de  la'  fonoe 
4ii^S  (ce  qui  est'  oig^  ici«  et  non  dans  notre  première  dénums- 
tration).  Au  reste,  nous  pouvons  facilement  démontrer,  comme 
il  snityla  légitimité  de  cette  supposition.  Parle  0*287,  il  j  aura 
on  genre  positif  de  formes  binaires  de  déterminant  — p  dont  le 
caractère  sera  3,4;  A'';;:  soit  (a,  b,  c)  une  telle  forme,  et  a  im- 
pair (ce  que  l'on  peut  supposer).  Alors  a  sera  de  la  forme  /\n-\-^, 
et  il  sera  premier  ou  divisible  par  un  facteur  premier  de  r  de  la  forme 
4^-f-5.  D'ailleurs  on  aara  «— /yJRa,  et  partant,  -^pRr,  d'oft 
'  pNr.  Mais  il  fant  remarquer  que  les  propositions  des  n*  a65  , 
987  s'apfNiîrat  sur  le  théorème  fondamental,  et  que  parconséqnent. 
c'est  faire  on  cercle  vicieux  que  d'établir  .inr  elles  une  partie 
de  la  démonstration  de*  ce  t-héurème.  La  supposition  de  la  pre* 
mière  méthode  du  troisième  cas  est  encore  beaucoup  plus  gratuite^ 
eusorte  qu'il  est  inutile  de  nous  y  arrêter» 

Qu'il  nous  soit  permis  d'ajouter  une  observation  à  l'égard  du 
cinquième  cas,  qui  n'est  pas  assez  prouvé  par  la  méthode  précé- 
dente, mais  qui  n'échappe  pas  à  la  suivante.  Si  l'on  avait  à-la-fois 
pNq,  qNp ,  ou  aurait — pRçt  '"ÇRp)  d'où  l'on  conclut  facile- 
ment que  — t  est  nombre  caraetéristiqoe  de  4a  forme  (p,  o,  g), 
qui  parconséquent,  d'apfèf  ia  théorie  "des  finanes  tenaims  peut 
être  zepfésoBtée  par  la  forme  «*-f>jp*H-x^«  "Sest  ^ 

pi'+qu^=  (ca  -h^uy+CA'i-\-fi'uy-ti«:i-t^'uy, 

on 

|8'-H8'SH8^,  «j8-M^/r-Ha!'/8'=o; 

par  les  deux  premières  équations,  a,  a.',  x',  /3,  /S',  jS'  doivent  être 
tous  impairs  ;  mais  alors  la  troisième  ne  peut  subsister. 

Le  deuxième  cas  peut  se  traiter  d'une  manière  semblable. 

'  39^-  Ï'roblème.  a,b,  c  étant  des  nombres  que/conques  {font 
cependant  aucun  n'est  =0,  trouver  les  conditions  nécessaires 
pour  que  r  équation  ax*-f-by»H-cz*=o  (a'j  soit  résoluble, 

Soient  a*,      y  les  phts  ^£raodi  qniaR^  qui  puissent  diviier 

a 
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IfC,  ac,  ab  respectivement,  et  soit  fait 

aaz=^yA,    ^bs=ia,yB,  ycssA^C, 

A,  By  C  seront  entiers  et  premiers  entre  eux;  l'équation  (a»') 
sera  résoluble  ou  non,  suivant  que  l'équalion  JlX''-{-B F^-^CZ^z=^o 
le  sera  ou  ne  le  sera  paSj  ce  qui  pourra  se  déterminer  par  le 
n'  394. 

Soit  fait  //a',  ac=:Kfi*,  ab=Ly*,  FI,K,L  sont 
des  entiers  délivrés  de  facteurs  quarrés,  et  l'on  a  H=.BC, 
Kis^AC,  LzsiAB;  dooe  HKL^  (^ABCy ,  et  partant 
ABCzsAH^BK:^CL  «st  néceSBaiienwnt  un  sombre  entier. 
SoU  m  le  plut,  grand  commiui  dmsèor  des  nombres  JET  et  AH^ 
et  H=zgm  y  AH=h7n\  g  sera  premier  avec  A  et  aveo  m»  puis- 
que H  est  libre  de  tout  facteur  quarré.  Or  on  a  h*m=gA*Bk=^KL, 
donc  g  divisera  h^m,  ce  qui  est  impossible  à  moins  que  l'on 
n'ait  ^=dbi  ,  et  partant  H=zdcm,  A^dch;  donc  ^  est  enr 
tier  :  on  démontrera  de  raêrae  que  ^  et  C  le  sont.  , 

a*.  Puisque  H—  BC  ne  renferme  pas  de  facteurs  quarrés,  B 
et  C  sont  nécessairement  premiers  entre  eux.  De  mkm'^  A  ct  B, 
£  et  C  sont  premiers  entre  eux. 

5'.  Enfin  il  est  évident  que  si  l'on  satisfait  à  l'équation  («)  en 
faisant  X=P,  1^=Q,  Zz=E,  on  satisfera  à  l'équation  («'^ 
en  faisant  x=:(i.P,  yx=^Q  ,  z  =  yR,  et  réciproquement  A  VoA 
satisfait  à  l'équation  (u')  en  fidsant  'xz:=p,  y^q»  z^r,  on  sa* 
tis&ra  à  l'équation  (»)  en  &isant  Xss^^p,  rssaiyq,  Zw/Br. 
Ainsi  toutes  deaz  sont  résolubles  «  ou  anenne  ne  Test. 

299.  pROBLiMB.  Étant  proposée  la  forme  ternaire 

ax'+aV'-f  aV»+2bx'x'  +  ab'xx'+  ab'xï'=  f , 

trouver  si  zéro  peut  être  représenté  par  elle  y  en  donnant  aux 
indéterminées  des  valeurs  qui  ne  soient  pas  toutes  égales  à 
zéro» 

I.  Quand  a=o,  on  peut  prendre  à  volonté  les  valeurs  de  a:', 
x',  et  il  est  clair  que  l'équation 

donne  toujouis  pour  x  nue  Taleur  déiermijiée  et  rationnelle.  Toutes 
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le*  fois  qu'il  en  résulte  une  fraction,  il  suffit  de  multiplier  les 
Valeurs  de  x,  x'i  ce'  par  le  dénomioateur  de  la  haction,  et  l'oa 
obtient  une  solution  endèie.  Ou  édï  leuleiiMat  emmure  les  Tidenn 
de  af,  af  qui  rendraient  l^jf»{-'lfafssso,  à  moins  qu*elles  ne  ren- 
dittent  euisi  ^^a^'^aba^a^-^a'a^sso ,  enqnel  cm  x  pent  être 
pris  arbitrairement*  On  voit  en  même  temps  que  de  cette  manière- 
on  obtient  toutes  les  solutions  possibles.  Au  reste,  le  cas  oCi 
b'=l/'=o  sort  de  nos  considérations^  car  x  n'entre  plus  dans  la 
forme,  c'est-à-dire  que  /"  est  une  forme  binaire,  et  que  l'on  peut 
juger  par  la  théorie  des  formes  binaires  si  zéro  est  représentable 
par  elle. 

II.  Mais  quand  a  n'est  pas  s=o,  l'équation  y=o  revieut  à 

en  posant  V^^ad^jt,  adssi^^as^,  V^^euf^jt. 

Or  quand  jf^o,tX  qne  l'on  n*a  pas  B^ù,  il  est  évident 
que  si  ax+Vaf^Ua?  et  sont  p^s  arbitrairement»  x  et' a/, 
obtiennent  des  valeurs,  rationnelles,  et  si  elles  ne  sont  pas  eh-' 
tières,  tin  multiplicatenr  convenable  donnera  des  entiers.  Il  n'jr 
a  que  lorsque  l'on  prend  a:'=o,  que  ax-\-  b'x'-{-b'x'  n'est  plus 
arbitraire-,  il  doit  être  aussi  =o.  La  valeur  de  x'  peut  être  prise 
arbitrairement  et  produira  des  valeurs  rationnelles  pour  x.  Quand 
on  a  à-la-fois  A*^o,  £  =  o,  il  est  clair  que  dans  le  cas  où  A'. 
est  nn  qaarrdA*,  réquation/=:oestdécomposable  eadenzéqtiâ* 
tions  linéaires  (dontrnne  on  l'autre  doit  avoir  lien), 

ax  +  b'x'-^  (h'-\-  k)x"=  o ,   ax-^-  h'x'-\.  {U—  k)x'=:  o  -, 

mais  si,  dans  la  même  hypothèse,  A'  n'est  pasunquarré,  il  est 
évident  que  la  solution  de  l'équation  proposée  dépend  des  équa- 
tions afz=o,  aX'^b''jf=so ,  qui  doivent  avoir  lieu  en  même  temps. 

Au  reste,  il  est  à  peine  nécessciire  d'observer  que  la  méthode 
du  paragraphe  I  s'appliquerait  de  même  quand  a'=o,  oua'so^ 
et  celle  dn  paragraphe  II,  quand  A*t=o, 

m.  Mais  quand  on  n'a  ni  <2==;o,  ni  A'ssiO,  réquationy^=  o 
peut  se  mettre  sous  la  forme 
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en  désignant  par  D  le  déterminant  de  la  forme  f,  ou  par  Da 

le  nombre  B*^A'A\ 

Quand  23  =  o,  la  solution  est  semblable  à  celle  de  la  fin  du 
cas  précédent ,  savoir ,  si  A'  est  ua  quarré  ^k*^  l'équatioii  pro- 
posée se  réduit  aux  deux 

kax  H-  (kb'—  A')x'-\-  (kb'+  B)x'z=  o , 
kax  +  (AÂ'H-  ^>'-l-  (kb'—Byss  o  i 

nuût  û      n'est  pas  un  qnatré ,  on  doit  avoir 

ax -I- Vsd'^ l/jf^o ,  A's^^BiÊk'zsi o. 

Quand  i>  n'eit  pas  =o,  on  ett  ramené  à  l'éqnatioa.*..^ 

— u*  -^aDu^=Of  dont  la  pottibilité  se  reconnaît  par  le 
n*  précédent»  Si  cette  dernière  ne  pent  être  résolue  que  par  les 
valeurs  ts^o,  u  =  o,  vsco ,  la  proposée  n'admettra  pas  d'autre 
solution  que  xz=:o,  a:'=o,  x'z=o;  mais  si  elle  est  susceptible 
d'autres  solutions,  on  déduira  d'une  quelconque  d'entre  elles  « 
au  moyen  des  équations 

ax  +  i  V+  b'x'=s  t ,    A'x'—  Bx''z=l  u  ,    3:*=  v , 

des  valeurs  an  moins  rationnelles  de  x,  x',  x'.  Si  ces  valeurs 
renferment  des  fractions ,  on  pourra  toujoiicaen  tiret  des  entiers 

à  l'aide  d'un  multiplicateur  convenable.  • 

Cela  posé,  quand  on  a  une  solution  en  nombres  entiers  de 
l'équation  J^=o,  on  peut  réduire  le  problème  au  premier  cas, 
et  obtenir  «  comme  on  Ta  hiï,  tontes  ha  MiMmii.  Soient  •» 
^,  «'  ka  taleun  stippeséasde  oiiV  V  lÊtpoettnmaA,  délivrées 
de  fiieteurs  communs;  on  fiendra  1(n"  4p»  '79}  ^  mmhm  en« 
tiers  /B,  f^,      y,  y',  /  tels  qu*oii  «it 

^flty^-^^y)  H-«W-i^>')  +«W-J8'y)  »  1  j 

la  fbrtne / se  changera,  par  la  substitution 

en  la  forme 

On  aura  évidemment c=so»  et^  équivalente  à/;  d'où  il  suit 
que  des  solutions  de  l^uatioli  ^bso  tm  déduira >  à  l'aide  de  la 

\ 
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tubaiitotion  (S),  toute» lmtolatioc»cb  ^équation /so  en  nombre^ 
entiess.  Or  nous  avons  tu  (I)  que  toiAce  lot*  MlntioBt  de  Téqna* 
tion  gss&o  soff tcootenoes  tons  les  fi>rtitules 

pet  ç  étant  des  DOi>bies  eat&srs  indéttnniaés»  et  z  un  nombm 
indétenoioé  qui  pçiil  être  fie^utlooiv^e»  poonra  que  y»/,  y 
restent  entieis.  £n  sobsliiiwit  ▼«tau»  C^}»  09.  aura  tontet 
les  solutions  de  l'éqjvatiim/^a  09  xmhm  «otiecs» 

Aiasi,  par  eaBsnpb,  al  /s«H<i^<HiiFKf^4/4-a«^^ 
et  que  Ton  ait  U  sofaitiaa  /nm*»  ysB-*a^  afsoi,  enfiiisant 
^*  ^'^        >,       >**co,  1,  o,  «,  o,   I,  il  en  réssite... 
^=r"4-y— 4/y-4-»W*'^  Toutes  les  solutions  de  l'équàtien 
g:=o  en  nombres  entiers  seront  renfiomées  dans  les  feiBKdee 

«t  parlant  tosles  celles  de  l'éqnatlon  f^o,  dans  les  sniTaofes: 

3oo.  Le  pcobjèxne  di»  précédent  coaduit  AAMwsUfimep^  klê 
.  solution  de  l'éqnation 

ax*  4-  ùbxy  ^cy*-^  :idx  4-  nef  -f-/=  o, 

lorsque  l'on  ne  demande  que  des  nombres  rationnels  (Nous  l'ai 
«nos  résolue  plus  haut  (n«»  316  et  suiv.)  dans  le  cas  où  l'on  de- 
•nande  des  catiers  );  car  toutes  les  valeurs  rationnelles  de  a:  et  y 

pourront  être  représentées  par  ^,  ^,  de  manière  que      u  et  p 

soient  des  entiers  -,  d'où  il  suit  que  la  résolution  de  cfitld  équa- 
tion en  nombres  rationnels»  revient  à  cello  de  l'^qnatiflo . 

en  nombres  entiers  ;  njais  cette  dernière  coinolde  a^ac  l'équation 
traitée  au  n"  précédent.  On  doit  seulement  exclure  les  solutions 
dans  lesquelles    =  0  ;  mais  il  ne  peut  j  en  avoir  de  telles  quand 

b*  —  ac  n'est  pas  un  quarré. 

Ainsi,  par  exemple,  toutes  les  solutions  en  aombret  rationnels 

de  l'équation 
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qqe  nous  ATont  d^à  rittAno  en  nomlues  entiflci  (a*  291),  wéttoitHmi 
ooiB||kriset  dans  les  formules 


Au  reste ,  nous  n'âvous  parlé  qu'en  peu  de  mots  de  ces  deux 
problèmes  qui  sont  étroitaneiit  liés  entre  eux ,  et  nous  avons  sup- 
primé beanoonp  d'obserrations  qui  y  sont  felatiTei ,  tant  pour 
éviter  la  proliiité  ,  que  iMceeqne  nons  stcom  une  antn  «olntion 
dn  problème  du  n*  précédent»  appuyée  sur  des  principes  plut  gé- 
néraux» et  dont  nous  devons  réserver  l'exposition  poor  une  autre 
occasion ,  attendu  qu'elle  edge  l'eiamen  Je  plus  appiofimdi  des 
formes  ternaire^* 

Soi.  Revenons  am  formes  binaires  dont  nons  avons  encore  4 
examiner  plusieurs  propriétés  remarquables  j  et  d'abord  ,  ajoutons 

quelque  chose  sur  le  nombre  de  genres  et  de  classes  de  l'ordre 
proprement  primitif  (  positif  quand  le  déterminant  est  négatif)  , 
auquel  nous  sommes  forcés,  pour  abréger,  de  borner  nos  recherches. 

Le  nombre  de  genres  en  lesquels  se  distribuent  toutes  les  formes 
proprement  primitives  positives  de  déterminant  positif  ou  négatif 
:hD,  est  toujours  une  puissance  de  a»  dont  l'exposant  dépend 
âa  nombre  de  fiM^leurs  de  H  »  et  que  Toi  peni  entièrement  déter* 
miner  par  les  rechercbes  précédentes.  Or  comme  dans  la  snile  des 
nomlnes  naturels»  les  nombres  piemiers  sont  mêlés  avec  d'antiet 
pins  ou  moins  composés,  il  arrive  que  pour  plusieurs  déterminans 
successifs  ±Z),db(Z?-f-i),=t:(I>H-2),  le  nombre  des  genres 
tantôt  augmente  et  tantôt  diminue  ,  et  il  semble  qu'il  n'y  ait 
aucun  ordre  dans  cette  suite  de  nombres.  Néanmoins,  si  l'on 
ajoute  les  nombres  de  genres  correspondans  à  plusieurs  déterminans 
successif  d^D,  db  ±. .  .etc.  (D-^m),  et  que  l'on  divise 

la  sonmie  par  le  nombre  des  déterminans»  U  en  résulte  un  nombre 
moyen  de  genres  qui  pourra  être  onisé  appartenir  an  déterminant 


moyen  db  (Zî  4-  -  Y  et  établit  une  progression  très-régulière.  Noue 


p  ci  q  étant  des  nombres  entiers  qneleonqnes. 


supposons,  non-seulement  que  m  est  un  nombre  assez  grand,  mais 
encore  que  D  est  beaucoup  plus  grand,  de  manière  que  le  rapport 

des 
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des  déterminans  extrême»  Z)  et  Z)  +  m,  ne  clifTère  pa«  trop  de 
l'égalité.  La  régularité  de  cette  progres-^ion  doit  s'entendre  ainsi  : 
*8i  /)'est  un  nombre  beaucoup  plus  grand  cjue  D ,  le  nombre  mojea 
de  genres  pour  le  déterminant  ±  i/  sera  sensiblement  plus  grand 
que  pour  D\  mais  si  I>  et  i)'  ne  diffèrent  pas  beancoii^»,  lei 
nombres  moyens  de  genres  sont  presqn^ëgaux.  Au  reste,  le  nombffa 
mojen  de  genres  pour  le  délermiqant  positif -f'  D ,  se  trouve  presque 
toujours  égal  au  nombre  mojren  de  genres  pour  le  déterminant  né- 
gatif, et  cela  d'autant  plus  exactement,  que  D  est  plus  grand; 
tandis  que  pour  de  petits  nombres  ,  le  premier  se  trouve  un  peu 
plus  grand  que  le  second.  Ces  observations  s'éclairciront  davantage 
par  les  exemples  suivans^  tirés  d'uie  table  de  dasràfîcation  de 
formes  binaâies ,  qui  contient  plus  de  4oûa  déterminans.  Painni 
les  cent  déterminant  compris  de  8oi  à  goo  ,  on  en  tronre  7  aux- 
quels ne  correspond  qu'un  genre ,  3:i ,  5a  »  8 ,  x  auxqnels  corres- 
pondent respectivement  ^94»  8,  16  genres.  H  en  résulte  en  tout 
559  genres,  et  partant,  pour  le  nombre  mojen  S^Sg.  Les  cent 
déterminans  négatifs  depuis  —  801  jusqu'à  — 900,  produisent  36o 
genres.  Les  exemples  suivans  sont  tous  pris  des  déterminans  néga- 
tifs. Dans  la  seizième  centaine,  c'est-à-dire,  depuis —  i5oi  jus> 
qn*à  1600,  le  nombre  mojren  de  genres  est  5,89  -,  dans  la  vingt- 
éinqui&me,  il  est  4>o5  ;  les  six  cents  déterminans  compris  de — 
à  — *  10000  donnent  4*^  Ces  exemples  font  voir  que  les  nombres 
mojens  de  genres  croîtraient  bien  plus  lentement  que  les  déter- 
miiians  \  mais  il  s'agirait  maintenant  de  savoir  qudle  est  la  loi  de 
cette  progression. 

.  Une  rediercbc  fondée  SOT.  une  théorie  iassèx  difficile  >  et  qn,*U 
serait  trop  long  d'exposer  ici,  nous  ^,  fait  trouver  que  le  nombre 

moyen  des  genres ,  pour  le  déterminant +  i7  ou — D ,  était  exprimé 
d'une  manière  extrêmement  approchée  par  la  formule  :  a  logZ)-f-/3, 
où  a  et  /3  sont  des  quantités  constantes  ,  et  telles  qu'on  aj  K  étant 
la  demi-circonférence  dont  le  rayon,  est  i  ^ 

*ss^«sso,4o5a847546, 

»        0  535  aag^  4-  ^oL^h  —  I  a  log.  2  =:  O,885o46o46a  , 
g  étant;  la  iomm  4e  ia  *5rie 


Digitized  by  Gopgle 


KECHERCHES 

—  0,5772 1 56649 ,         {Muler,  Càlo,  diff,  p,  444)  ,  . 
et  h  la  somme  de  la  série 

ilog.  a  H-  5  log.  5  H-     log-  4  4-  etc.  =  0,9575482543. 
Cette  fitfmule  fait  voir  que  les  nombres  moyens  des  genres  croissent 
en  progression  arithmétique  ,  si  les  déterminans  croissent  en  pro- 
gression géométrique.  Elle  donne  pour  les  déterminans 

85oii   i55oi}  345oii  5o5oii  9700ï* 
les  Ttleu» 

5,637-,   5,860}   4»o4S>    4559  j  4,601 
respeetiTemeot,  qui  ne  diffèrent  presque  pas  des  nombres  mojens 
donnés  plus  haut.  Pins  le  déterminant  moyen  sera  grand ,  et  pins 

oh  prendra  de  déterminans  pour  calculer  le  nombre  moyen  de 
genres,  moins  ce  dernier  différera  de  la  valeur  de  la  formule.  A 
l'aide  de  cette  formule ,  on  peut  trouver  avec  beaucoup  de  pré- 
cision  la  somme  des  nombres  de  genres  qui  répondent  aux  déter- 
Bainans  successifs  rfc  D,  db  (iJ+i  ) ,  =i=(£>-f-2  ),  etc.  =t  (D-fm), 
en  ajoutant  ensemble  les  nombres  moyens  de  genres  qui  corres- 
pondent à  ces  différens  déterminans,  quelqne  difiâcenceqfa'il  y  ait 
entre  les  extrêmes  H  et  PH-w.  Cette  somme  sera 
«  (log.D  +  log.  {D+i)  +  \og.  (Z?H-a)+etc+log.(Z)H.w)} 

ou  assez  exactement 

Pe  cette  manière,  on  trouve  que  le  nombre  des  genres  depuis  le 
déterminant— I,  jusqu'au  déterminant— 100, est  =  a34.4,  tandis 

qtfîl  est  en  effet  235.  De  môme  ,  depuis  —  i  jusqu'à  —  2000,  on 
trouve  7116,6  genres  ,  tandis  qu'il  y  en  a  en  effet  l^^^yj^  9001 
à  ,0000 ,  on  trouve  4594,0»  et  il  y  en  a  4595,  appronmation  plus 
grande  qu'on  ne  pouvait  l'espérer. 

5o2.  A  l'égard  du  nombre  de  classes  (  proprement  primitives 
positives,  comme  on  doit  toujours  le  sous-entendrc ) ,  les  déter- 
minans positifs  et  les  déterminans  ségatift  se  comportent  d'une 


I 
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manière  bien  différente  ;  aussi  nous  les  considérerons  séparément: 

ils  s'accordent  cependant  tous  en  cela  que ,  pour  un  détermi- 
nant donné,  chaque  genre  contient  le  même  nombre  de  classes, 
et  que  partant,  le  nombre  de  toutes  les  classes  est  égal  au  produit 
du  nombre  de  genres  par  le  nombre  de  classes  contenues  dans 
chaque  genre. 

-  Considérons  d'abord  les  déterminans  négatifs  ^  les  nombres  de 
danea  qui  répondent  à  plurienrs  détermioans  tacoetslls,  — IX, 
•^(P-f-i),  —  etc.  ferment  une  progression  anstt 

icrégniière  que  celle  des  genres.  Hais  iâs  novùtrt»  moyens  de 
ckusCM  CEoissent  trèt*régulièremesitj  comme  on  le  Terra  par  les 
exemples suivans.  Lcscentdétcrrainansdcpuîs  — 5oo,  jusqu'à — 600, 
donnent  1729  classes;  donc  le  nombre  mojen  est  17,2g.  De  même, 
dans  la  (juinzième  centaiue ,  le  nombre  moyen  de  classes  se  trouve 
être  a&  f  26.  De  la  vingt-quatrième  et  de  la  vingt-cinquième  cen- 
taines on  tire  36 ,  28  j  des  soixante-unième  ,  soixante-deuxième 
otsoinnte-lnisiftme»  iiiésalte58>5o}  de  la  qnatre-Tingtooosième 
àl*  yyit»e-vingt-q«in«>mii ,  o'est-irdkede  9001  à  gSoo,  on  trouve 
7ij56,  et  de  la  qnatre^ngt-seiziènie  &  la  oentiime,  75,54*  Ces 
exemples  SMntrent  qne  si  les  nombres  moyens  et  classes  croissent 
beaucoup  plus  lentement  que  les  déterminans ,  ils  croissent  beau- 
coup plus  rapidement  que  les  nombres  moyens  de  genres;  avec 
une  légère  attention ,  on  apperqoit  qu'ils  croissent  à  peu-près  comme 
les  racines  quarrées  des  déterminans  moyens.  Kt  en  effet,  par  ime 
vechevclie  firadée  sur  la  théorie,  nous  avons  trouvé  que  le  nombre 
moyen  de  classes  pour  le  déterminant  '^D,  était  eiprimé  d*nne 
manière  très-approchée  par  y^D  —  jS j  ou  l*on  a 


>  =  o,7467i83ii5  =  |J^,  et  8=  i -MH-^  +  R  +  Th  +  ctc, 
/ss  0,302^4^3675  =  1.  ; 

les  nombres  moyens  calculés  d'après  celte  formule,  diffèrent  peu 
de  ceux  que  nous  avons  extraits  plus  haut  de  la  table  de  classiG- 
cntlim.  A  l'aide  de  cett«  formule ,  on  peut  aussi  assigner  assez 
exactement  la  somme  de  tous  les  nombres  de  dasses  qui  répondent 
k  plusieurs  déterminans  snooessift 
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quelque  différence  qu"il  y  ait  entre  les  extrêmes,  en  ajoulant  le« 
nombres  mojens  qui ,  d  après  la  turniule  ,  appartiemient  à  ce» 
déterminans.  On  trouve  pour  cette  somme 

>{  |/(  1^4- ï)  4- etc.  +         +  + 

OU  l>{(^H-wr-i)^-(/>-i)')4-iriïi 

à  très-peu-prè».  Ainsi»  par  exemple,  pour  les  cent  détenninam  com- 
^if  de  —I  k  —"100,  la  formule  donne  4^1,1  >  Undit  que  le» 

nombre  exact  est  477  >         mille  déterminans — i  ~tooo. 

donnent,  d'après  la  table,  i5555  classes,  et  par  la  formule, 
i555i,4',  le  second  mille  donne,  d'après  la  table,  a8Go3 ,  et  par 
ia  formule,  a8585,7  ;  de  même  le  troisième  mille  donne  effecti- 
vement 3709a,  et  par  la  formule,  37074,33  enfin  pour  le  dixième, 
mille  la  table  donne  7^549  »  et  la  formule ,  7257a. 

3u5.  La  table  des  déterminans  négatifs,  disposée  d'après  la  di»* 
Tenité  det  clastificalioni,  fooniit  (Âniienn  autres  observations 
remarquables.  Pour  les  déterminant  de .  là  forme  —  (8;3-f-  3),  le^ 
nombre  des  classes  jcontenues,  tant  dans  chaque  genre  propremént 

primitif  que  dans  l'ensemble  de  tous  ces  genres,  est  toujours  di- 
visible par  3,  le  seul  déterminant  — 3  excepté,  ainsi  qu'on  peut 
le  conclure  du  n"  256,  VI.  Quant  aux  déterminans  pour  les- 
quels les  formes  ne  composent  qu'un  seul  genre ,  le  nombre  de 
classes  est  toujours  impair;  en  effet,  comme  pour  un  pareil  dé- 
terminant il  n*y  a  jamais  qu'une  «daise  ambiguë,  qui  est  la  classe 
principale,  le  nombre  des  autres  classes  qui  seront  opposées  deux 
à;  deux  sera  nécessairement  pair,  et  partant  le  nombre  de  toutea 
les  classes  sera  impair.  —  Or  la  série  des  déterminans  anxqnelf 
répond  une  même  classification  donnée,  c*est*à-dire,  un  nombre 
(lonné  de  genres  et  de  classes,  paraît  toujours  finie;  nous  allons 
faire  appercevoir  cette  observation  surprenante,  dans  quelques 
exemples.  Dans  la  table  suivante,  le  premier  nombre,  en  chiffres 
romains,  indique  le  nombre  de  genres  proprement  primitifs  po- 
sitifs j  le  second,  le  nombre  de  classes  contenues  dans  chaque 
genre;  fontes  les  antres  formenjt  la  léfio  des  délenainant  auxquels* 
cette  classificatoi  appartient*  •      .  • 


^  kj  .^  L.d  by  Google 


A  Rî  t  HMÉ  T I Q  tJ  ES.  t^i 
a>  5,  4,  7j  •  ' 

1  5...  11,  19,  a5,  37,  «1,  45,  67/16S; 

I.  5... 47*  79»  "7» 

I  7...7I'         335,  343,  463,  4875 

II  1...5,  6,  8,  9,  10,  12,  i3,  i5,  16,  18,  32,  i5,  28,  57,  58-,; 

II..-....a<..i4>       20,  32,  54,  36,  39,  46,  49,  5a,  55,  65,  64,' 

73,  82,  97,  100,  142,  148,  193;  •  » 
IV  1. .  .31,  a4,  5o,  55,  40,  42,  45,  48,  57,  60,  70,  72,  78,  85, 

88,93,  102,  lia,  i5o,  i33,  177,  190,  232,  a55j 
yni...i...io5,  lao,  i65,  t6S,  aïo^  340,  375,  a8o,  5ia,  53o, 

545,  557,  585,  4^,  463,  530j  760s  ' 
Xyi...i...64o,  ï5ao,  iS65,'i848. 

On  trouve  de  même  vingt  déterminant,  dont  le  plus  grand  eèt 
—1435,  aniqiiels'Tépcnd  la  classification  1.9-,  quatre,  dont  le 
plus  grand  est  — i3o3,  auxquels  répond  la  classification  I.  ii,  etc. 
Les  classifications  II. 3,  II. 4»  II-5,  IV. 2,  ne  rép(^dent  pas  à 
plus  de  4^,  32,  4^,  68  déferminans,  dont  les  plus  grands  sont 
respectivement  — 652,  — 8G2,  — i3i8, — 101 2.  Comnic  la  table 
dans  laquelle  nous  avons  pris  ces  exemples  a  été  prolongée  bien 
au-delà  des  détenninans  qui  paraissent  ici  {*) ,  et  qu'elle  ne 
fimrnit  ancnn  antre  déterminant  qni' appartienne  à  cet  claisifica- 
tion»,  il  paraît  .  Iiort  de  doute  que  let  séries  précédentes  tont 
finies,  et  Poii  peut,-  par  analôgiii,  étendre  la  même  conclusion 
À  toute  autre  classification.  Par  exemple,  comiiie=  dans  iôtit  lef 
dixième  millier  de  déterminais,  il  ne  s'en  rencontre  aucun  qui' 
réponde  à  moins  de  vingt-quatre  classes,  il  est  extrêmement  yrai- 
semblable  que  les  classiiicatioiis  t 

T. 25,    1.21,    etc.;      II. 11,    IT.10,  ,etc.;  . 
IV. 5,   IY.4*  iy-3,   etc.5  \  etc.  * 

sV-ialent  arrêtées  avant  -t^ooo,  ou 'qo'ellei- n!ont  -  lieu  qùe  pont 

peu  de  déterminans  plus  grands  qi]e  — loooo-,  mais  il  paraît 
très-difticile  de  donner  de.  ces  observations  des  démonstratioDa 
rigoureuses.  .  ... 

(*)  Pendant  q«9  cet  ouyra^^e  li'iqiprime,,,  oQut  Ynoo»  pomaate  •auintnmplîott 
ju.^quà — 3ooo  -,  nous  y  avont  ajouté  le  dixième  inillier  tout  entier,  pluiieut 
ceotainea  éjjartet  et  un  gràiid  nombre  de  déternuuuu  ÏMlée  cfaoiw  afee  soin.' 
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^  R  K  C  H  B:  R  C  H  E  s 

Il  est  encore  à  remarquer  que  fous  les  déterminans  dont  le» 
formes  peuvent  se  distribuer  en  trente-deux  genres  au  plus ,  ont 
au  moins  deux  classes  dans  chaque  genre  ^  déserte  que  les  clas- 
sifications XXXII. I,  JLXIV.i,  ptCi  n'existent  point,  Le  plut 
petit  àétetmïnaotûe  cette  espèce  est  «9240^  etla  clast^eation 
i|ni  loi,  répon4  est  XXXIX.aj  et  il  est  assex  pcpbitlble  qoe,  le 
nombre  des  genres  «ngmentanft  eontinuellement-f  le  nombre  des 
clasiifications  qui  disparaissent  augmente  axiuL  A  cet  égard,  les 
soixante'cinq  déterminans  inscrits  plus  hant,  auxquels  répondent 
les  classifications  :  I.i,  II.  i,  IV.  1,  VIII.  1,  XVI.  i ,  méritent 
d'être  distingués,  et  il  est  facile  de  voir  qu'ils  jouissent  tous  et 
seuls  de  deux  propriétés  remarquables-,  la  première  consiste  en 
ce  que  les  classes  suivant  lesquelles  se  distribuent  leurs  formes 
sont  toutes  ambiguës  j  la  seconde,  en  ce  que  deux  formes  quel- 
conques çontennes  dans  le  même  genre  sont  équivalentes,  tant 
propreoâènt  qolmpfoprement»  Ait  reste ,  ces  mêmes  soixante-cinq 
ambres  ont  déjà  été  présentés  par  £ulcr  (Nouv.  Ménu  de  lAc, 
ês  BcrUàf  1776,  p.  558),  sous  im  aspect  un  peu  différent,  dont 
.nous  parlerons  pins  bas  ,  ét  avec  une  propriété  facile  à  démontrer» 

r  5o4.  Le  nombre  des  classes  propiement  pimitives  que  four- 
nissent les  formes  binaires  de  déterminant  quarréV*,  peut  être 
«ssigoé  à  priori;  il  v  a  autant  de  ces  classes  que  de  nombres 
premiers  avec  2k  et  plus  petits  que  lui.  De  là,  à  l'aide  dç  rai- 
sonnemens  qui  n'ont  aucune  difficulté,  mais  que  nous  supprimonSjL 
on  trouve  que  le  nombre  mojen  des  dasses  qui  appartiennent  à 
des  déterminans  quartés  voisins  de  ^  est  eypciné  d'une  manitee 

très-approchée  par 

Quant  aux  déterminans  positifs  non-quarrés ,  ils  présentent  à 
cet  égard  des  propriétés  lont-à-fait  singulières.  Pour  les  détermi- 
nans négatifs  ou  quarrés,  les  petits  nombres  de  classes,  par 
exemple  les  classifications  I .  i ,  ou  1 . 3 ,  on  II  •  i ,  n'ont  lieu  que 
pour  de  petits  déterminans  et  dont  la  anilt  s'mête  bjentét;  pour 
les  déterminans  positifs  non-quarrés  an  contraire,  ponrru  qu'ils 
ne  soient  pas  très^grands,-  ht-  phir  giauile  pante  dôiiiie  des  olat^ 
sifieafibie  «Jêr»  ny  a  qtl*uné  seule  classe  dans  chaque  genre, 
désortê  queleb  idassificatibiis  :       I.5«n.i«  11.5,  IV .3,  eto. 


ABITHMÉTiQtJES.  «7$ 
ftont'frMIre».  Ainsi,  parexemple,  parmi  let  qoatre-vingt-i3ix^é»ei^ 
miniy»*  noo-qvftrrés  qui  sont  au-dessous  de  100,  on  en  trouve  trois 
II,  48,  auxquels  répondent  les  classifications  T.  1,  II.  i,  IV. 
respectivement-,  et  il  y  en  a  un,  37,  auquel  répond  1.5-,  deux* 
34  et  82,  auxquels  répond  II. 2,  et  un,  79,  auquel  répond  II. 5. 
Cependant,  à  mesure  que  les  délerraiuans  augmentent,  les  nombre* 
de  classes  plus  élevés  se  multiptient  peu-à-peu.  Par  exemple, 
parmi  les  qnatre-vingt-seiae  détcmiiiians  non-qnâr^és  'qui  SMiff 
compris  entre  100  et  aoo«  il  j  «n  a  deui>  loi  et  1197 ,  auxquels 
répond  1.3}  quatre,  x45>  i4^>  178,  194»  auxquels  répond  n.j> 
trois,  i4i>  14s,  189 >  auxquelt  répond  II. Parmi  les  cent 
quatce-vingtrdix-sept  déterminans  non^uarrés  compiif  dq>uis  8oi- 
josqu'ià  1000,  il  j  en  a 

^  •  5,  4,  14,  a,  a,  i5,  6,  a,  4, 

auxquels  répondent  respectivement  les  classifications 

i.5,n.a,ir.5,n.5,  n.6,  iv.j,  iv.s,  iv.4,vni.a. 

Fotir  les  cent  quarante-cinq  antres»  il  tCy  a  qu'une  classe  dans 
cliaque  genre* 

Ce  serait  une  question  curieuse,  et  qui  Ofliseiaît  pas  indigne 
de  la  prétention,  des  géonifeties,  qne.de  chercher  suivant  qoeUe. 
loi  les  déterminans  qui  ne  donnent  qu'nnK  classe  par  genre  de* 

viennent  de  plus  en  plus  rares.  Jusqu'à  présent  nous  ne  pouvons- 
décider  par  la.  théorie,  ni  tirer  de  l'observation  des  conjectures 

aMez  certaines  pour  affirmer  si  la  série  s'arrête  toujours ,  ce  qui 
parait  au  reste  peu  probable,  ou  du  moins  si  ces  déterminans  de- 
viennent infiniment  rares,  ou  si  le  nombre  tend  toujours  et  de  plus 
en  plus  vers  une  certaine  limite  iixe.  Les  nombres  moyens  de 
claiSses  croissent  dfms'un  rapport  qui  n'est  giière  plus  grand  que 
celui  dei  nombres  moyens.de  genres  et  bien  pins  |  lentement  que 
les  racines  quarrées  des  déterminans;  entre  8oq'ét'  iboo^i  on, 
th>uTe  5,01.  Qn'il  nous  soit  permis  d'ajouter  une  autre  observa- 
tion, qui  rétablit  en  quelque  sorte  l'analogie  entre  les  détermi- 
nans positifs  et  négatifs.  Nons  avons  trouvé  qtre  si  le  nombre 
des  classes  pour  un  déterminant  positif  D  n'était  pas  analogue  au  ' 
nombre  des  classes  pour  le  déterminant  négatif,  la  chose  a  lieu  du 
moins  pour  le  produit  de  ce  nombre  par  le  logarithme  de  t-^u^D^ 
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RECIIERCITES  ■ 
t  et  u  désignant  les  plus  petits  nombres,  excepté  i  et  o,  qui  sa- 
tisfont à  l'équation  /*  —  Du*=:i,  nous  ne  pouvons  donner  plus 
de  détails  sur  la.  raison  de  cette  analogie.  La  valeur  moyenne 
de  ce  produit  t^xprime  assez  exactemeot  par  lu  formule  m  — //} 
IBftit  oont  n'avons  pas  encore  pu  détermioer  par  la  .théorie  les 
conttantes  m  et  jb.  S'il  est  permis  de  tirer  une  eoaelQiion  de  la- 
comparaison  de  quelques  oeatiûiies  de  détennioant^  m  pacatt  pea 
di£Gficeiit  de.a|.       .  . 

An  leite;  itotu  oou*  féienroM  de  rav'enir  dans*  une  autre  oc- 
casion SOT  les  valedM  mo/ennes  des  quantités  qui  ne  sniVent  pas ■ 

une  loi  analytique ,  mais  qui  approchent  continuellemeot  et  de 
plus  en  plus  de  la  suivre.  Nous  passons  maintenant  à  une  autre 
recherche,  par  laquelle  nous  comparerons  entre  elles  les  diffé- 
rentes classes  proprement  primitives  de  même  déterminant^  et 
qui  terminera  cette  longue  Section. 

3o5.  Théorème.  K  désignant  la  classe  principale  des  formes 
de  déterminant  donné  D,  C  une  autre  classe  quelconque  prise 
dans  le  genre  principal  de  même  déterminant ,  C',  C^,  C*,  C"*,  etc, 
les  classes  gui  naissent  de  la  duplication,  de  la  tr^Hoation,  ete» 
de  la  classe  C  (Yoyes  n*  349)  j  ^  continuant  assez  loin  la  pro- 
gression Ct  C%  es  eio» ,  on  parviendra  a^n  à  une  classe  iderk» 
tique  aueo  K;  et  si  l'on  suppose  que  CT  Mi/  la  première  classe 
identiçue  afcc  K,  et  que  le  nombre  de  toutes  les  classes  du  genre 
principal  soit  n,  on  aura  mssn,  ou  bien  m  sera  une  partie 
aliquote  de  m,  ' 

I.  Comme  toutes  les  classes  K,  C,  C*,  C,  etc.  appartiennent 

nécessairement  au  genre  principal ,  les  n  -f- 1  premières  classes  de 
cette  série  A,  C ,  C, ....  C"  ne  peuvent  pas  être  diflérentes-,  ainsi 
K  sera  donc  identique  avec  une  des  classes  C,  C*,  C^. . .  .C' ,  ou 
deux  d'entre  elles  seront  identiques.  Soit  donc  0  =  C'  et  r"^  s, 
on  aura  aussi  C=*5=C— ,  etc.,  et  C^^^C, 

d*ou  C^  ^  K, 

II.  Il  suit  de  là  snr*le-cfaamp  que  l'on  a  mssis^  on.in<n} 
ainsi  il  ne  lette  plus  qu'à  &ire  voir  que»  dans  Je  ^ecood  cas»  m 
est uiie- partie  aliquote  den.  Comme  )etc)jafses  K,  C,  C*»,*0^,, 
dent  nous  détiguerons  l'ensemUe  fs^(X)p.n*éfmMai pas  le  genre. 

principal^ 


ARITHMÉTIQUES.  5;; 
pirincipal ,  soit  C  une  classe  de  ce  genre  qui  ne  soit  pas  contenue 
dans  (r),  et  désignons  par  (T")  1  enserable  de  toutes  les  classes  qui 
résultent  de  la  composition  de  C  avec  chacune  des  classes  de  (r)« 
On  ToSt  fiœilemfliit  que  tontes  les  clanet  de  (V)  mt  diffbentet 
tant  eotfe  elles  que  des  classes  eonteniies  dans  (T) ,  et  qu'elles  sont 
du  genre' principal;  desorte  que  si  (r)  et  (T)  épuisent  ce  genres 
on  aura  n=2m,  sinon  on  aura  am  <  n.  Soit  donc  »  dans  la  st* 
cond  cas ,  C*  une  classe  du  genre  principal  qui  ne  soit  contenue 
ni  dans  (F)  ,  ni  dans  (r^)  ,  et  désignons  par  (T*)  l'ensemble  de 
toutes  les  classes  qui  résultent  de  la  décomposition  de  C'  avec 
toutes  les  classes  de  (T);  il  est  évident  qu'elles  dififèrent  toutes 
entre  elles  et  des  classes  contenues  dans  (F)  et  (V)  «  et  qu'elles 
lent  du  genre  principal  ;  donc  si  (F),  (V) ,  (F')  épuisent  ce  genre, 
on  anra  nszSm,  ënon.  b  >  Sm.  Dansée  deniiec  cas,  en  traitant 
de  la  même  manièfe  nne  daise  qni  ne  soit  cbntenne  ni  dans 
(T),  ni  dans  (f),  ni  dans  (F*),  il  en  fésultecaqueTona  JiK4in» 
ou  m  >  4/n  ,  et  ainsi  de  suite.  Or  comme  n  et  m  sont  des  nombres 
iinis ,  le  genre  principal  s'épuisera  enfin,  et  ff  sera. un  multiple 
de  m,  ou  m  une  partie  aliquote  de  n. 

Soif,  par  exemple,  D  = — 356,  C=(5,  a,  ya)  (*);  on  trouve 
C-  =  C2o,8,2i),  C-=(4,i,89),  C^=(20,— 8,3i),  C*=(5,-3,7a), 
C*  =  (i,  o,  556).  Ou  a  donc  ici  m  =6,  et  pour  ce  déterminant 
i3.  En  prenant  C  =  (8,  a, 45),  les  cinq  autres  classes  de  (F^ 
•ont  :  (9.  —2,  40),  (9,  a,  40),  (8,-3,45),  (17,  1,  21),  (17,— i,  ai). 

5o6.  On  remarquera  sur-le-champ  Tanalogie  de  la  démonstration 
du  théorème  précédent,  avec  les  démonstrations  des  n°»  4^  *  49» 
et  eflectivement ,  la  tliéorie  de  la  multiplication  des  classes  a  une 
grande  aftinité  avec  le  sujet  traité  dans  la  Section  III.  Mais 
les>  lindtes  dé  cet  onVrag^  aë  nous  permettent  pàs  de  pooitnli^rê 
^le- théorie  qui  ëifr  digne  dé  grande  déreloppemens  ;  aussi  now 
n*a)outeriNU  que  qufdqnes  observations»  et  nous  supprimerons  loi 
démonstrations  qui  érigeraient  trop  de  détails,  nous  résetrant  en- 
core de  tt^enir  snr  œ  sujet  et  de  rapprofondir* 

'  -  i*)  Voad  vlpApîio»-  tbs|oeifclM  «Mes  p«r  Wlbvâuîf  Iss  plus  simples  qa*e1I«i 

Bbb 
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578  RECHERCHES 

1*.  SiUtérIs  Kf  C»  C%  <P,,,0-*  est  prolongée  an-cIèU'd* 
C^*>  les  mêmes  classes  reparaîssent  de  nonrean ,  desorte  qn'ott 
e  C=K,  C^'=C,  C"-^»=C*,  etc.;  et  gfoMemeiity  si  l'on 
regarde  iC  comme  C%  les  classes  C'  et  C**  seront  identiques  on 
diffcrentes,  suivant  que  g  tt  ^  seront  congrus  ou  incoogrus  sui* 
vant  le  module  m.  Ainsi  la  classe  C"  est  toujours  identique  ayee 
la  classe  principale  K, 

a*.  Nous  appellerons  périodes  de  la  classe  C  l'ensemble  K , 
C,  C%  C*...C"'"',  que  nous  avons  désigné  par  (F)-,  mais  cctle 
expression  ne  doit  pas  être  confondue  avec  les  périodes  de  formes 
réduites  de  déterminant  positif  non-quarré>  dont  nous  avons  parlé 
n*  x86  etsaivant.  Ainsi  il  est  clair  que  de  la  composition  de  tant 
de  classes  qo'ôn  ▼ovdm  4'mie  même  période ,  il  rtailte  une  daise 
cootenne  dans  la  période  O,  C^,  D%  ficzatC^^^^-*"^- 

5%  Comme  CO^'ssK,  les  classes  C  et  0~*  seront  opposées^ 
et  partant  C*  et  Or*,  (P  et  C^,  etc.  Ainsi,  lorsque  m  est 

M 

pair  ,  la  classe  C  sera  elle-même  son  opposée,  et  sera  par- 
conséquent  ambiguë',  réciproquement^  si,  indépendamment  de  K, 
il  se  trouve  dans  (r)  une  autre  classe  ambiguë  O,  on  aura 
Oss  C*-*,  et  partant  gssm'—g=im,  H  suit  de  li  que  si  m  est 
pur,, il  a  pas  d'antre  classe  ambiguë  que  ilC  et  et  que  ^ 
m  est  impair,  il  n*jr  en  a  pas  d'antre  qne  iC.  ;  ^.  ,s 

4%  Si  la  période  d'âne  dane  C  eonianiie  dan8.(r)  est'JT; 
C^t  C»...0'r>>,  il  est  évîdeoit que  fi^h  est  U  plus  petit 
multiple  de  h  qui  soit  divisible  par  m*  Si  donc  m  et  sont  prer 
mien  entre  eux ,  on  aura  msssn^,  ot  les  deuxpériodes  contiendront 
les  mêmes  classes,  mais  dans  un  ordre  difiéf eut*,  générale- 
ment, >  étant  le  plus  grand  comi^Uff  di^isfi^  des  nombres-iHA  h, 

m  aura  ji^.sa^;  d'eu  il  -smft  que  lé*nDaibre.de  olasset  oonfeiiaes 

Sans  la  période  d'une  clause  quelconque  prise  .daàs  (T)  est  m  on 
Ime 'partie  aliqaote  de  ni,  tt  q^lj  a  .  autant  de  classes  de  ÇT) 
dont  les  périodes  soient  composées  de  m  formes,  qu'il  j  à  de 
nombres  premiers  avec  *»r^an»  la  «uite o,  i,  i,  m — i,  c'est- 
à-dire,  qu'il  j  en  a  (pni ,  en  employant  le  signe  du  n"  Scj.  Gé- 
néralement ,  il  J  aura  autaat  de  classes  dans  (F)  dont  le.4  pcrip49S 
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soient  «cuposées  de  ^  tennes^qn'njadaoftlasaiteo^  i|9,V.}»— i 
de  jiombres  qui  aient  pour  plot  grand  conmnin  diviieiic  avec  m. 
On  Toit  ftcilement  que  le  nombre  en  est        Si  donc  mssn, 

c'est-à-dire,  si  (r}  renicnne  tout  le  genre  principal,  il  j  a  dans  ce 
genre  (pu  classes  dont  les  périodes  renferment  le  genre  entier» 
et  f0  dasses  dont  les  périodes  renferment  an  nombre  e  de  termes, 
ê  désignant  nn  diTiieur  quelconque  de  n.  Cette  eonclnsion  a  gé* 
nénlement  Iiea>  qnand  il  eiitte  une  classe  dn  genre  principal  dont 
la  .période  ait  »  termes. 

^  5*.  Dans  la  même  snppositionj  le  système  des  classesdagenn 
principal  ne  pent  être  disposé  pins  conrenablement,  qu*en  pre« 
nant,  comme  pour  base,  une  classe  dont  la  pc^riode  ait  n  termes , 

et  plaçant  les  classes  du  genre  principal  dans  l'onlre  qu'elles  oc- 
cupent dans  cette  période.  Desorte  que  si  l'on  affecte  la  classe 
principale  de  l'indice  o,  la  classe  prise  pour  base  aura  l'indice 
et  ainsi  de  suite.  La  seule  addition  des  indices  sufiii  pour  trouver 
quelle  classe  naît  de  la  composition  da  classes  qnelconquet  du 
genre  principal* 

•  Voici  on  oemple  pour  le  délenninant  — S56,  o&  la  classe 
(9,  a,  4^)  a  été  prise  pour  base  : 

o...(i,  o,  S56) 

i«.(9»  3,  40) 
a... (5,  a,  72) 


10... (5,  — a,  7a) 

II  ...(9,  —a,  4o)« 


3...(8,— a,45)16...(4,    0,89V  9. ..(8,  a,45) 

4...(ao,    8,  31)^7. ..(17,— 1,  ai) 

5.. .(17,     I,  ai),8...(ao, — 8,  ai) 

6*.  Quoique  l'analogie  avec  la  Section  III,  et  l'induction  qu'on 
peirt  tfinr  de  plus  de  deux  cents  déterminans  négatifs,  et  d'un 
bien  pins  grand  nombio  de  déterminans  positife  non-qnarrés , 
ttmUeat  porter  au  plus  bant  degré  de  probabilité  la  vérité  de 
cette  sapposition  pour  tons  les  déterminanSj  une  pareille  conclu- 
sion n>n  serait  pas  moins  fausse  et  démentie  par  la  continuation 
de  la  table  de  classification.  Nous  nommerons,  pour  abréger, 
déterminans  réguliers  ceux  pour  lesquels  une  seule  période  peut 
renfermer  tout  le  genre  principal,  et  déterminans /rrt^:^//V?r^  ceux 
qui  ne  jouissent  pas  de  cette  propriété  (*).  Un  petit  nombre  d'ob- 

(*)  Vqjrw  1m  AddilioiM  4»  Taiitrar. 
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leirvatioiifl  nom  toffirant  ponr  éclaireîr  oe  tnjst»  iemble 
pendant  dépendre  des  plus  profeodi  mystères  de  l'Arithmétique 
transcendante,  et  donner  lien  anx  recherches  les  plus  difiSeiles; 
nous  commencerons  par  la  tnirante»  qai  est  générale.' 

7\  Si  dans  le  genre  principal  se  trourent  denx  classes  C, 

tlont  les  périodes  sont  composées  de  m,  termes,  et. que  Jl/ soit 
le  plus  petit  nombre  divisible  par  m  et  par  m'  ;  il  j  aura  aussi 
dans  le  même  genre  une  classe  dont  la  période  contiendra  AI 
termes:  si  l'on  décompose  M  en  deux  facteurs  r  et  /  premiers  entre 
eux  dont  l'un,  r,  divise  m,  et  dont  l'autre,     divise  m' (a**  73}, 

m  m' 

la  classe  C'',C'^s=C  jouira  de  la  propriété  précitée.  En  e£fet, 
supposons  que  la  période  de  la  classe  C  soU  coniposéa  de  g 
termes,  on  aura  . 

donc       est  divisible  par  m',  et  parlant  ^  par  r'  ou^  par  /,  Oa 

prouve  absolument  de  la  même,  manîife  que  ^  est  divisible  par 
donc  il  l'est  par  r/=M'f  mais  comme  on  a  évidemment  C^=  K  , 
M  est  donc  aussi  divisible  par  gt  et  partant  M:==g.  Il  suit  de  là 
que  le  plus  grand  nombre  de  classes  qui  puissent  être  contenue? 
dans  une  période  pour  un  déterminant  donné  ,  est  divisible  par  le 
nombre  de  classes  de  toute  antre  période  d'une  classe  du  même 
génie  principal.  On  peut  en'nèaie  temps  en  déduire  une  mé-' 
thode  -pour  ttoofer  la  classe  .dont  .la  pénod»  .est  la  plus  grande*,^ 
,  c'est-à-dire,  pour  les  déterminans  réguliers ,  la  classe  daot  la  pé- 
riode renferme  tout  le  genre  principal ,  cette  méthode  est  abso- 
lument semblable  à  celle  des  n°*  7?  et  74  j  mais  dans  la  pratique 
ou  peut  l'abréger  par  plusieurs  artifices.  I>e  quotient  de  la  division 
du  nombre  n  par  le  nombre  de  termes  de  la  plus  grande  période, 
quotient  qui  est  i  ponr  les  déterminans  réguliers,  et  pli\8  rand 
que  I  pour  les  déterminans  irréguliers,  est  d'après  çeU^tffès-. 
comniode  pour  exprimer  les  difl^reales  espèces  d*iR^plafîtés«  et 
par  cette  raison  pourra  être  nommé  gxfMuaiU  âfiniSffiiarlU* 

8%  Jusqu'à  présjent  il  n'j  a  pas  de  règle  générale  qui  puisse 
&lie  distiogn»  à  pHori  les  d^enninans  régntiersdei  irréguliera. 


Digiii-ica  by  Google 
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é'wUad  plài  qne  ptnni  ks  dcnim  m  tmoHai  en  fnème  tempt 
prénicn  .eC  des  mmibies  cttmposës;  aini  il  soIRm 
d'ajouter  ici  quélques  observations  parlîciilièrei*  Qaand  il  y  a 
plus  de  deux  classes  ambiguës  daus  le  geara  principal,  le  déter- 
minant est  sûrement  irrégulier,  et  l'exposant  d'irrégularité  est  pair. 
Mais  quand  il  n'y  a  qu'une  ou  deux  classes  ambiguës,  le  déter»- 
minant  est  régulier,  ou  du  moins  l'exposant  d'irrégularité  est  im- 
pair. Tous  les  déterminans  négatifs  de  la  forme — (216^+37) 
lé  nombre  — ^7  excepté»  sont  irréguliers,  et  l'exposant  d'irrégu- 
larité est  divisible  par  S.  La  mèaio  çhàte  a  lieu  pour  les  dé- 
terminans négatîÂ  de  k ferme --<(iboo^-|-75)  et— ^lOooA-f-ôyS)^ 
éo  eioeptant  le^  senl  nombra  '-^S,  et  pour  .me infinité  d'antftt» 
•  Si  l'ekposant  d'irr^gnlarité  est  mi«ombre  premier  ,  n  est  divi- 
sible par  p'  f  desorle  que  si  js  n'est  divisible  par  aucun  nombre 
quané,  le  déterminant  sera  nécessairement  régulier. 
.  n  n'y  a  cpie  pour  les  déterminans  pot|ti&  qnaifés  e*  que  l'bn 
puisse  distiiignBr  à  prioH,  slls  sont  légnliers  on  irrégnliers.  Le^ 
premier  cas  arrive  quand    est  i  ou  a  ,  on  un  sombré  premier  ioH' 
pair,  ou  une  puissance  d'uanombiB  premier  impair  $  lo'sooond  pour* 
toute  autre  valeur  de  ^.  .  *,  -  . 

'.Pour  les  déterminans  négatifs,  les  îrréguliers  deviennent  d'au- 
tant plus  fréqnens ,  que  les  déterminans  seront  plus  grands.  Par 
exemple,  dans  le  premier  millieryon  trouve  x  3  ixréguUefs  àui  sont,' 
én  otnettant  le  signe,  .  =  -  •  •  •  ' 

576,  38o,  S20,  88.^,  900,  dont  l'exposant  d'irrégularité  est  a."  ' 
245,  507,  33<j,  459,  675,  755,  891,  974,  dont  l'exposant  est  5. 
Dans  le  second  millier,  on  en  trouve  1 3  dont  l'exposant  est  a,  et 
15  dont  l'exposant  est  3.  Dans  le  dixième  millier,  5i  dont  l'exposant 
est     et  3a  dont  l'exposant  est  3.  Nous  ne  pouvons  encore  décider 
«n^WKMM  de —  10000  des  déterminans  dont  l'exposant 
d  m^ladté  soit  plus  grand  que  5.  An-deUL  de  cette  limite ,  on  pfut 
trouver  des  déterminans  qui  aumt  un  etpoMint  donné  quelconque, 
il  est  probable  que  les  déterminans  croissant  toujours,  le  nombre  de 
ceux  qui  sont  irréguliers  tend  à  être  dans  un  rapport  constant  avec 
le  nombre  des  déterminans  réguliers.  La  détermination  de  ce  rap- 
port  serait  digne  de  la  sagacité  des  géomètres.  • 
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;  Paml  le»  dél«mu«M  potUift  non  c|0«nr<t*  1m  icMgnliMsi'tQiit 
plus  XMSBt'f  il  7  en  «  uns  infinité  pour  lesquels  l'exposant  est  a , 
par  exemple  3oa6  a  a  pour  exposant  d'irrégularité.  Il  semble  aussi 
hors  de  doute  qu'il  existe  des  détermînans  dont  l'exposant  d'irré- 
gularité soit  impair ,  quoique  nous  soyons  forcés  d'&vouer  qu'il  no 
s.'ea  est  pas  offert  à  nous  jusqu'à  présent. 

9'.  Nous  ne  pouvons,  sans  donner  trop  d'étendue  à  cet  ouvrage, 
parler  ici  de  la  disposition  la  plus  commode  du  système  des  classes 
contenues  dans  le  genre  principal  pour  un  déterminant  irrégulier 
nous  observerons  seulement  que  comme  dans  ce  cas  une  base  ne 
pftnttnffire»  il  bot  en  pisndn  tiens  onnn  plus  grand  nombce  qui , 
par  U  multiplioation  et  h  compodtion ,  pniMent  produire  tonlot  les 
daiMe*  DeUnttkrontdetindioeiilattÛef  OMjnni^^ 
pietqpxe  le  même  mage  que  lei  indices  timplet  pour  lea  détecmi- 
aans  régulien. 

10*.  Obiervons  enfin  que  toutes  les  propriétés  considérée  dans 
ce  n*.et  dans  le  précédent»  dépendant  prinoipidenient  du  nombre  n, 

qui  a  quelque  analogie  avec  le  nombre  p—'i  de  la  section  III , 
.  ce  nombre  mérite  une  grande  attention;  il  serait  donc  à  désirer 
que  l'on  pût  découvrir  une  relation  générale  entre  n  et  le  déter- 
minant. Nous  pensons  que  l'on  doit  d'autant  moins  désespérer  d'jr 
parvenir,  quç  nous  avons  déjà  réussi  à  soumettre  à  une  formule, 
analytiques  dn  moins  pour  ^  d^termUians  négatifs  (n*  5oa),  Ift- 
lUenr  mojénne  dn  prbdnit  de  n  par  le  nombi^/le  genrqt  qiii:pe«l 
être  assignée  à  priorL  (*)• 

S07.  Les  recherches  pvécédjmtes  n'emheassent  qoe  leselaises  dn 
genre  principal ,  et  sofllsent  paroonsdquent ,  tant  pour  les  déter- 
flUntfns  positifs  qoi  ne  donnent  qtt'nn'sénl  genre,  que  pourries 

déterminans  qm  ne  donnent  qu*an  genre  positif^  si  nom  ne  consi- 
dérons pas  le  genre  négatif.  Il  nous  reste  à  s^outer  quelque  chf^ 
sur  les  autres  genres  proprement  primitifs* 

1'.  Lorsque  le  genre  G'  difiérant  du  genre  principal  G  de  même 
déterminant,  renferme  quelque  classe  ambiguë,  il  y  en  aura 
autant  datis  l  iin  et  l'autre  genre.  Soient  L,  M ,  N,  etc.  les  classe» 


{.*)  Voyez  les  Addition!  de  l'auteur. 
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ambiguës  de  parmi  lesquelles  se  trouve  la  classe  principale  A"  ; 
et  //,  ^f ,  N',  etc.  les  classes  ambiguës  contenues  dans  G';  et 
désignons  l'ensemble  des  premières  par  A ,  l'ensemble  des  dernières 
par  A\  Comme  toutes  les  classes  L.L',  M.IJ,  N\L',  etc.  sont 
évidemmeot  ambiguës,  et  du  genre  G' «  ellet  fisoot  nécenairement 
partie  de  et  partant^  te  nombre  de  daaieecOBteanei  êtmA! 
n'est  suement  pat  plos  petit  «|pe  celui  des  elastet  .eonteaiies  dans 
A  :.d*aUleiixt  les  classes £'.LV^'-^S  N'^L^^eic,  étant  atubi- 
guet  et  du  genre  G  g  elles  feront  nécessairement  partie  de  A  ;  donc 
le  nombre  de  classes  contenues  dans^  n'est  pas  plus  .petit  que  le 
nombre  de  classes  contenues  da^s  yf.  Donc  lc«  ^ofllbj?q|  de.çl9mef 
de  ^  pt  de  ^'  sont  nécessairement  égaux, 

3',  Comme  le  nombre  de  toutes  les  classes  ambiguës  est  égal  au 
nombre  des  genres  (n'^*  a6j  et  387,  3'.),  il  est  criden tique  si  G  né 
contient  qu'une  classe  ambiguë ,  chaque  genre  en  contiendra  né- 
cessairement une  et  une  seule  *,  si  G  contient  deux  classes  ambi« 
guëSj  la  moitié  ^e  tons  les  geu^eneontiendii^  'deuXf  et  les  antres 
n*en  contiendront  anoMne}  /anfin,  (Til  J  ft  /daips  0  on  neodtre  «  ^ 
çjaMe&ambi^îà  C*^»  et  que    agjit  le  nombre  ^et^l  dee  ewni',  fi.y 

aura  ^  genres  qoi  eonâeAdroni  at3sknM  ambigoës,  et  les  autre! 

n'en  contiendront  pas.  -•»..«... 

5%  Soient,  pour  le  cas  où  G  renferme  deux  classes  arabîguëéj 
G,  G',  G',  etc.  les  genres  qui  en  contiennent  deux>  U',  U\  etci 
ceux  qui  n'en  contiennent  poifiti  pt  désignons  par  ^l'etisemble  des 
premiers ,  et  pac  ft  Tensembl^  des  derniers*  Comme  la  composition 
de  deuc  classes  ^biguës  donner  teqjours  ptyur  résulfÉafe  une  dasse 
,"^inbigne(n<>  a4s|)«  onTetBfbsan^ 

pienres  (»n^^m^  dpi^iAriii|.,geme.a^  snilde  là 

que  de  la  composition  d*un  gem^e^pi^irec  un  genre  4e. 11  ré- 
sulte un  genre  de  h.  En  cfTet ,  si  par  exemple^'. fl'  appartenait 

à  gi  G'  .U.G'  serait  aussi  compris  dans  g\  mais  G'.G'^Gj  et 
n  s'ensuivrait  que  //  serait  compris  dans  g,  cçnJre  l.'bgrpotlise. 
Sllfin  on  reconnaît  facilement  que  les  genres 

G. H,  G  . II,  G'. II,  etc.    H.U,  ir .11,  W.U,  cKc. 
f sefiiissance  de  a. 


Digitized  by  Google 


564  .    RECHERCHES  ' 

sont  tous  diffîSraiis  entra  eux ,  et  que,  pris  eniBBibte*  ils  équivalant 
kg  et  k  h,  Ktia  par  oe  qui  vieiit  d'être  déoMMitré*  lés  genres  Cr.JI> 
G^,Et,  G^M,  etc.  appiartiebuaat  tons  i  A»'et  partant,  l'époisent 
enlièremeittvdono  les  gelues  H, H,  JS\U,  H', H,  etc.  appar» 
tieQoent  nécessairement  &  i",  et  partant,  la  'compositloa  de  dem 
ganies  de  h.  donne  toojours  un  genre  de  ^. 
.  4*.  Si  E  est  tone'  classe  du  ^nré  ^différent  du  genre  principal  G , 
il  estelair  que  E* ,  E*,  E^,  etc.  appartiennent  toutes  à  G,  tandis 
etc.  appartiennent  à  P^.  Si  donc  la  période  de  la 
classe      est  composée  de  m  termes,  il  est  évident  qae  dans  la 
suite  E,  E*,  E^ ,  etc. ,  la  classe  JE*^  sera  indentique  avec  K ,  et 
qu'aucune  ne  pourra  l'être  avant  elle,  c'est-à-dire  ,  que  la  période 
de  la  classe  E  setra  composée  de  am  ternies'^  dooe  le  nomlirè'de 
termes  de  la  période  d!iiiie  classe  qiieloooqae,  d'oa  antra  genre  «jne 
le  00019  principal,  sera  ait  on  mie  partie  aliquote  de  a»,  s  dési- 
gnât le  noa^bve  à»  dames  commmi  à  tons  les  gemefc  .. 
'  5*.  Sok  C  ont  classe  déhuiée  du  g^re  principal  G,  E  We  classe 
da -genre  P'qui  donne  Cpar  sa  duplicàtion  (n'  a86),  et  K, 
X',  etc.  ,  toutes  les  classes  ambiguës  proprement  primitives  de  même 
déterminant-,  toutes  les  classes  dont  la  duplication  donne  C  seront: 
'E(^—E.K),  E.K' ,  E.K',  etc.,  dont  nous  exprimerons  l'ensemble 
par  « ,  et  dont  le  nombre  sera  évidemment  égal  au  nombre  des 
classes  ambiguës ,  ou  au  nombre  des  genres.  H  est  manifeste  que 
parmi  les  classes  «,  il  j  en  a  autant  qui  ap|)8rtieiment  au  g^nre  F', 
qu'a  y  a  de  d^mes  imbSgâb'dAns  le  genre  G-,  aiiisi/désignaiit 
par  a  la  mmibre  de  ces  derid^rtfi,  H  y  a  dans  èliaque  genre  a 
classes  com^irises  danl'«*,  'ott  à  û'y  eû  a  aucune.  On  déduit  faci- 
lement de  II  ,  que  si  a=  i ,  éhaque  génre  contient  une  des  classes  «j 
ti  â==a,  la  moitié  des  genres  contiennent  deux. des  classes  <a, 
tandis  que  les  autres  n'en  contiennent  aucune ,  et  même  la  première 
moitié  coïncide  avec  ^  (v.  5».)  ,  et  la  seconde  avec  A,  et  récipro- 
quement. Quand  a  est  plus  grand  il  /  a  tonjours,  en  Aêsîgtoiilè 
par  N  lé  nombre  de  tous  les  genres  ,  ^  genres  qui  .c(j^tiepnent  des 
classes  m  ,  et.cbaensct  en  cqn^^t  a,  v 

Supposons  maintcnaiMlllê  c  'soU  une  classe -dont  la  période 
soU^ompoiée  de  .»  tcmei;  «a  wât  ftoM^PW^  *yie  dans  le  cas  où 


A  R  I  T  II  M  Ê  T  r  Q  UT.  s.  5^5 
a  et' où  partant,  n  est  pair,  aucuue  classe  àe  a  ne  peut  ap- 
•  partfoir.à  G  ;  car  alan  oeitri  classe  serait  contenue  dans  la  période 
de  C'i  et  si  on  la.  représente  par  C,  il-s'ensnirrait  C^^Qi  et 
partapt^  i  (niod.  js),  ce  qui  est  absurde.  AïaA,  coogme  G; 
appartient  à  ^«  toutç^  les  classes  •  MEont  néjefSiaireaiifBt  distrw, 
buées  entre  les  genres  h.  Puisque  pour  un  déterminait  régulier V 
G  confient  <pn  classes  dont  les  périodes  sont  de  n  termes,  il  suit 
de  ce  qui  précède  que  pour  le  cas  où  a  =  a ,  il  y  a  d^uus  .chaque 
genre  h,  2'pn  classes  dont  la  période  couliciit  2/1  ternies,  etxenferrae 
parconséquent  à-Ia-fois  le  genre  de  la  classe  et  le  genre  principal. 
Hais  quand  se:  i  ^  il  7  aura  dattes  de  cette  espèce  dans  chaque 
l^nre  diffiStent  du  genre  principal.  . 

7*.  Nous  établissons  sor  ces  obsonrations  la  méthode  suivanCe , 
ponr  former  le  système,  de  tontee  les  classes  proprement  primitives 
de  déterminant  r^iidinr  donné  e  car  nous  laissons  absolument  de 
côté  les  déterminans  irrégoliers.  On  prendra  à  volonté  une  classe 
£f  dont  la  périgdp  contienne  a»  tenàes,  et  parconséquent  le 
genre  de  ce(!o  iVn-(ne  que  nous  nommerons  7^,  et  le  genre  prin- 
cipal G  ,  et  l'on  distribuera  les  classes  de  ces  deux  genres 
comme  elles  se  présentent  dans  cette  période.  L'opération  serait 
finie,  quand  il  n'existera  que  ces  deux  genres,  ou  que  l'on  n'aura 
pas  besoin  de  s'occuper  dét' Antres  (  par  exemple ,  pour  im  déter^ 
minant  négaâf  qnî  ne  dotnwB'qne  ^enx  genres  posiiift^.  liilais  quand 
il  j  a  quatre,  éa  un  fdos  grand  nombre  de*'genreSf  on  traitera 
les  autres  de  la  mai^i^:SaiTante.  Soit  V  un  des  deqx  autres ,  et 
Vx  V\  Il  y  aiara  dans  V*  et  V  dam  classes  ambiguës, 
une  dans  chacun  ,  on  deux  dans  l'une  et  aucune  dans  l'autre.  On 
en  prendra  une  ^  à  volonté  ,  et  l'on  voit  facilement  que  si  l'on 
compose  A  avec  chacune  des  classes  de  G  et  de  il  en,  résultera 
a/z  classes  diHérentes  qui  appartiendront  à  V.  et  V,  et  épuiseront 
paiconséquent  ces  deux  genres ,  qué  l'on  pdûixa  disposer  aussi  de 
cette  manié»*' '  ='  -1  " 

S'il  /  a  plus  de  quatre  genres,  soit  V  un  des  autres,  et  V" ; 
V*t  les  genres  qui  rénliènC  de  Ja  ÎDompâeitidà  du  genie:J^ 
avec  les  fgKoim  V:^  F';  les  quatre  genre<*J?^.-u . .  ff^'i  cou- 
tiendront  qitttre  ^asiii  aiiibigaSs,  et  il  est       qur-sî  l'on  prend 
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uM  l'éOeêt  et  qu*ett  1«  «onipw  avpe  •sbaqoft  oUnw  dii  |;uim 
ir,  y*,  V\on  obtient  tontet ht  cIum  cIm gamm  J^. . . 

S'il  7  a  cPaatm  gaatet ,  on  cenliànera  4t  U  mêiiid  itttidère» 
josqu'à  ce  qa^ib  flolsirt  tons  ^pniilSs.  Om  TDit>  que  d:le  ^romliié 
tout  les  genre»  e^i^ ,  on  aura  bénin  en  tout  de  /u.  —  i  cïasset 
•mbiguSs*  et  qoe  toute  dasse  de  ces  ^stàt%  fjent  êtré  ptodilite  oi^ 

par  la  multiplication  de  la  classe  E,  ou  par  la  composition  d'une 
dane  réduVtante  \(le  cette  presnèie  t>pénition  avec  une  ou  plusieurs 
danet  ambiguës. 

Nous  ajoutons  deux  exemples  qui  serviront  d'éclaircissement  à 
ce  procédé,  mais  nous  ne  pouvons  rien  dire  de  plus  sur  l'usage  de 
cette  construction ,  ni  sur  le»  artifices  au  moyen  desquels  on  peut 
diminuer  le  travail. 

I.   Déterminant  —  i6i, 
Qoâtro  8Qim.  fMiti&i  daot.cbMim  d'Ans  cpialsa  .dasiet. 


(il,  —  a,  iS)=:A.E* 


'  ^a,t 
•1  / 


(V    1,  54)=>E 

(6,  —  1,  27)  = 

(6,         a7)  =  £»,  .  ... 

■    iM',  ^';7i  ^^î^- 

(5,  3,  55)  =  ^.£» 
(  5,  —  :^,  55>  =  jf.£* 


II.   Déterminant  —  546. 


Hnit  génies  positifs;  dans  chacim  d'eux  trois. 


v 


(  a,     o,  273)  =3:  A 

(il,"   a,  5o}  =  ^.£* 
F". 

1  et  5,  8j  A3;  iVy-,  i?i5. 
(  3,     o,  182) 
(,7,     7,  35)=^.fi' 


5  ct  7,8'-         Wj-,  Hx^r 
(10,     2,  55)  =  ^.£ 
(i3,     o,  4a>  =  ^-£' 

5  et  7,  8-,  m  .R'j  .Ni'S, 
(i5,  — 3,  Zi)=:A.E 
(7,      o,  78)=:v^'.iP 


ict  5,  8;7Î3,  A^7  ;  iVi5. 
(  6,     o,  91)  =  A. A 
(«9*     .9»  53)=:^.^.£- 
(»9»"~9'  33)  =3 


i' 


(a5,      n,  -xç))^  A.A' .E 

(14,        o,  26)  =  ./.^.jB» 

(a3,--ii,  39)  =  ^.^:.£».> 

•  :  »  .  i  "..  .  •  #       r.      I.  •• 


.1  II" 


'  •    •  •  i  ft  « 


I. 
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SECTION  SIXIÈME.^ 

Sû8.  N  ou  s  ayons  . ^ëjà  indîqné  en'  difiTérenî. endroits  combien 
l'arithiAétique*  transcendante  peut  èiré  utile  dans  les  autres  par- 
ties des  mathl^miatiques.Mais  nous  ne  crojons  pas  inutile  de  traiter 
à  part  quelqnesiapplications  qui  méritent  d'être  exposées  avec  plus 
de  détail,  non  dans  la  vue  d'épuiser  ce  su^et,  qui  sufUrait  pour 
rempli^ .  plusieurs  volumes^  mais  pouc  i'éciaircij;i  par  .quelques 
eMRiples;  — .  r  *         .'\      ;.•   •  .'     -  -  . 

Dans  cette  Section ,  nous  parlerons  d'abord  de  la  décomposition 
des  fractioiit  en  fractions  plus  simples  j  ensuite»  delà  convenion 
des  firactiont  ocdinaires  en  fractions  décioales*,  nous  eipoieront 
nne  nouv<^  méthode  d'eidasion,  qui  sert  à  la  résohition  de» 
équations  indéterminées  du  second  degré*,  enfin ,  nous  donnerons 
de  nouvelles  méthodes  abrégées,  pour  distinguer  les  nombres  pre- 
'  aûecs  des  nombres  composés»  et  trouver  les  facteurs  de  ces  derniers. 

Dans  la  Section  soifante^^nôus  Titeblirons  k  théorie  générale 
d'une  espace  particnlière  de  fonctions»  qui  s*étend  très-loin  dans 
tonte  l'analjne»  et  qui  est  intimement  liée  à  Taritlimétique  trans- 
cendante j  nous  nous  attacherons  surtout  à  agrandir  la  théorie 
des  sections  du  cercle ,  dont  jusqu'à  présent  on  n'a  connu  que 
les  premiers  éiémens. 

509.  FiLOBiiHB.  Décomposer  ki  fraction  ^,  dont  ic  déno' 
mmateur  n  ett  io  produU  do  deux  nombres  a.  et  b  premiers 
enJtrc  eux  «  en, deux  autres  dont  iee  dinaminateura  soient  a  ^  b. 

Soient  -,  les  fractions  cherchées  j  on  doit  avoir  bx'i-ay:=m; 
donc  X  sera  racine  de  la  congnience  bx^m  (aiod.0)»et  par- 
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conséquent  pent  se  IroBVer  pcr.la  Section  II  :  on  aura  d'ailleurs 

An  leite»  on  aait  qm  la  eongnienoe  hx^m  a  mie  iiifiiiitécle 
lacineSf.mais  tonfet  congrues  suivant  <z,  et  il  peut  arriver  que 
y  acqiiière  une  Valeur  négative.  Il  est  à  peine  nécessaire  de  dire 
que  Ton  peut  ansai  .trouver  y  par  la  coDgruence  o^sj»  (mod*  b)$ 

et  «  par  rëqaatlon  4;aB^^^j^  •   .  •  ^  '   /  ^ 

Par  exemple,  étant  proposée  la  fraction  f|,  4  *era  valeur  do 
i'expiresûon  ff  (mod.7)j  donç  ^  se  décompose  en  ^4-|!^. 

;  5ii».  jSiifoo  fffopoia  une  finotion  ^  dont  le  diénôminatènr  n 

•M^C  le  produit  de'taBtde''ftBtea»  '(a«  h,  e,  d,  tle,  qu'on  ▼oiuba, 
qtûi-  •oient'  pfenûen  entra  ma,  on  pourra,  par  ]e  n*  précédeoty 
la  d^omposer  d'alxHNl  en  deux  fractions  dont  les  dénominateim 
«oient  «'*et  bcd,  etc.,  ensuite  la  dernière  en  deux  dont  les  dé* 
nominateurs  soient  b  et  cd,  etc. ,  et  ainsi  de  suite,  desocfe  ^qoe 
la  fraotloa  proposée  sera  {Dise  sous  la  forme  .       j  ,  . 

41  évident  que  l'on  pourra  toujours  prendre  les  nupnérateuflf 
«,  /S,  y  y  «r>  etç.  positifs  et  plus  petits  que  leurs  dénominateurs 
respectifs,  excepté  le  dernier,  qui  n'est  plus  arbitraire,  lorsque 
les  autres  sont  déterminés,  et  peut  être  négatif  et  plus  grand  que 
son  dénominateur  (si  du  moins  nous  ne  supposons  pas  m<in). 
Alors,  le  plus  souvent,  il  sera  arantagenx  de  mettre  fa  dernière 

fraction  sous  la  forme  ^  +  ^  >  de  manière  que  «  soit  positif  et 

moindre  que  tf,  et  que  k  soit  un  entier. 

Exemple»  La  fraction  dont  le  dénominateur  =  4.5.7.11, 
se  décompose  de  celte  manière  en  i  +  ^i  ^/r  3  —  I?  >  "-f| 
en  y — donc  mettant  7*1  —  1  pour  — il  vient  enfin 

,  ...3ki>  La  ftaotioa^  ne  penft  se  niettiie  qued^unc  uuUmanièn 
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tont  U  forme  etc.qiA>  de  maniète  qne  a,     etc.  trient 

positift  et  moindres  qne  a,  b,  jOo,,  c'etl-Min  ^  li  l'on 
foppoteit 

on  aurait  oéceiMiirement  ar=sa^  0=^^,  efe.  AsaAf»  tint-  qne 
a',  )S',  elc.  seront  positifs  et  plus  petits  que  a,  b,  0,  etc.  En 
effet,  en  myltipliant  par  n=abcd,  etc.,  on  a.  m  =  abcd,  etc», 
^abcd,  etc.  (mod.  a) ,  et  comme  bcd,  etc.  est  premier  avec  a , 
il  s'ensuit  nécessairement  a^a',  et  partant  de  même 

etc.,  et  parconséqnent.  AssA'.  Or  comme  il  est  absolu- 
itaent  arbitraire  par  quel  dédmniiiatenr  commeiioe  le  calenl»  il 
ett  évident  qaetettt  ht  auMécaiitt  pai^t  âtPechetfcMeeowMMa  « 
dani  le  nf  piéeédent,  par  aempb^  10  |Nur'  la  congnience 
fiacd,  etc.  =  m  (mod»  è^f  y  par  la  congrueuce  yabd,  etc.  =  M 
(laod.c),  etc.  La  somme  de  toutes  les  fraclions  ainsi  calculées^ 
tera  égale  à  la  prcptisée,  ou  la  différence  sera  un  nombre  en- 
lier  =A'«  ce  qui  nous  donne  im  mojen  de  confirmer  le  calcul. 

Ainsi  dans  l'exemple  du  n'  précédent ,  les  valeurs  des  ezpresaiona 

ÎIKmod.4),  m  (mod.  S),  Hi  («nod,7)>  W("i«l-»)* 
«lotfneitt  let  numéralenri  i,      1,4$  ^tiî  wpoadent  aux  déno- 
minateurs 4/^1  7,  il  V  ^  l'on  trouve  qne  k  seiume  d»  eeefirao- 
tSont  tnrpaite  d'mie  màifié  la  fiiteiùm  fMpôiée. .  -   >  < 

« 

5ia.  Définition,  Si  I*on  convertit 'nne  fraction  ordinaire  en 
fraction  décimale,  lâ  suite  de  figures  décimales  (*)  (en  excluant 
la  partie  entière,  s'il  y  en  a),  soit  finie,  soit  infinie,  s'appellera 
mantisse  de  la  fraction ,  en  prenant  ici  dans  une  acception  plus 
générale  une  expression  qui  n'était  jusqu'à  présent  usitée  que  pour 
les  logarithmes.  Ainsi,  par  exemple,  la  mantisse  de  la  fraction  1 
ett  12S,  la  mantitte  de  U  iracticm  ^|  est  1875^  celle  delà  frac- 
tion ff  ett  o54o54  &  l'infini. 

Il  suit  de  là  sur-le-champ ,  que  deux  fractions  -,  —  de  même 


(*}  Pour  abréger,  nous  ne  nom  «néton  qu'au  a^^sHns  ditdaiil  Hdgaire, 
qnoiqm  nos  nelMrcliw  poucnt  t'étradre  à  «n  sjnttew  qodoooqin. 


^  kj  .^L.d  by  Google 


ARITHMÉTIQUES.  Jgt 

dénominateur  ODt  det  mantisses  égales  ou  différentes,  suivant  que 
les  numérateurs  m  sont  congrus  ou  incongrus  suivant  n-  Une 
mantisse  Haie  ne  change  pas  lorsqu*on  ajoute  plnsietus  zéros  à 

M  droite.  La  mantisse  de  la  fraction  s'obtient  en  retranchant 
UfBBmi^  Agit  de;U«uiiiti«it  de  Utfiriolkn  §6iiéna»« 

ment,  la  mantisse  de  la  fraction  se  trouve  en  retranchant 
les  f  pmidires  figam  de  la  fllMutîiie  de  k  £ietlon  ^  VÊtmmt* 

fisse  de  la  fraction  i  commence  j^r  nu  chiffre  significalif,  si 

n  <;  lO  on  =  lo;  mais  si  n'^io,  et  que  le  nombre  de  ses  chifFre» 
soit  k,  les  k — i, premières  figures  de  la  mantisse  seront  des  zéros  ^ 

et  la  chiffie  rienificati&  II  suit  de  là  que  si  i  et  ^  ont 

des  mantisses  diflEiSFenfes»  c'ett-i^dire,  si  /  et  m  sont  incongrus 
suivant /z,  ces  mantisses  nts  peuvent  avoir  les^  premiers  cBiffirel 
ëgaiix,  et  qii'eile8.diff&renfr  an  moins  dans  le  A'""', 

3i5.  PaoKBMb  Bê/êM  dotmé  U  dénomèmuatr  ^une  fiae^ 

kon     et       pnndèr€9  jlsure9  de.  ta  mandw,  trouver  le 

numératêitr  mi»  que  nem  supposant  plus  .petit  que  m- 

GmddéroiM  cet  k  'figwres  oeminB  un  nombre  entier)  miilti" 
fUùopioipm  et  difiMOi  lé  fvodnlt  par  vo^>  ei  en  rttrtodiiatfl 
le»  k  prentfMi  figmes;  si  le  qàetieut  est  HUAer,  feA^à^Un,  «1 

les  cfaifiEres  retranchés  sont 'des  zéros,  ce  seUa  éridenraient  le  ntt^ 
mérateur  clierché,  et  la  mantisse  donnée  sera  oempl&te>  sinon 
le  numérateur  cherché  sera  l'entier  immédiatement  plus  grand  i 
ou  oc  quotient  aiif^rocaté  de  l'Hoité,  lorsqn'on  en  ainra  retranché 
la  partie  décimale.  La  raison  de  cette  règle  se  tire  Si  facilement 
des  observations  que  nées  avons  faites  à  la  fin  du  n"  précédent ^ 
qu'il      a  pastaoin  de  plus  grands  déivteppeitieasi 

&Beriiplé,  $i'd'én  sait  que  69  sont  les  deux  premières  €gutet 
de  la  mantisse  de  la  fraction  dont  Ib  ïKhtoiiiittateiir  est  a9»  on  a 
le  prodiiit  :23.69ss:T387V^V6nSblî^aâ(  tès  déax^érnlers  chiffres* 
et  ajoutant  l'nhité'^  'on  triniv^'  i;6^iMnir  le  Anoîërateàr  clierché. 

3 14.  Considérons  d'abord  les  fractions  dont  les  dénominateini 
scNut  des  nofflbies  pfemiers  on  des  puissances  de  nombres  premiers; 
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■opi.&NÉtt  Tofr  «ttoito  eonoMot  on  peut  y  kuMiiir'l»-ini|pM> 
Nom  comoMiMeroi»  par  obMmr  que  U  «aatine  dHne  telle  frac- 
tion      dans  laquelle  nous  supposons  que  le  numérateur  a  ne 

soit  pas  divisible  par  le  nombre  premier  est  toujours  finie 
lorsque  ^  =  2,  ou  =5,  et  qu'elle  est  composée  de  fx.  cbifFres, 
Dans  le  j^mier  cas^  cette  mantisse,  considérée  comme  un  nombre 

entier,  sera  dans  le  second  >  vta.  Cet  TÂtitét  toot  ti.  é?i- 
deotes ^  qu'il  est  inutile  de  ay  aciétar. 

Maïs  «i  p  eit  im  autre,  nombre.  praQier»  u/a  -  m  fera  jamais 

dividble  par  jt ,  quel  que  grand  que  l'on  prenne  r;  d'où  il  suit  que 

la  mantisse  de  la  fraction  Fz=i-^  est  nécessairement  infinie.  Sup- 

poMDtqne  10*  soit  la  pfaia  petite  pniaianoe  de  10  qui  loit  cou- 

groe  à  Vanité^  suivant  le  module  ^  (Y.  Section  ÎH,  o&  nous 

avons  fait  voir  que  e  est  égal  à  —  ï)p^\  ou  à  une  partie 
aliqnote  de  ce  mmibre),  .mi  vmt  fiMÛlement  que  'MVa  est  le  pre- 
mier nombre  de  la  suite  lOa,  looa,  loooa,  etc.  qui  soit  con- 
groavecay  suivant  le  même  module.  Or  commeypar  len*5i3j 

les  mantisses'  des  fractions       i^,  etc.  résultent 

de  celle  de  la  fraction  F  en  supprimant  le  premier  chiffre ,  les 
deux,  trois,  etc.  e  premiers  chiffres,  il  est  évident  que.  dans 
cette  mantisse,  après  les  e  premiers  chiffres,  et  non  auparavant, 
les  mêgies  chiffres  reparaîtront  dans  le  même  ordre.  Ces  e  pre- 
miers clûfires. qui,  répétés  à  1-infini ,  forment  la  mantisse,  penffwnl 
ètrejiommés  période  de  oette  mantisse  ion  de  I*  fraotion  ,  et  îl 
est  dair  que  la  gmndear  de  la  période,  c'est4r-dire  le  nombre 
des  chSffiês  qui  la  composent,  qui  est  =  «  ,  eit  tout-à-fait  indé- 
pendant dn  numérateur  a,  et  que  le  dénominateur  seul  le  détermine. 
Ainsi,  par  exemple,  la  période  de. la  fraction  ii  est  09^  celle 
de  la  fraction  ~  est  428571  (*).  <  . 


(*)  RaherUotk  marque  le  commencement  et  k  fin  de  U  période ,  en  pla^Mt 
OD  pointrar  k  praaiar  «tlidArnivr  dûfra  iTktoiy  «f  dtcujlatàiig fna^ 
PkÛot.tmu,,  lyRO » «n^ Mei «b l'aToas pas jegé aécsis^ 

3i5. 
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SiÇ.'Âlasi»  dès  que  l'oa  eonoAlt  la  pétriode  d'une  fraction,  oa 
peul  obtenir  la  mantine  a^ec  autant  de  figures  qu'on  voudra  ; 

d'ailleurs  il  est  clair  que  si  l'on  a  b=io  a  (mod,  p^) ,  on  ob- 
tient la  période  de  la  fraction       si  (en  supposant^  comme  il 

F 

est  toiqours  permit  ,  que  ^  <  0  }  on  ëcrit  let  h  preniien 
chiffies  de  la  période  de  la  fraction  F  après  les.^^X  q^ 
restent^  et  parconséquent  lorsqu'on  a  la  période  de  la  fraction 
'  onaen  même  temps  celles  de  toutes  les  fractions  dont  les  numéra- 
teurs sont  congrus  aux  nombres  10a,  looa,  loooa,  etc.,  suivant  le 

module  p^.  Ainsi,  par  exemple,  comme  6^3.  to*  (mod.  7),  la 
période  de  la  fraction  9e  trouve  au  moyen  de  la  période  de  la 
fraction  |>  elle  est  65714a* 

Donc  tontes  les  fois  que,  pour  le  module     ,  le  nombre  10  est 
une  racine  primitive  (n<"  5/  et  89},  on  peut,  de  la  période  de  la 

fraction  — ,  déduire  sur-le-champ  la  période  de  toute  antre  finu>« 

tion  ~,  m  n'étant  pas  divisible  par     en  retrancbant  k  gauche 

pour  écrire  à  droite,  autant  de  chifires  qu'il  j  a  d'unités  dans  l'in-  ■ 
diee  du  nombre  m,  to  étant  pris  pour  base.  On  voit  par  là  pour* 
quoi,  dans  la  Table I,  nous  avons  toujours  pm  xo  pour  base» 
quand  la'  efaose  était  possible. 

Mais  quand  lo  n'est  pas  racine  primitive,  on  ne  peut  tirer 
de  la  période  de  la  fraction     que  celles  des  fractions  dont  les 

dénominateurs  sont  congrus,  suivant  p^,  àquelque  puissance  de  lo. 
Soit  10'  la  plus  petite  puissance  de  10  congrue  à  l'unité ,  suivant 

le  raodide  ,  (ainons  (p — \)  p'^'^^z^cf,  et  prenons  (o"  71)  jjour 
base  une  racine  primitive  r  telle  que  y  soit  l'indice  du  nombre  10. 
Dans  ce  système,  les  numérateurs  des  fractions  dont  les  périodes 

l>euyent  se  ti^er  de  la  période  de  la  fraction  ^  ,  auront  pour 
Indieei 

DdJ 
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De  là  même  manière ,  on  peut  déduire  de  la  période^  la  frac- 
tion      celles  des  fractions  dont  les  uumcrateurs  répondent  aux 

indice» 

3/+»*  5/4-1,  eto. 

De  la  période  de  la  fraction  dont  le  nnmérafeor  est  r*  (l'indice 
en  est  2),  on  déduira  celles  des  fractions  dont  les  numérateurv 
Ont  pour  indices 

/rha,  5/H-2,  etc. 

Et  généralement,  de  1^ .période  de  la  fraction  dont  le  minu'rn- 
teur  est  r^,  on  déddîra  ^les  des^fcactions  dont  les  uuiucralcurs 
ont  pour  indices  . 

f+h  etc. 

On  conclura  facilement  ^e  là  que  si  Ton  connaît  seulement  let 
périodes  des  fractions  ^j^,  ont  pour  numérateurs 

on  pent  tirer  tontes  les  antres  par  la  seule  transposition ,  à  l'aidé 
de  la  r^;1e  suivante  :  Soit  i  Tuidice  du  numérateur  m  de  la  frac» 

tion  proposée  ~,  dan»  le  système  où  r  est  pris  pour  base,  nous 

supposons  »<(/>— I ;on  fera,  en  divisant  pary>êBst{^^, 
de  manière  que      /S  soient  des  entiers  positifii,  ou  même  =0» 

et  qn*on  ait  /S  <y;  Cela  posé,  la  période  de  la  fraction  —  naîtra 

de  celle  de  la  fraction  dont  le  numérateur  est  r  (et  partnnt  i, 
c]uand  j0=o)  cm  plaçant  les  a  premiers  chiffres  après  les  autres  (  et 
conservant  parconscquent  cette  période  elle-même ,  quand  a  =  o^. 
Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  voir  pourquoi,  en  formant  la 
Table  I,  nous  avons  saivi  la  règle  exposée  n*  72* 

3i6.  Nous  avons  conslruit,  d'après  ces  principes,  pour  tous  les 

dénominateurs  de  la  forme  au-dessous  de  1000,  une  Table 
des  périodes  nécessaires,  que  nous  donnerons  en  entier,  et  même 
continuée  plus  lojLa  î^.  la  preoùère  occasipu  qui  se  présentera.  Nou» 
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plaçons  ici  la  Table  III,  pour  en  donner  une  idée;  elle  ||p  va 
que  jusqu'à  100,  et  elle  a  à  peine  beeom  d*explieadoD. 

Pour  les  dt^uomiaateurs  à  l'«gard  ^^quels  10  est  racine  pri- 
niitiTe,  elle  donne  les  périodea  des  j^n  lions  dont  1 
Mt  1^  par  exemple  pour  les  ombres  : 

/'  ^7»  ^7»  »9»  35,^^-47,  59,  Ç>\,  97; 
leAutres,  les  f  périodes  qui  répondent  aux  numérateurs 
I  ,  r^Jf,...rf-\  périodes  qui  sont  distinguées  par  les" nombres 
(o),  (1),  (3),  etc.;  on  a  tonjours  pris  la  même  base  que  dans  la 
Table  I.  A  l'aide  de  cette  Table  et  dWce  qui  a  été  enseigné  da  .19 
le  n*  précédent»  on  peut  trouver  la  période  d'one  fraction  quel-' 
conque,  pourvu  que  son  dénominateur  soit  contenu  dans  cette 
Table,  et  que  Ton  ait  calculé  l'indice  du  numérateur  au  moyen 
de  la  Table  I.  Au  reste,  pour  des  dénominateurs  aussi  petits  , 
on  peut  se  passer  de  la  Table  1 ,  en  calculant  par  la  division  aiiih- 
métique  autant  de  cluirtes  de  la  mantisse  cherchée,  qu'il  est  né- 
cessaire, d'après  le  n*  5i5,  pour  la  distinguer  détente  autre da 
même  dénominateur  (  pour  la  Table  III,  il  n'en  &ut  jamais plilt 
^e  deux),  et  en  parcourant  les  différentes  périodes  qui  répondeol 
au  dénominateur  donné,  jusqu'à  ce  que  nous  sojons  poirreniit 
&  ces  chiffres  initiaux,  qui  indiqueront  sûrement  le  coramence- 
nient  de  la  période.  Il  faut  cependant  avertir  que  ces  chiffres  ;  •  /' 
peuvent  être  séparés  de  manière  que  le  premier,  ou  plusieurs,  /  ;  . 
forment  la  Un  de  la  période,  et  i'autre  ou  les  autres  la  com-  •   -  ' 

«lencent.  \_    .  / 

Exemple.  On  demande  la  période  de  la  fraction  J-f  .  La  Table  I 
donne,  pour  la  base  19,  ind.  i9  =  a.ind.3  +  ind. SssSgsS 
(mod.  18)  (u"  57).  Donc ,  comme  dans  ce  cas  il  n'j  a  qu'une  seule 
période  qui  répond  an  numérateur,  il  faut  transporter  à  la  fin 
les  trois  premiers  chiffres,  ce  qui  donne  651578947368431053.  Lee 
deux  premiers  chiffres  63  auraient  fiût  trouver  aussi  £u:iieoient 
le  commencement  de  la  période. - 

Si  l'on  demande  la  période  de  la  fraction  ,  on  trouve  pour 
le  module  55,  ind.  45=2  ind.  S+ind.  5  =  49;  le  nombre  des  pé- 
riodes est  ici,  4=/,  et  l'on  a  49=i2/+ij  donc  il  faut  à  la 
|>éciode  désignée  par  (1)  transposer  les  doiue  premier».  cliiiSkes, 


^  kj  .^L.d  by  Google 


-r 

V 

SijG  RECHERCHES 

et  l'on  tronve  9^gioS66o5fj55  pour  la  période  cbercbée*  Les  chi£&f» 

initiaoz  84  «oi^^  <^*<i$  oe  cas  téparés  dans  la  Table. 

.  Nous  obMfveMMis  encore^  qn'i  l'aide  de  la  Table  TII  en  peut 
-trooven  un  nombre  qui,  ponr  un  module  donné,  contenu  dane 

cette  Table,  dans  la  colonne  d^Aûiominateurs,  réponde  à  un  in- 
dice donné,  ainsi  que  nous  l'avSl^romis  n"  Sij:  il  suit  en  cfTet  de 
ce  que  nous  avons  dit  plus  liant,  que  l'on  peut  Irouver  la  puriode 
d'une  fraction  au  niinit'ralcur  de  lacjuellc  réponde  nu  indice  donné, 
quoique  co  numérateur  soit  inconnu  ;  il  snlfit  de  prendre  de  celte 
période  autant  de  chiffres  initiaux  qu'il  a  de  clilSres  au  déao- 
minatenr,  et  par  le  n*  5i5,  on  trouvera  «  à  l'aide  de  ces  ebiffits, 
le  numérateur,  on  le  nombre  cberébé  qui  répond  i  Hndice 
donné. 

517.  On  pent  par  ce  qiy  précède  trouver  sans  calcul  la  man- 
'tisce  d'une  fraction  quelconque»  dont  le  déoomioatenr- eit  un 
nombre  premier,  ou  une  puissance  d'un  nombre  premier  com- 
pris entre  les  limites  de  la  Table.  Mais,  à  l'aide  des  recherche* 

que  nous  avons  faites  au  commencement  de  cette  Section,  l'usage 
de  celte  Table  devient  bien  plus  étendu,  et  elle  renllrme  môme 
les  fi  aclions  dont  les  dénoniiuateurs  sont  des  piodiiitij  de  nombre» 
jpremiers  ou  de  puissances  de  nombres  premiers.  Kn  effet,  une 
pareille  fiaction  peut  se  décomposer  en  d'autres  dont  les  dénomi* 
natenrs  soient  ces  facteurs,  et  ces  dernières  peuvent  être  conver- 
ties en  fractions  décimales,  avec  tel  degré  d*approiimation  qu'on 
voudra  j  ainsi  il  ne  reste  qi^&  les  réunir  |)ar  l'addition.  H  est  à 
|ieine  nécessaire  d*obierver  que  le  dernier  chiffre  de  la  somme 
pourra  se  trouver  un  peu  p!ns  petit  qu'il  ne  devrait  être-,  mais 
il  est  évident  que  l'erreur  ne  peut  monter  ù  autant  d'unités  qu'il 
y  a  de  fractions  à  ajouter;  ainsi  il  conviendra  de  calculer  ces 
dernières  avec  quelques  iigures  de  plus  qu'on  n'en  veut  avoir  à  la 
fraction  proposée. 

Considérons,  comme  eiemple,  la  fraction 


(•)  Cette  fîraetioo  «rt  one  de  celles  qui  approchent  le  plus  de  la  racine  quanéer 
•ds  aS,  tt  rcMè»  Mt  meiadn  que  Mpt  naitéa  do  TÏugltièmf  ordre  décimal. 
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cfont  le  dénomioateur  est  le  produit  des  nombres  i6,  9.,  5^  49> 
xS,  4j,  59.  On  trouve  par  ce  qui  précède 

ces  fractions  particulières 
I  =0.8 

I  =0,4444444444  4444444444  44 

^;sîîP,44897959>«  5675469387  .75 

^sBO,3846i5584jÇ  if;3846i538  46    '  . 

-  ^8s  0,1489361702  ia765g&744  68 

|^»o,86tS569533  oSSSgSSoSo  84    .  ... 

F  =  4.70585i5233    137 1964 166  17. 

T, 'erreur  p7i  moins  de  cette  somme  ,  comparée  ,  à  la  valeur  exacte  ^ 
pat  moindre  que  cincj  unités  du  viiiE;t-dcuxième  ordre,  donc  les 
vingt  premiers  cliifiieâ  sput  exacts.  Kn  poussant  le  calcul  à  uu 
plus  grand  nombce  de44oiqM(c9^|iuUeud«tdeuidemie»cbiffiesi7', 
ca  trouve  1893956.  An  V^^r  cbacmi  sentira  bien,  même  sant 
4|ne.  BOUS  en  «vertissions,  que  pette  niéthode  de  réduite  les  frac^ 
lions  ordinaires  en  ftaclions  décimakt  >  est  priocipalement  appli« 
^eble  au  cas  où  l'oa  veiit  avoir  un  grand  pombrc  de  chiffres^ 
car,  s'il  snfîit  d'un  petit  nombre,  la  division  ou  les  logarithmes- 
peuveat  être  souveut  emplojré^  avec  autant  d'avantage. 

•  5i8.  Comme  nous  avons  ramené  le><  fractions  dont  le  déno- 
Tninateur  est  composé  de  plusieurs  nombres  premiers  différens  , 
au  cas  où  le  dénominateur  est  un  nombre  premier,  ou  une  puis- 
sance d'un  nombre  premier,  il  ne  cous  reste  (ju  à  ajouter  4uei(}ue 
chose  sur  la  mantisse  de  ces  fractions.  Si  le  dénominateur  ne  rcn- 
ferme  ni  le  &cteur  »  ni  le  facteur  5,  la  nuntisse  sera  encore  com* 
posée  de  périodes,  parceqne,  pour  oe  cas,  on  parvkndn  aussi  it 
un  terme  de  la  suite  10,  iso,  looo,  etc.  qui  soH  oqpgm  &  l'unité, 
suivant  le  dénomioàteur,  et  Teiposant  de  ce  terme,  que  l'on  peut 
déterminer  par  le  n"  ga,  indiquera  la  grandeur  de  la  période,  (pii 
est  indépendante doiiumérateor,  tantqjae laiiraciionestinéduaiibler 


réduites  en  décimales,  donnent 
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'  Maïs  si  le  .cléiiominatRiir  est  de  la  forme  a*5  iV,  N  étant  un 
Dombie  preinic  ^  a^o  lo,  a  et  ^  des  uonibres  qui  ne  peuvent 
Jtre  téro  &-laribi3^^l|^niaiitisie  deviendra  périodique  après  les  et 
on  fi  premiers  chifites ,  suivant  qne  tt  ou  fi  est  le  plus  grand  } 
ces  périodes  seront  composées  d'i^nt  de  chiffres  que  celles  des 
fractions  dont  le  dénominateur  est  iV.  Ceci  se  déduit  Ciicilement 
de  ce  que  la  traction  proposée  peut  se  décomposer  en  deux  autres 

dont  les  déltominateurs  soient  3*5^  et  N,  et  dont  la  première  sera 
interrompue  après  les  et  ou  jS  premiers  chiffres* 

Au  reste,  noiù  pourrions  ajonter  encore  beancotip  d'autres  ob« 
'servations  sur  ce  sufet,  surtout  à  l'égard  des  artifices  au  moyeu 
desquels  on  peut  construire  avec  une  grande  Paciiilé  la  T:<ble  III; 
niaiSf  forcés  d'abréger,  nous  les  omettons  d'autant  plus  volontiers 
qu'une  grande  partie  a  été  publiée  tant  par  Rubertson  que  par 
BèrnoulU  {Noutf,  Mém.  de  VAcad.  de^Berlin  ,  1771). 

519.  Nous  avons  traité  (n*  i/f6)  de  la  possibilité  de  la  congruenco 
x*~yî  (mod.  w),  (|ui  revient  à  l'é(|iiali(in  indéterminée  x*=A-^-my, 
de  manière  à  ce  qu'il  semble  qu'on  ait  rien  à  désirer;  mais  pour 
la  recherche  de  l'inconnue  elieHnême,  nous  avons  déjà  observé 
(n*  i5i)  que  les  méthodes  indirectes  étaient  de  beaucoup  préfé- 
'Tables  aux  méthodes  directes.  Si  m  est  un  nombre  premier»  cas 
auquel  les  autres  seramènmt  facilement,  la  Table  des  indices  I, 
combinée  avec  la  Table  III,  suivant  l'observation  du  n°  3i6, 
peut  être  employée  à  cette  fin  ,  comme  nous  l'avons  fait  voir  plu» 
généralement  (n"  60) -,  mais  celle  méihode  ne  s'étendrait  qu'aux 
nombres  compris  dans  les  Tables  ;  c'est  pourquoi  nous  espérons 
que  la  méthode  suivante,  par  sa  généralité  et  sa  brièveté,  ne 
déplaira  pas  aux  amateurs  de  l'Arithmétique, 

Observons  avant  tout  qu'il  suffît  de  connaître  les  valeurs  de  x 
.qui  sont  positives  et  non  j^u^  grandes  que  ^,  puisque  toute  autre 
Valeur  sera  oongrue  à  Vnne  de  celles-l^,  prise  positivement,  on 
négativement.  Or,  pour  un»  telle- valeuv  de  celle  de  jr  est  né- 
cessairement contenue  entre  lés  limités  et  |w—  Ainsi tiua 
méthode  qui  s'offre  d'cUç-même^  consisterait  à  calculef  U 


ARITHMÉTIQULS. 
Uni  ée  A^mjr     fr^  pour  tontes  le»  valeurs  âey  comprises  entre 
cet  hautes,  et  dont  nous  déaigneront  l'ensemble  par  a,,  en  ne  re 
tenant  que  celles  qui  renaraient  y  nm  quané.  Quand  m  est  petit 
le  nombre  des  essais  est  si  peu  considérable  qu'il  n*e«t  presque  * 
pas  nécessaire  de  chercher  à  l'abréger;  mais  quand  m  est  grand 
on  peut  diminuer  le  trayail  aulint qnW Toudf»,  mtUi  méthode 
d'exclusion  suivante. 


'î^o.  Soit  T^un  nombre  entier  arbitraire  Ct  plus  graftd  que  a- 
soient  au<si  a,  h,  c,  etc.  fons  ses  rési^n^  quadratiques  différens  ! 
o  est-a.dire,  incogn.s  suivant  E,  enlin  a,  ^,  etc.  les  racinft 
des  congruences  •  ' 

A-^my~a,  A+my~b,  A+my-^c,  etc.  (mod.JB),  # 
que  l'on  peut  prendre  toutes  positives  et  plus  petites  que 
l'on  donne  ky  une  valeur  congrue,  suivant  le  module  £,  àl'uu 
des  nombres  a,  fi,  y,  etc.,  la  valeur  de  N=A~\-r7iY  q»î  en 
lésulfera  sera  congrue  à  l^m  des  nombres  a,b,c,  etc.,  et  sera 
pareonsëqnent  oon-résidn  de  E-,  partant  elle  ne  pourra' f ire  «n 
qwarré.  Par  là,  on  peut  donc  rejeter  sur-le-champ,  de  tou» 
les  nombres  inutiles  qui  sont  contenus  sons  les  fermes 
Et^it,,   St+fi,   Et+y^  etc. , 

et  fl  snfiRrad'esMjrer  les  autres,  dont  nous  représenterons  l'en- 
semble  par  s..  Dans  cette  cpération,  nous  pouvons  donner  au 
nombre  E  le  nom  à'mluant. 

En  prenant  pour  excluant  in  antre  nombre  conf«nabIe  on 
trouvera  de  la  même  manière  autant  de  nombres  y ,  etc. 

quil  y  a  de  not.-résidus  différcns,  et  auiqt^ls  ^  ne  peut  ètie 
congru  suivant  le  module  E'.  On  peut  donTenoo»  rei^  de 
tous  les  nombres  compris  sous  les  formes  . 

On  peut  continuer' de  celte  manière  les  eiclusions^îusqu'à ce  ou» 
le  nombre  des  valeurs  «  soit  tellement  diminué,  «'il  ne  paraiMe 
pas  plus  difficile  d-essajer  directement  ceUes  ^ui  restant.  qu« 

d  entreprendre  de  nouvelles  exclusions.  ^ 

Exemple.  Soïi  proposée  l'équation  .x»  =  22  H-Qyyj  Tes  limites 
des  valeurs  é.  jr  sont        .i^^^,^^,  doi^ S«„e1aS 
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xéto  est  iviJeçuiiCflt  iaatile».»  dompreàdi«  tel  nombres  a, 
Poyc  .£sp3«  il  a'/  a  qo-iAi  BOii»réBklii  nssa,  qni  donne  «s  i  ; 
il  fiint  done  excluito  de  *  les  nombres  de  la  îdnàe  St^i,  et  il 
«n  reste  16$  «le  même  pour  £^4»  on  a  ^=2,  Z>=5,  d*bà 
a  =  o,  l^—i'f  on  doit  doac  rejeter  les  nombres  de  la  forme 
«t  4'"h*j  ceux  qui  leslent  fiont  ati  nombre  de  huit:  2,  5 ,  G.  i  r, 
i4>  i5,  18,  25.  Knsuite  pour        5,  on  doit  rejeter  tons  les  nombres 
5/  et  5/-f-5,  et  il  reste  2,  G,  11,  i4-  L'excluant  6  ferait  rejeter 
les  nombres  de  la  forme  Gl-^i,  6/-|-4>  ^^^j^  disparu^ 

«imme  étant  'de  .la  fimne  5i+i.  L*escluant  7  fait  rejeter  les> 
nombres  des  forinfes  7/-|-a  >  ft-^^,  7/+^»     laisse  6»  11»  s4* 
£n  les  subtlitiiant  pour  jr,  ces.  nombres  donnent  F'=s6o4»  io89« 
f^tf,  Taîeurs  dont  lA  seconde  seule  est  un  qnbrré.  Àinsi  J7ssdb  53* 

Puisque  ropéralion  entreprise  avec  l'excluant  E  rejette 
des  Talëncs  de      correspondantes  ans  valeurs  de  jr  oomprises 
dans  dà,  tontes  celles  qui  sont  non-rësidns.  qnadratiques  de  Jf» 
landis  qu'elle  n'atteint  pas  les  résidus  «  00  voit  facilement  que 
l*u8i|ge  des  excluans  E  et  3i?  ne  présente  aucune  difTérence, 
lorsque  B  est  un  nombre  impair,  car  dans  ce  cas  E  et  2E  ont 
les  mêmes  résidus  et  les  mêmes  non-rusidus.  Il  suit  de  là  que  si 
l'on  emploie  successivement  les  nombres  3,  4>  5,  etc.,  les  nombres 
impaireraent  pairs,  tels  que  6,  10,  14,  etc.  doivent  être  négligés 
comme  snperflus.  Il  est  encore  évident  que  la*  double  opé* 
ration  entreprise  avec  les  exclnan»  JE  et  £^  refette  les  valenri 
de  N,x^  son$  «snHrésidm  des  deux  exduans  e«  ê»  ÏHm  é*wt 
sealê|aea^«  4^aiile «que:  celles  qui  sont  résidus  de  l'un  et  de  Tantrë 
restant. -seules.  (Or  -eoqune  dans  le  cas  o&  £  et  £^  sont  premiers 
entre  e^,  V>US  les  nombres  rejetés  sont  non-résidus  de  EK',  et 
tous  les  nombres  conservés  en  sont  résidus;  il  est  clair  que  l'usage 
de  l'excluant  EE'  est  le  même  que  celui  des  deux  efcluans£  et  , 
et  que  parconséquent  il  est  superflu.  On  peut  donc  passer  tous  lef 
excluahs  qui  peuvent  se  décomposer  en  deux  facteurs  premiers 
entre  eux,  fet  jparôonséçiuent  ri*empIojer  que  ceux  qui  sont  des 
nombre»  l^éMii^rs,  iion.àiviseurSde  m,  ou  des  puissances  de  nombres 

premiers.  Enliu ,  après  avoir  employé  Texcluant  jf^ ,  p  étant  un 

noml>re.pmmîer« l'empb)!  de  iTexpluautT?  ou/?',  tétant  </A,de* 

vie  n 
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Tient  superfli]  ;  car  p   ne  conservant  des  valeurs  de  V  qne  cellet 

qui  sont  ses  propres  résidus,  on  est  sur,  à  plus  forte  railbâf  qn'il* 
ne  restera  plus  de  non-résidus  de      ni  d'aucune  autre  pnitsance' 

moindre  que/»  •  MaUsi^im/»  a  été  employé  avant  p  y  ce  der- 
nier ne  peut  r^eter  que  les  valeurs  de  V  qui  aéraient  réaidnt 

de  p  et  non -résidas  de  p"*^  donc  il  .tnffiraljl  de  prendre  pont 
a,  b,  c,  etc.  ees  non-résidns-  de  f/^, 

.  Saa.  Le  calcul  des  nombres  ai,  j^,  y,  etc.  qui  répondent  à  un 
Cscluant  quelconque  donné  s'abrège  beaucoup  par  les  obser- 
yations  suivantes.  Soient  M,  N,  etc.  les  racines  des  con- 
gpnenoes  my^a,  my^b,  my=c,  etpi  (mod.  £),  et  k  la  racine 
de  la  congruenee  mjr s— on  anra  «tslf-f-À,  /Ss^Ar^-A, 
ysBP~^k,  etc.  S*il  fidlait  efl^ctivement  tnmw  M,  N,  Pi  etbi 
paT'la  résoltttioift  de  ces  «ongimenceSj  ce  procédé  ne  serait  pae 
plus  abrégé  que  celui  que  nous  avons  indiqué  plus  haut;  mais 
cela  n'est  point  nécessaire.  En  effet,  si  d'abord  £  est  un  nombcè 
premier  ,  et  que  m  soit  résidu  quadratique  de  E,  il  est  clair ,  par 
le  n'  98,  que  M,  N,  P ,  etc.,  qui  sont  les  valeurs  des  expres- 

^  m*  m'  ®^^*         ^*       lesnoo^résidus  différent  de 
et  parconséquent  coïncident  aveo  y,  ete.»  abstraction  faitë 

de  l'ordre,  qui  n'est  ici  d'aucune  importance;  mais  si,  dans  U 
même  hypothèse ,  m  estnon-résidu  de  E,  les  nombres  Af,  N,  P,  eto« 
coïncideront  avec  les  résidus  quadratiques  de  £ ,  zéro  eioepté* 

Si  E  est  le  quarré  d*un  nombre  premier  impair  ssjp*,  et  que  ^ 
ait  déjà  été  employé  comme  excluant ,  il  suffit ,  par  le  n»  précédent^ 
de  prendre  pour  a,  b,  c,  etc.  les  non-résidus  de  p*  qui  sont  ré- 
sidus de  p»  c'est-à-dire,  les  nombres      :xp,  ^p,  (^p^x)p  , 

(ou  tons  les  nombres  au-dessous  de  ^*  qui  sont  divisibles  par  p, 
ytto  eicepté)  ;  on  voit  par-là  qu'on  doit  trouver  pour  M,N,Py  etc. 
«bsolnment  les  mêmes  aomlniM,  disposés  senlement.ihme  autre 
manière.  De  même,  sl  après  l'emploi  des  esoïuans  et  p*,  oa 
f^t  £=;7S  il  suffira  de  prendre  polir  i^;  e/ etc.  les  ptodnifi 
de  cliaque  non^résidu  de  p  par 7»*,  et  de  là  on  tirera  pour 
^#  ^  *  ^9  le»  nlmet  oMiibr^i  ou  les  produits  de  jf. 
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l»ir  ehacim  des  lésidiii'dé     tèto  acepté,  soiTant  que  m  est 

sidu  ou  npji-réttdu  de  C&i^iralemeBt,  tl  Ytm  priend  JEs=/ , 
toutes  les  paimnce»  infiSrienies  ^e  p  «jant  été  employas,  on 

tEOUvera  pour  N>  P»  etc.  les  produits  de  p^~\  par  tous, 
les  nombres  mpiodfes  que  /?,  zéro  tpujours  excepté,  quand esl 
pair,  ou  partout  les  non-résidus  dé moindres  que  quand 
/ft  «it'fmpeW  et' mi^ï  ou'par  teus  tes  résidus,  quand  mATjp*  ' 

Si  £=4  et  partant  a=2,  è  =  5,  on  a  pour  ilf  et  iV,  a  et  5 
ou  3  et  I ,  suivant  que  172=  i  ow  pe5  (mod.  4)«  i>i  apr^»  avo« 
emplojé  4,  on  fait  E^^,  on  a  asdsS;  donc  M  est  5,7,  i,S, 

•  suivant  que  5,  5,  7  (raod.  8),  Généralement,  si  £=a1, 

les  puissances  inférieures  étant  déjà  employées,  on  doit  poser 

iaii/*""*,  ^= 5 .  a'*""^,  quand  est  pair,  d'où  il  résulte  M=at'~'^ , 

KssS.^^  on  ^^"^9  WBkrmA  que  msi  «m        mais  quand 

est  impair,  on  doit  poser  a==5.2'**^,  d'oà il yient  Jf  égal  aiî  . 

produit  de  aT'^  far  5 ,  7>  i  on ^,  juivant  que  m^i,  5,  5  ou  7 

(mod.  8J*  ' 

1  Au  lesle»  les  înstroîfs  troufwont  facilement  la  manière 
d^.refeter  méianiqiHmnt  les  valeurs  inutiles  de  y,  après  qu'on 
atw»  calculé  les  valeurs  de  *,  /3,  >,  etc.  pour  tant  d'excluans 
qu'il  paraîtra  nécessaire  j  mais  nous  ne  pouvons  nous  y  arrêter, 
ni. aux  autres  artifices  par  lesquels  on  peut  abréger  le  travail. 

3a3.  Toutes  les  représentations  d'un  nombre  donné  A  par  la 
forme  binage  mx'-;^ny%  où  les  solutipps  de  l'équa^ipa.  iadér 
.terminée  mx^-i-nys^A^  peuyqpt  ^tfe  trouvées  parla  m^ode 
expoûde  Section  V,  qui  *ei)aWe  mt^m  li^W  ^  deiîa^'  du,  côté 
■delà  bri<^e^,,  4  Iw.diflRSïpHes  ^.ajeurs  4ç  l-èîqïressiou 

V— jw»,  9my^%  V^mM^  4  vfSennt  -4dfrtfé  pactes  diff^. 
ifSiS  ilfitenrf  quftt^  1^  nous  allons  donner  ici  ,  pour  le  cas 
^  «l^.esVpçaitif,  une  solution  beaucoup  plus  abrégée  que  la 
^solution  directe,,  lorsqu'il  faut  pour  cette  dernière  calculer  les 
valeurs  dpnt  nopa  ivcnpps  <le  parler.  Nous  supposerons  que  Je? 
.|^onM>|«s  m,  /Jr  ^.  soifWt.pwji^l  qt^^!fùps,^  et^tsG  eux,  çvceque 
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les  autres  cas  se  ramènent  facilement  à  celui-là.  Il  suffit  eilébi'ë 
évidemment  de  trouver  les  valeurs  positives  de  j*,  y ,  ptiisqué  let 
autres  s'en  déduiseat  par  un  simple  changement  de  signe. 

H  est  clair  qne  «  doit  être  tel  que  ±=^,  qne  nous  daigne- 
rons par  y,  fbit  positif,  entier  et  qu^rré.  Là  jwimftre  condition 
exige  que  xne  soit  pas  plus  grand  que  j/^i  la  seconde  a  lieu 
par  elle-même  quand  /z=i,  autrement  elle  exigé  qné  ia  raledr 
de  l>zpreMtoii  ^  (iiiod.«}ioitrésidiiqnadiallqiie^de  A,  et  <fu*eb 
désignant  leé  dlveÀe^  iraient  dé  l'etpressîon  (  mod.  «  ) 

par  dsr,         etc.,  x  soit  compris  sous  une  des  formes: 

nl-jrr,  nt^r,  nt-i-r,  w/— etc. 
Ainsi,  a  serait  très-simple  de  subslituer  à  la  place.d*  «lontféf 
nombraade  cea  fimeiet  noindcet  wuAtm  doiil 

no?»  refxésenterpm  ItenaernUe  par  a»r  et  de  m  lefeiilr  que  ceux 
qui  rendraient  V  un  qusrré.  Noue  alW  dcoiittdaM.  WwfimÀ' 
Tant  le  mojren  d'abréger  le  nombre  de  cet  essais  autant  que  iVin 
▼ondra.  ^  • 

5a4.  La  méthode  d'exclusion  k  l*aide  de  ^quelle  nous  j  par- 
viendrons,  consiste,' i»nnib  la  p^di^ie*,  t  (Wètfdni  à  volonté 
plusieùrs  nombret,.  neni  appeMéromi  encore  ureiutàw,  & 
chercher  quelles  sont  les  vaibnds  sb  £  pour  lëfqnéllw  K  éêHoàt 

non-résidu  quadratique  de  ces  excluans,  et  à  rejeter  de  «•  ces  va^ 
leurs  de  x.  On  verra  absolument  de  la  même  manière  qii'aa 
n«  3ai ,  que  Ton  ne  doit  empîojjrer  pour  excluans  que  des  nombres 
'FteaieKiOil  des  pirîssanctfs  de  nombres  pfertiiers,  et  c|.ic,  pour  un 
,CXdnaaft,da  dernier  genre,  il  n'y  a  plbs  à  rcjeicr  des  valeurade 
que  les  noq-résidns  qui  sOat  réssdMedtf  tootet;!es.|faisii»m'eRiiii«- 
neures  du  même  nombre  premier»  A  toutete  oa  a  déj*  cm- 
plcfjré  ce*  dill^Eentet  puissances.  7. 

Soit  donc  l'excluant  (|S  ^vii  ôSe>:  i)7  cS  ^ 

■0  nombre  premier  qui  n»  dîiii.  paa  »,  et  supposons  que  /  léît 
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4o4  HECnEKCHES 
la  plus  haute  puissance  de  p  qui  puisse  diviser  n  (*).  Soient  a  ^ 
bi  c,  etc.  les  non-résidus  quadratiques  de  iù  (tous,  quand /4.=i , 
mais  ceux  seulement  qui  aonft  lêédm  det  iniissaiioei  InfiSiienreir 
qoand  At->  i).  On  eheEchera  les  radnet  dès  coogruenoet 

mz^À'o-na^.mz^Ar^b,  mz^A-^nc,  etc.  (mod.i5/;'=/*"^'), 
qwi  muf»  désigmovcnn  par     ^»     etc.}  et  l'on  voit  facilement 

ipui  ti,  pour  mie.  yaleur  de  «  on  a  (nod.  £^)ylaTaleiir 
conespondaiice  de  ^aera  s0  (mod*  E),  c'ett-i-dire,  nomrésida 
de  JP»  et  de  même  pour  fi,  y,  etc.  On  voit  aussi  facilement,  que 
ti  une  yakur  de  ae  rend  V^a  (mod.  £),  la  mâme  Talenr  rendra 

afSA  (mod.  Ep  ),  et  que  paiconiéqnent  tontes  les  yaljnn»  de 
pour  lealiudlet  «•  n'est  congru  à  aucun  des  nombres    fi,  ete.« 

suivant  le  module  Ep,  produisent  des  Tslenis  de  V  qui  ne  sont 
congrues  à  aucun  des  nombres  a,  h,  c,  etc«j  suivant  le  module  £• 
Cela  posé,  en  choisira  parmi  les'nbmlnes     fi  t'y»  eto.  tons  ceux 

qui  sont  résidus  quadratiques  de  Ep ,  etlesnommant^,^',  g\  etc« 
mL  ealêniera'  les  ▼àleors  des  expressions  Vg,  Vi»  Vi$  «to. 

(mod.  Ep^,  que  nous  désignerons  par  h,  h',  h',  etc.  U  est  évi-» 
dent  que  l'on  peut  rejeter  de  •  toutes  les  fimnes 

;    '  }^  .  \,  j^'tdBh,  Effi^tl^  Sptsth',  etc., 
et.qn'imemie  des  Talews  de  oc  qui  resteront  ne  peuvent  lépondre 
::4  rm-  Tsleur  de  F  qui  soit  de  la  forme 

Eu-^a,  Eu-^b,  Eu-^o,  etc. 

Àu  reste  il  est  manifeste  qu'aucnne  valenr  de  ao  ne  p«^  donner 
dé  telles  valeurs  de  f^,  quand  aucun  dei  nombcet  «#  jfi»  y»  ete* 

n'est  résida  quadratique  de  et  que,  dans  ce  cas,  le  nombre  ^ 
ne  peut  pas  être  employé  comme  excluant. 

On  peut  employer  ainsi  autant  d'ezcluans  qu'on  Tondra,  etpar* 
conséquent  diminuer  à  volonté  le  nombre  des  valeurs  de  «  àess^eir* 

 — — — — *— 

i*)  Pour  abHg^,sottstnit«tMft-foUl0CMoAnertdiTii^ 
il  aa  Vcst  pas  S  dsw  k  sseond,  on  doit  fiin  r  a  Oi  ' 
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Eiamînons  maintenant  si  l'on  ne  ponrrait  pas  employer  comme 
czcluans  des  nombres  premiers  diviseurs  de  m,  et  des  puissances 

de  ces  nombnt.  Soit  B  la  valeur  de  l'expression  ^(mod.  m)  $  il 

est  dair  que  ,  l'on  a  ioejonis  ^si?  (inod.m)i  qndiine  valent 
qae.l'on  prenne  pour  x,^  que  parconséquent  ponr  que  l'équa-^ 
tlon  proposée  soit  possible,  il  est  nécessaire  que  B  soit  résidu, 
quadratique  de  m.  Ainsi,  p  désignant  nn  diviseur  quelconque 
premier  impair  de  m,  qui,  par  hypothèse,  ne  doit  diviser  ni«," 
ni  A ,  ni  parconséquent  ByV  sera  résidu  de  p  pour  une  valeur 
quelconque  de  :r,  et  partant»  p  ni  ses  puissances  ne  peuvent  être 
pris  ponr  excluans. 

Par  une  raison  semblable,  quand  m  est  divisible  par  8,  il  est 
nécessaire  que  l'on  ait  B  =  i  (mod.8),  pour  que  l'équation  pro- 
posée soit  possible;  donc  pour  une  valeur  quelconque  de  x,  on 
aura  i  (mod.  8),  et  partant^  les  puissances  de  a  ne  peuvent 
servir  d'ensluans. 

Quand  m  est  divisible  par  4  et  non  par  8,  on  doit  par  la  même 
raison  avoir  J9^i  (mod.  4)>  et  parconséquent  la  valeur  de  l'ex- 
pression 4  (mod.  8)  est  i  ou  5>  désignons-la  par  C.  Il  est  facile 

de  voir  que,  pour  une  valent  paire  de  x  on  a  V=C ^  et  V—C-^-^ 
(inod.8)  pour  ime  valeur  impaire;  d'où  il  suit  que  l'on  doit  re- 
ieter  les  valeurs  paires  quand  Cs5«  et  les  valeurs,  impaires 
quand  C  =  i.  ■       ..  t 

Enfin^  quand  m  est  divisible  par  a  et  non  par  4»  loit  encore 
Cla  valenr  de  l'expression^ (mod. 8) ^  qni  sera     S«  5  on  7«  et 

D  la  valeur  de  l'expression  ^  (mod.  4)^  qui  sera  i  ou  3.  Comme 

la  valeur  de  K  est  toujours  =C — nDx*  (mod.8),  et  partant 
SC,  si  X  est  pair,  et  ~C  —  2Z?,  si  x  est  impair;  il  est  clair 
qu'on  doit  rejeter  toutes  les  valeurs  impaires  de  x ,  lorsque  C=i  j 
toutes  les  valeurs  paires,  quand  CssS  et  Dsa\,  et  quand  Cs=7 
et  Des 5,  et  que  les  valeun  conservées  donnent  tontes  V^i 
(mod.  8) ,  c'est-à-dire,  V  résidu  de  tonte  puissance  de  a.  Quant 
aux  anires  eas>  savoiri  longue  Css5  on  5  et  DssS,  Ici^ue 
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C=7  ef  list,  on  trouve  K=3,  5  ou  7  (iiioâ.9},  soit  que 
m  toit  pair,  soit  qu*il  loit  impair,  d'où  il  résulte  Àridemnieiit 
^pie»  dcBSces  eas^J'éqnatioD  proposée  n'adinet  aneune  solution. 

An  reste*. eommp  après  les  ohangemens  convenables,  on  peut 
fAiercher  la  ▼âleur  de  y»  de  la  même  manière  qoe'  nous  avons 
cherché  eelle  de  «,  on  peut  appliquer  de  deux  nkanièret  la  iné« 
thode  dfeselusion  au  problème  proposé  (excepté  dans  le  cas  o& 

m=:/z=0»  ^^^^  préférer  celle  ponr  laquelle  »  contient  un 
ihoindre  nombre  de  tefknes^  circonstance  dont  on  peut  ftcUement 

juger  à  priori*  ... 

Enfin,  il  est  i  peine  nécessaire  d'observer,  que  si  après  quelques 
exclusions,  tous  les  nombres  de  a  disparaissent^  oneadoitCOB" 
elure  que  l'équation  proposée  est  impossibie* 

925*  Exemple*  Soit  i'équafîon 

Sx*  H-        ss  10857563, 

que  nous  lésondcont  de  deux  manièfes,  en  cbenshant  d'abord  les 
valenrs  de     et  ensuite  celles  de 

-  sV  La  limite  des  Talenrs  de  «est*  dans  ce  €asrV(S6i9iiO"f-IV 

qui  tombe  entre  1909-  et  içoS  i  la  valeur  de  l'expression  (mod.  4^5) 
ètt  554*  et  les  valeurs  de*  l'expression     354  (mod.  455)  sont 

d=ôa,  =bi53,  =bi73,  dsaïaj 
d'où  il  lésnlto  que  si  contient  les  trente-tsols  nombres  solvant:  • 

83,  iSa,  175,  ai  a,  a4S,  a8a,  So5,  $75,  557,  607,  6a8,  667, 

698,  757,  758,  828,  99a,  io6a,  io85,  1132,  ii53,  tiga, 
iai5,  1283,  i447#  >5i7»  i538,  ^^T»  1608^  ^^1»  i668« 
1758,  190a. 

Le  nombrà  5  n^  peut  être  emplofé  ici  comme  exelnant,  pane- 

qu*il  divise  m. 

Pour  l'excluant  4»  on  aa=sa,  AsssS»  d'o&  «s=0,  /S=3,^so; 
les  valeurs  de  }/g  (mod.  4)  sont  o  et  a-,  il  suit  de  là  quêtons 
les  nombres  des  formes  4^  et  4^+^  >  c'est-à-dire,  tous  les  nombres 
pairs,  doivent  être  rejetés.  Désignons  par    les  seize  qui  restent. 

Fénr  JEss5«  les  vacines  des  coognienoes  aiss^— ais. 
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mz^A^^  i^ood.  a5)  sont  9  el  a4,  qui  sont  foiiléi  àém  tééànn 
de  ^5;  les  valeurs  des  csiprefiloDS  \/g  et  y^a^  (mod.  a^ioot 
dc5  et  ttj  ;  ainsi  rejetant  les  nombies  des  focines  i5lzt5/a5iià:j, 
ceux  qai  restent  sont  «n  nombre  de  dix: 
173,373,537,667,737,  108S, i3i3«  laSS^  i5i7^  i577...,.(«*),  - 
Pour  £3=7,  les  racine»  des  ooagraencef 

mz^A — 3/2,   mz'^A — 5/i,    mz~A — 6/*  (mod.49) 

sont  32,  39,  18,  qui  sont  toutes  résidus  de  49>  les  valeurs  des 
expressions  t/32,  \/39,  (mod.  49)  sont d=9,  dsaS,  :i=i9i 
en  rejetant  de  0»'  les  nombres  de  la  forme 

49<±9,.  ^Qrdfcigu  49rçl=a3, 

<  il  reste  les  cinq  suivams: 

5S7  «  737/ io85,  j^i5 jr  x5j7*  (0« 

Poqr  f =b3»  on  «  as^>  d'où  «ss^  qui  est  non-réiida  de  8; 
ainsi  l'excluant  8  ne  peut  être  emplojé.  Le  noiiil>re9  doitètse 
fiasié^  tpar  la  même  raison  qne  le  nombre  5. 

Pônr  £='x I , les nombies  a,  b^eic  font  »^  0,  j,  B,  tù^9^ 
yaso',  donc  les  nombres  ci,  /9,  etc.  sont  8,  io,5,  o^  i,  parmi 
lesquels  o,  1  et  5  sont  seuls  rc^sidus  de  11;  de  là  on  COlldut(|lie 
l'on  doit  rejeter  de  a»*  les  nombres  de  la  foijme 

n  reste  SSy,  io8S«  en  estajant^ei  neMbrèSiilidonBeirt 
fws  J^.  les  valeas 

aigÇif   16139,  141619 

donUè  second  et  le  troîsiimé  sênls  sont  des  quanr^  Donc  l!dqna« 
ûim  proposée  admet  denx  solvttons  par  des  Talcnrs  posi^res  de  4^  ^* 

.    .  «S51085,  j^=t37-,   ar=iai5,  ^=3=119. 

3*.  Si  l'on  veut  chercher  par  exclusion  Tantre  inconnue  de 
cette  équation»  on  la  mettra  sous  la  ibrme 

455j:'4-3^*==io85736^,i    :  •.. 

en  échangeant  »  et  y,  afin  de  conserver  k  BMaUoO'  ^àm 

n«  3a3,  3a4,     ,   .  .  .  •  •     .    ,  .... 
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1  "Là  llmlfè  des  Ttleors  de  x  tombe  ici  eotM  i54  fl<  i55;  la  ti^ 

leur  de  l'expression^  (mod.  n)  est  i ,  et  les  Taleurs  de  t/i  (mod.S) 

sont  I  et  — i;  donc  «  contient  tous  les  nombres  des  formes  3/-f-i 
et  5/ — I,  c'est-à-dire  tous  les  nombres  non-divisibles  par  5, 
fusqu'à  l54  exclusivement;  il  y  en  a  cent  trois.  En  appli4uaut: 
\n  règles  données  précédemment ,  on  trouve  que 


pour  les  excluans  1 

on  doit  rejeter  les  nombres  de  la  forme 

S 

4 

4/>  4^+?»  c'est-à-dire  les  nombres  pairs^ 

9 

i^idczi,  a7/dzio 

«7 

i7l=b5^  xftdt^  I7<idb5,  17^:^=7 

«9 

igrrfea^            igfdsS,  igfdzg  ' 

a5 

jSidsS,  25^:^7,  aS/dsQ,  aS/d:tô; 

ApiSi  «Toir  effaeé  ooidiffibeni  nonibres,  iliette- 119,  la/^  iS/, 
dontleedeos  premien  teols  rendent  f^im  quané^  et  donnent  Îbs 
nloiet  iolutioni  qœ  U  pcemièfe  méthode* 


536.  La  méiliode  précédente  eit  déjà  li  expédiUve  en  elle» 
mime,  qn*dle  laine  à  peine  quelque  chose  à  désirer^  cependant 
elle  peut  encore  être  beaucoup  abrégée  par  un  grand  nombre 
d'artifices ,  sur  lesquels  nous  ne  pouvons  nôns  arrêter  que  légè- 
rement. Ainsi  nous  réduirons  nos  recherches  au  cas  où  l'excluant 
est  un  nombre  premier  impair  qui  ne  divise  pas  A  ,  ou  une 
puissance  d'un  tel  nombre,  d'autant  plus  que  les  autres  cas 
peuvent  le  ramener  à  celui-ci,  ou  être  traités  d'une  manière 
analogue.  ,  • 

Supposons  d'abord  que  l'excluant  E=sp  soit  nn  nombre  pramier 
qui  ne  divise  ni  iVf  ni  fs»  et  repiétentooi  par  k,  P«  ete* 

kl  valenri  des  eipreisioni 

-S'  (mod.;,)., 
Tfi        M        m  n» 

respectivement:  lesT  nombres  »,  fi,       etc*  se  trouveront  par 

lea  oongrueoces  ' 

«sA:4-Af,  /3=À-i-iV,  ymk±Pf  {wà.p). 
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Or  les  nombres  M,  P,  etc.  peuvent  être  déterminés  par  un 
artifice  absolument  semblable  à  celui  dont  nous  nous  sommes 
servis  au  n*  Saa,  sans  résoudre  les  congruences,  et  ils  coïnci- 
deront, soit  avec  tous  les  non-résidus,  soit  avec  les  résidus  de  p 

(aéro  excepté) j  suivant  que  la  valeur  de  l'eiçpression  -r^(mod./j)i^ 

on»  ce  qui  revient  au  même,  suivant  que  le  nombre  — mn  est 
résidu  ou  non-résidu  de  p.  Ainsi,  dans  l'exemple  a  du  n*  précé- 
dent, pour  £=17,  on  a  k=j;  — mnz=  —  i565~i3  est  non- 
résidu  de  17;  donc  les  nombres  M,  N,  etc.  sont  1,  a, 
9,  i3  ,  i5,  16,  et  partant,  lesnomlwat  a,  j9  y  etc>&ont8,  9,  xi, 
i5j  16,  S,  5,  6.  Parmi  cet  denisis,  8,  9,  i5  et  16  loatiéii* 
ém,  d*où  l'on  tire  :àih,  H,  etc.  sssb5»  5,  ^,  4» 

Gem  qal  anmif  fiéqaeniiBent  occatioD  de  réioiidre  ce  problème» 
gagneront  beaucoup  à  calculer  pour  plusienrs  nombres  premien 
les  valeurs  de  h,  h 9  etc.  correspondantes  ans  différentes  valeurs 

deA  (i,  a.  S....;?— i),  dans  la  double  supposition  où —mis 
est  résidu ,  et  où  il  est  non-résidu  de  p.  Au  reste ,  nous  observe- 
rons encore  qu'il  y  a  toujours  '  {p — 1)  nombres  h,  — h,  h',  etc. 
quand  k  et  — mn  sont  tous  deux  résidus,  ou  tous  deux  non-résidus 
de  /?•,  —  5),  quand  le  premier  est  résidu  et  le  second  non- 
lésiduj  tC/'+O*  quand  le  premier  est  non-résidu  et  le  second 
résidu.  Mais,  pour  Mbm-  la  pralizité»  noop  supprimons  la  dé« 
Oionstration  de  ce  théorjbme.   

Quant  à  ce  qui  regarde  les  cas  où  E  est  un  nombre  premier 
qui  divise  n,  ou  une  puissance  d*un  nombre  premier  impair  qui 
divise  ou  ne  divise  pas  n,  nous  allons  voir  quils  peuvent  être 
eaipIoTés  d'une  manière  encona  pins  expéditive.  Nous  traiteront 
tous  ces  cas  ensemble,  et  conservant  la  notetion  du  n*  S34,  nous 

feront  nzsstlfp  ,  Àaotto  que     ne  soii  plus  divisible  par  p.  Les 

nombres  a,  b,  c,  etc.  seront  les  produits  du  nombre  p'^  '  par 
tous  les  nombres  moindres  que  p,  zéro  excepté,  et  par  tous  les 
non-résidns  de  p  plus  petits  que  p,  suivant  que  fA  est  pair  on 

impair-,  exprimons  les  indéfiniment  par  up'^~\  Soit  k  une  va- 
leur de  l'expression  d  (q^^,  p^"^'),  U  ne  sera  pas  divisible  par  p, 

Fff 


Digitized  by  Google 


4té  RECHERCHES 

p«iîfqii0  'iét  Ht  l'est  pas;  on  oiiCr»  U  ett  citirqnt  »,  fi,  y,eic, 

tant  congrus  à  k  suivant  le  module  p,  et  que  partant  n'ex- 
clut aucun   des  nombres  a,  si  kNp-j  mais  si  kRp  et  partant 

kBp^^' ,  «oit  a  )a  valeur  de  l'eipression  \/A  (mod.  )  ,  qui 
ne  sera  pas  divisible  pat  p ,  tt  e       valeur  de  l'expression 

^  («wkI.  i?)  on  ;  wU,  9k^r»'^:»ârap'  (  tt^od.  ^'^') ,  d*aà 
Pon  deadat  fidleiBeiil  qw  •  eit  tésidn  de  /Z*"*^,  et  que  les  ra- 

leurs  de  l'expression  v^<x  (mod.;?  )  sont  =b(r-4-cfl;7  );  donc  tous 
les  nombres  /z,  /^'^  /i%  etc. .seront  exprîo^s  par,  la.  formule 

.  n  Mt         de  côneliiBe  de  là  qo»  let  «bnBies  h,  k,  ft^ele. 

te  composent  de  r  ajoatf  eut  j^oduiti  da  nombre  p^'^*  par  font 
les  Dombies  av-dettotis  .4e  p,  téro  éïït^ijfii,  qtiaâ  p.  est  pair^ 
on  partons  les  non-ré^idus  de  .quand/f  etljaipalr  etque.0i^^ 
ou^  ce  qui  est' la  m^oie  cbose,  que  — «^i^^l^i  ou  par  tons  les 
résidus  de  p,  quand  fib  est  impair  «  et  que  r^amm'Np, 

•  '  .  -  '  • 

•  AaMlef  à  ineinre  qui  l'os  aura  ffeavd  las  Bombras  A»  A'*  ^>  ate/ 
ponr  chacun  des  eaclnans.  qœ  l'on  vendra  emplojsr»  on  poumn 
exécuter  Texolusion  par  dc^  .opérerons  wéoaoiques,  qu'on  découv 
▼rira  facilement  de  soi-mêoie,  a?ec.uii;  {Mfè  d'habitnde»  ai  ion  !• 
trouve  ayantasenz.  .  . 

(*)  On  a 

mkmiAi  m*.^A—na,  r'mfi  (mod.  p'''^')  et  d'aillecirs  na=:nup^'*'^~'; 

oB  ea  déduit  nir-le-chimp ,  par  les  deux  preœièrea  congruences,  mk'-m*mna\ 
moltipliant  la  troisième  par  m,    qui  u'çst  pas  divisible  p*x  p,  on  obtieat 

Tni*-^m*mna  (mod. /j'"'*^')  ;   or  en  prenant   on  nombre  «  tel  qu'on  ait 

sunerm~-i^  (mod.  en  réralte  naas— amerw//*"**  '  (iwA Jt/*^* )  ,  •  et 
partant  on  lire  teâolwiit  d»  là  ét  40  h  amgpMBCe  pfMdoSs»  apte  Wofr 

divisé  par  m,  «wr'-f  a^r^p^"*^"'  (mod.7/*  *)r  «»  «"S» 

(iYo(«(^  traducteur.) 
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:  lîousdevaos  obieiTcr  enfin  que  toute  équation  aj;*-f'33jr)^4~0"=^> 
dâm  hqûelW  ^—«0  «M  w6§ÊtàS  H  =— >ll ,  peut  ètrc  faeilement 
raflMiiée  à  la  Satmù  qua  noiit  âvmit  «MNitidérée  daM  oe  qui  pr<^ 
Mm,  DéeigMt  «n  efibc  par  m  fe  plui  pêoà  ««MiMniiii  diviBeis 
dm.  muÊabim  »  et  6,  M  pOMoa 

11  en  résulte  réqnatUm  ny'r=:a'M,  des  solutions  desquelles 

on  ne  doit  conserver  que  celles  dans  lesquelles  — b'y  estdivi* 
libie  par  a',  ou  qui  donnent  des  valeurs  entières  de 

527.  La  solution  directe  de  l'équation  ax*-\^2b3gy^cy*:ssMt 
contenue  dans  la  Section  V  y  suppose  que  l'on  connaisse  les  va- 
leurs de  l'expression  v/(^*  — ac)  (mocl.il/);  mais  réciprmjuement/ 
pour  le  cas  où  b* — ac  est  négatif ji  ia  solution  indirecte  exposée 
dans  les  n!**  précédent  fburoit,  pour  trouver  ee»  valeur;^,  une  mé* 
thode  tr&s-àmédiliTCy  qui  est  bien  préférable  à  celle  du  e*  Saatg 
snrtout  (|aaiid  Jf  ett  un  icèt-grand  oombre.  Noos  supposerons  que 
)lf  est  nombre  premier^  on  jn  moini,-  s'il  est  composé*  que  ses 
iaeienrs  sont  «ncore  juiCQiinntr  an-  effet,  si  l'on  savait  que  i/BC 

divislbfe  par  on  oeasbvo' premier  et  que  IVm  efti  Msttf/^Mti 
de  maniWe  que  M'  ne  renfermât  plus  le  faicleur  p ,  il  serait  bien 
ph»  coaUMide  éa  cberabec  eéparémeiit  lee  yaleors  de  y{é^ao) 

pour  les  modules  et  M*  (en  déduisant  les  premières  des  râ- 
leurs pour  le  modiile  p  (n*  ioi)),  et  d'en  conclure,  par  lacom* 
binaisoo,  les  valeurs  pour  le  module  M  (a*  io5)« 

Il  faut  donc  chercber  les  Taleurs  de  |/— Z9  (mod.  Jf) ,  où  I> 

et  M  sont  supposés  positif» ,  (A  M  contenu  sons  la  forme  des  di> 
TÎseurs  de  x*-\-D  (a**  147  et  suîvaus);  en  effet,  autrement  il 
serait  évident  qu'aucun  nombre  ne  saliî^ferait  à  l'expression  pro- 
posée. Soient  rbr,  rfcr',  db/^,  etc.  les  valeurs  chercbécs^ui  se- 
ront toujours  opposées  deux  à  deux,  et 

'Ii-\-r'=Mh,   D-{-T^*z=zMh\    Z}-f-/*=ilf//.  etc. 

dt^^ignons  par  iC,  — /t,  H',  —À',  AT,  —A',  etc.  Ist  cUiies 

auxquelles  appartiennent  les  formes 
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et  pv  r  l'ememUe  de  «ce  clMiet.  Généralement  parlant,  cet 

classes  doivent  être  regaidées  eonoinie  InooDinieft;  cependant  il  est 

éi^,  X*.  qu'elles  sont  toufes  positives  et  proinenient  prîmitivee  ; 
a*,  qu'elles  appartiennent  tontes  à  un  même  genre,  dont  le  ca- 
ructère  peut  facilement  se  conclure  de  la  nature  du  nombre  M , 
c'est-à-dire  ,  de  ses  relations  avec  les  diHérens  diviseurs  premiers 
de  D,  et  de  plus  avec  4  ou  8,  quaud  il  j  a  lieu  (n*  aSo).  Puisque 
nous  avons  supposé  que  M  est  contenu  sous  une  forme  de  divi- 
seurs de  ^ns  sommes  sûrs  d'avanee  qnll  répond  à  ee 
caractère  un  genre  positif  propiement  primitif  de  fermes  de  dé- 
terminant —f),  quand  bien  même  l'eipcessioa  •!>  (mod.  JT) 
ne  pourrai  être  satls&ite.  Donc ,  puisque  ce  genre  est  connu , 
on  peut  trouver  tontes  les  classes  qui  v  sont  contenues;  désignous-Ieà 
par  C,  C*j  Cl,  etc.,  et  leur  ensemble  par  G.  Les  différentes 
classes  A",  — K,  etc.  doivent  être  identiques  avec  quelque  classe 
comprise  dans  G\  il  peut  arriver  aussi  que  plusieurs  classes  de  F 
soient  identiques  entre  elles  et  qu'elles  le  soient  parconséquent 
avec  une  mêîne  de  G  i  et  quand  G  n*ea  contient  qu'une  seule  , 
il  est  certain  que  toutes  les  classes  de  r  coïncident  avec  elle. 
Donc  si  des  classes  Ci  &,  tetb*»  on  tire  les  formes  les  plus 
simples  f%f\f'$  etc*  respectivement,  une  forme  de  chaque  classe 
de  r  se  trouvera  parmi  elles.  Or  si  ax*  4-  7.hxy~\-cy^  est  une  forme 
contenue  dans  la  classe  ï\  y  aura  deux  représentations  du 
nombre  3/,  par  cette  forme,  appartenantes  à  la  valeur  r,  et  si 
l'une  est  a;=:/n,  ^=:/z,  l'autre  sera  a:  =  — m, On  doit 
eicepter  le  seul  cas  où  D=x,  dans  lequel  il  j  aurait  quatre  xe« 
présentations  (n*  180). 

H  suit  de  là  que  si  on  cherche  foutes  les  représentations  du 
nombre  M  par  les  différentes  formes y,  y,  etc.,  parla  mé- 
thode indirecte  exposée  précédemment,  et  qu'on  en  tire  lee  ;va? 
leurs  de  Peiprsssioo  v/— 1>  (mod.Af),  auxquelles cbacupe  d'eUet 
appartient  (n*  i54  et  suivans),  on  ^a  tonOu  les  valeun  de  cette 
efpicisicii  et  mAme  chaAme  d'elles  deni  fois,  on  quatre  fois  si 
Z)=i.  Si  parmi  les  formes/^y*  etc.,  il  s'en  trouve  quelques- 
unes  par  lesquelles  AT  ne  puisse  pas  être  représenté,  il  s'ensuit 
qu'elles  n'appartiennent  à  aucune  classe  de  r,  et  que  parcon- 
séquent elles  doivent  être  négligées)  et  |i  ili  ne  pouvait  être 
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représenté  par  aucune  de  ces  formes^  alors  D  serail  certainement 
aon-résidu  quadratique  de  Jf. 

Nous  ajouterons  encore  sur  ces  opérations  les  observations  Sui- 
vantes, qui  sont  essentielles. 

I*.  Les  représentations  du  nombre  il/par  les  formes  ftf,  etc. 
que  nous  emplojrons,  sont  supposées  avoir  lieu  par  des  valeurs 
premièret  entre  elles  des  indétenain^i  9  ,  y  \  s'il  sPen  présente 
d'autres  dans  lesquelles  ces  ▼aleo»  aMnt  on  eommiiii  diTÎsenr 
(ce  qui  ne  peut  arriver  que  lorsq».^*  divise  Jf«  et  qui  axKi« 

Tentnécessairement  si  — -Dil-T)»  eller  doivent  être  négligées 

dans  nos  Recherches  «  quoique,  sous  un  autre  aspect,  elles  puissent 
être  utiles. 

a».  Toutes  choses  d'ailleurs  égales ,  le  travail  sera  évidemment 
d'autant  plus  facile,  que  le  nombre  des  classes  ftf'tf'p  tXc, 
sera  moins  grande  et  Û  est  paiçoaséqnent  le  plut  court  posdble 
quand  H  est  un  des  soixante-cinq  nombres  consignés  au  n*  Sd5» 
pour  lesquels  il  n^  a  qu'une  seule  classe  dans«dbaque  genre. 

5*.  Puisqu'il  y  a  toujours  deux  de  ces  représentations,  xzsimi 
y^n\  atsa-^m,  yss^n  qui  appartiennent  à  la  mêoie  Taleur^ 
on  Toit  qu'il  suffit  de  considérer  celles  dans  lesquelles  y  est  po* 

aitif}  et  de  cette  manière  les  représentations  différentes  conres* 
pondent  à  de»  valeurs  différentes  de  l'expression  y^— (mod.  M), 

et  le  nombre  de  toutes  les  valeurs  est  égal  au  nombre  des  re- 
présentations, en  exceptant  toujours  le  cas  où  D=ij  dans  lequel 
le  premier  nombre  n'est  que  la  moitié  du  second* 

4*«  Comme  il  suffit  de  connaître  l'une  des.  deux  valeurs  r«  — iv 
pour  avoir  l'autre,  les  opérations  peuvent  encore  s'abréger;  si 
la  valeur  r  s'obtient  par  la  représentation  du  nombre  Aï  par  une 
forme  contenue  dans  la  classe  C,  la  valeur  opposée  — -r  se  tirera 
évidemment  de  la  représentation  par  une  forme  contenue  dans  la 
dusse  opposée,  qui  sera  dlffifeente  de  la  classe  C,  si  cellè-ei  n'est 
pas  ambiguë.  Il  «oit  de  là  que,  quand  toutes  les  classes  de  6r  ne 
sont  pas  ambiguës,  il  ne  fimt  considérer  que  la  moitié  des  autres  » 
e'est-à'dire ,  que  de  deux  opposées^  on  prendra  l'ime  et  l'on  né- 
^gem  Tautre,  que  l'on  voit  d'araooe  et  sans  caloul  devoir  fourni^ 
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<le«  yêknM  oppoiée»  à  c«U«  qne.^owie  U  pnoiièrakiHftifqtwiid 
C  est  une  olasie  ambigoe  ,  elle,  donnera  à-la-&is  lee  denx 
valeurs  r  et  — ^r:  $i  l'on  a  choisi  dans  C  la  forme  ambiguS 
iup» ^  a&jy -J«  cy*f  et  que  la  valeur  r  résulte  de  la  représentatioa 
xsiit»  y^rif  la  valeur  —  r  résultera  de  la.  représeotation 

aiti  — 

5%  Dans  le  cas  o\x  Dzsii,  \\  n'y  a  qu'une  seule  classe  daat 
laquelle  on  peint  supposer  qtfdnait  cboisflafiMmie  x'+j'' j  et  si  la 
taienr  r  lânlte  de  la  repAentation  xssm,  ^ssis»  la  même 
litolteim  dea  laptéeentatieaa  )  , 

et  la  valeur  opposée  — r,  des  représentations 

ainsi  de  ces  huit  représentations,  qui  ne  forment  qu'uue  seule 
décomposition,  une  suffît,  pourvu  qu'à  la  valeur  résultante  nous 
joignions  la  valeur  opposée. 

6*.  La  valeur  de  l'expression  y/--D  (mod.  Af),  à  laquelle  ap- 
partient la  représentation  i»/=flm'-t-a^m«-f-c«',  est  (a°  i55) 

Çmb^nc)  —  »  (ma  -f-  nb)  , 

Oii un  nombre  quelconque  congru  à  celui-là,  suivant  le  module  M, 
fi  et  V  étant  teU  qu^QB  aiyt  /N»-f-M>ssi^  désirons  cette  Takax 
par      oa  aura 

s(A*/nH-rA)  (m3+iM?)=m*-i-wc  (oxod.  M)  ; 
donc  I»  est  la  valenr  dé  l'expression ^^^^^  (moâ.M)i  onfioiiva 
de  même  que  ^  est  la  valeur  de  l'expression  —2^^^ (mod.  M). 

Ces  foimules  sont  souvent  préférables  i  celle,  dont  on  les  a 

déduites. 

5a8.  Exemples,  i*.  Soit  proposé  de  trouver  les  vabais  dal'ai- 
pression  |/-^i565  (mod.  54*063 1=  3/).  On  a  ici 

Msi,  \f  I,  6*  II  (mod-  4»  5,  5,  7,  i5), 
•t  partant  il  est  ooDiptiB  sons  la  fenae  des  divisenrs  de  ;r*-f'i. 
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AIlITHKiTIQUES.  4,S 
i^-f«5»  â^4-5»  U  toM  la  ftfme  -dès  noo-diviieata  de  'x'-hy, 
«^iS,.  let  iMtairt  {«*  tS»)  sont  la  ibniie  des  di^Sseoit  de 
«^•1-1365.  Lo.ûêttÊém  dm  §un  dans  lefuel  te  trouvent  lev 
claaws  r  est 

Xj4i  RZ;   RS^i  NiS. 

n  n'y  a  qu*ooe  classe  dans  ce  genre;  sons  preodroos  dans  cette 
dass»  la  ferme  6afH-&tr-f.aa9>«,  Afio  de  trouver  tontes  lesre- 

fv^entations  du  nombr»  Mp  nous  ferons  ajr-f-jrsdf,  d*o&'3 
suhera  5x''4-455r'=:ailf;  cette  équation  itwimet  qnafie  solutions 
dans  lesquelles  jr  est  positif, 

d'o&  Il  ffétnite  «pialra  solntioM  de  l'éqvatlQB€éH^«H-A397Mlf; 
daiis.letquel]e«jr  est  posUif  j 

«9047$»  — ^#  547»  -^fiS 
^tsta7,      i37>.tt9»  119. 

la  pvemike  solution  donne  pour  if  la  valeur  do  l'eipresaion 
on  (mod.  JUr),  d'o&  l'on  tire  2550978;  la  seconde  dona^ 

la  valeur  opposée;  la  troisième»  la  yaleur  a6ooa6a,  et  la  qua- 
trième» la  valeur  opposée* 

.  a*.  Si  l'ea  de»  eheraber  les  valems  de  reqrasieB  i/«*a8i 
(ased.4»7»94S«^<Af)»  k  caradèra  du  gène  tes  lequel  «ont 

les  classes  F  se  treure  être  i  et  7,8;  Hnj  AxS.  C'est  donc  le 
genre  prinoipai»  qui  eontiant  trois  «iMses  fepréientéei  par  les 

tormes 

(i,  o>  386),  04,  6,  a5;,'  (14,  —6»  a5), 

Ondoltn^gligarlatroisiWej  eoawopposée  àlaseeende.  Onfnwve 

deux  représentations  du  nombre  Jlf  paria  ferme  «S-<i86/«»  dans 

lesquelles  y  est  positif»  savoir ,  j = i  o5 ,  a;  =  =fc  1 1 1 3,  qui  donnent 

pour  l'expression  proposée  les  valeurs  =fc  1493445  :  et  comme  JIT 
n'est  pas  reprcsentable  par  la  forme  (14,  6,  33),  il  s'ensuit  qu'il 
n'y  a  que  les  deux  valeurs  que  nous  venons  de  trouver. 

5'.  Étant  proposée  l'expression  v^-^70  -  (mod.  997S51}»  les 
classes  r  devront  être  contenues  dans  le  genre  dont  le  caractère 
est  3  et  5^8»  RS-,  Nj,  Ce  genre  ne  renferme  qu^une  classe  dont 
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la  repvéïeatftiifo  est  (5^^  \4h  ot  on  tionrey-en  êtdetpnmak  k 
talcôl^  que  997551  n'est  pas  représentable  jpar  cette  forme^  dont 
«70  est  néccMsirenient  non-résidtt  de  ce  nombre* 

539.  Le  probliine  o&  l'on,  «e  propose  de  dîsiingiier  les  nonibfet 

premiers  des  nonabiès  composés»  et  de  décomposer  cetnt-oi  en 
leurs  Ëuîteurs  prepiiers ,  est  connu  comme  un  des  plus  importans 
et  des  p]us  utiles  de  toule  l'Arithméliqnei  tout  le  monde  sait  qu'il 
a  été  l'objet  des  recherches  des  géo'mèlres  tant  anciens  que  rao- 
dernesi  et  il  serait  inutile  de  donner  des  détails  à  cet  égard.  Ce- 
pendant on  ne  peut  s'empêcher  de  convenir  que  toutes  les  méthodes 
proposées  jusqu'à  présent  sont  restreintes  k  detcas  Crès-particnlien^ 
on  sont  si*  longnet  et  A  pénibles  >  que  même  ponr  eenz  de  ces 
nombres  qui  ne  dépeasent  pts  let  limites  des  Tablés  dont  on  est 
lederable  &  quelques  matbématiciens» .  o'est-ii-dire,  pour  les 
nombres  k  Tégard  desquels  ces  rqétbodes  sont  inutiles,  elles  fiitignent 
la  patience  du  calculateur  le  plus  exercé,  et  qu'elles  ne  sont  pour 
ainsi  dire  pas  applicables  à  de  plus  grands    ombres.  Quoique  ces 
Tables,  qui  sont  dans  les  mains  de  tout  le  monde,  et  que  l'on  doit 
espérer  devoir  accroître  encore  par  la  suite,  suffisent  dans  la  plu- 
part des  cas  qui  se  présentent  ordinairement^  il  n*est  cependant 
pat  race  qu'on  calculateur  babile  tire  de  la  décomposition  des 
grands  nonbfet  en  ftcteurt,  des  avantages  qui  compensent  an-» 
delà  remploi  du  temps.  En  ontce,  la  dignité  de  la  science  sembk 
demander  que  Ton  recherche  avec  soin  tous  les  secours  nécessaires 
pour  parvenir  à  la  solution  d'un  problème  si  élégant  et  si  célèbre. 
Aussi  nous  ne  doutons  pas  que  les  deux  méthodes  suivantes,  dont 
nous  pouvons  affirmer  la  brièveté  et  l'efficacité  d'après  une  longue 
expérieuce ,  ne  plaisent  aux  amateurs  de  l'Arithmétique.  Au.  reste^ 
il  est  dans  k  nature  dn  pcoblime,  que  les  méthodes»  queiieê 
qu'âlies  soient,  dcTiennent  d'autant  plus  longues»  que  les  nombres 
auxquels  on  les  applique  sont  plus  eonsîdécables}  cependant»  pour 
les  méthodes  suivantes»  les  difficultés  ne  s'accroissent  qu'avee 
beaucoup  de  lenteur,  et  les  nombres  de  sept ,  de  huit  et  même 
d'un  plus  grand  nombre  de  chiffres,  ont  toujours  été  traités,  sur- 
tout par  la  seconde,  avec  un  succès  très-heureux,  et  avec  toule 
la  célérité  que  l'on  peut  attendre  pour  de  si  grands  nombres, 
qui ,  suivant  les  méthodes  connues  jusqu'à  présent,  exigeraient 

un 
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ARITHMÉTIQUES.  -  417 
«a  travail  intolérable  «  même  poiu:  le  calculateur  le  plus  in- 
fatigable. 

Avant  de  se  servir  des  méthodes  suivantes,  il  est  toujours  très- 
utile  d'essayer  la  divisiou  du  nombre  proposé  ,  par  quelques-uas 
des  plus  petits  nombres  piemim,  eomue  3  »  ^  >  5,  7,  etc.  jusqu'à 
19,  on  encore  pins  loint  non-senlement  afin  desne  pas  s*exposer 
à  regretter  d'avoir  empbjé  des  méthodes  recherchées  et  desar^- 
tifioes  délicats  pour  trouver  des  nombres  que  la  seule  division  an- 
rait  pu  donner  C^),  mais  encore  parceque  dans  le  cas  oà  aoennn 
division  ne  réussit,  la  seconde  méthode  emploie  avec  beaucoup 
de  succès  les  restes  qui  en  résultent.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on 
doit  décomposer  en  facteurs  le  nombre  5i4i5()a65,  la  division 
par  5  réussit  deux  ibis ,  et  ensuite  la  division  par  5  et  par  7  , 
d'o&  Ton  tire 

Si4x59a65  ss  9.5.7.997351  ; 

et  il  suffit  de  soumettre  à  un  examen  plus  méthodique  le  nombre 
997331^  qu'on  trouve  n'être  divisible  ni  par  1 1,  ni  par  i5,  ni  par  i-j, 
ai  par  19*  De  même»  étant  proposé  le  nombre  43439443*  noua 
supprimerons  le  fiictanr  Ô|  et  nous  appliquerom  les  râéthftdet 
«a'  quotient  54a868i. 

53o.  Le  principe  qui  sert  de  base  à  la  frbmière  méthode 
est  le  Uiéocinie  loivant  leqoel  Uua  nombrê  positif  ou  négatif 
ftU  ut  rMb»  guadnUiqtie  tFim  autre  nêmbte  m,  e*t  amù  ri» 
«Mfti  de  tùut  dUfitew  Â  H.  On  sait  qoa  si  AT  n'est  divisible  par 
anenn  nombre  premier  plus  petit  que  M  est  certainement 

nn  nombre  premier;  donc  si  tous  les  nombres prtfninrs  an>dessous 
de  cette  limite,  qui  divisent  M,  sont  p  ^  q,  etc.,  le  nombre  JM* 
sera  composé  des  seuls  nombres  p  y  q ,  etc.  ou  de  leurs  puissances^ 
ou  bien  il  renfermera  un  seul  facteur  premier  plus  grand  que  ^  M, 
qui  se  trouve  en  divisant  M  par  p,  q,  etc.  autant  de  fols  qu'il 
est  possible.  Désigoant  donc  par  «  l^ensemUe  de  tons  les  nombrea 
premîeit  a»4essoas  de  M  9  il  soffit  évidemment  d'avoir  tons  Ici 
dlvisems  pcemiB»  de  AT  qnl  sont  oontwnis  dans  «•  Or  si  l'on 


iy«iit>nt  plus  que,  génénliaieiit  parlant,  deiizwmibras  iljr  «n  a  àpsiae 
m  9ii  soit  BOB-dmiiUeptttopsks  aombnsa,  9,  5,.. ..15. 
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sait  d'une  manière  quelconque  qa*iiii  cerUin  nombre  r,  non* 
quanéf  eit  résidu  de  M,  on  pourra  être  lAr  que  tout  nombcv- 
fteaàet,  dont  r  est  non-réddu,  ne  peut  être  di^iseus  de  AT,  et 
parconséqnent  i^eCer  de  m  tous  les  nombres  qui. se  troiovesont; 
dans  ce  cas  (ils  composent  le  plus  souTttit  presque  la  moitié  derj 
tous  les  nombres  de  u).  Si  l'on  sait  encore  qu'un  autre  nombre 
1*  est  résidu  de  M,  on  pourra  rejeter  des  nombres  que  la  première. 
*  exclusion  a  laissés  dans  df  tous  ceiix  dont  r  est  non-résidu,  qui 
composent  encore  presque  la  moitié,  du  moins  si  les  résidus  r 
et  /  sont  indépendans»  ç'est-à-dire,  si  l'un  n'est  pas  par  lui-même 
et  nécesMiremant  résidu  de.  tous  les  nomtost  dont  Ttutie  eslré-^ 
aUBj'ee^qui  aniTerait  quand  y/.setait  nu qnaxré*  Si.l'on  connaft. 
e^ieoce  d'autret  féaidos  de  M,  r%  i^,  etc.  qui  soient  toneiadépQa». 
dîms  de  ceux  qui  précèdent  (*)»  on  peut  faire  avec  ebacnn  à*tKBL 
des  exclusions  semblables,  au  mojeo  desquelles  les  nombres  con- 
tenus dans  û»  décroissent  avec  tant  de  rapidité  que  bientôt ,  ou  il» 
sont  tous  eflfacés,  auquel  cas  le  nombre  M  est  premier,  on  il 
en  reste  si  peu  que  la  division  peut  être  essayée  sans  peine*,  dans 
ce  dernier  cas^  parmi  les  nombres  qui  restent  se  trouvent  néces- 
sairement lesdiTlsems  de  âT»  eH  en  existe*  Four  un  nombre  qui 
ne  surpasse  pat  beaucoup  loooooo  «  il  suffit  le  plus  souvent  de 
six  on  sepi  ôeltiiions)  et  de  n^f  on  dis»  pour  m  nombre  de 
huit  ou  neuf  chiffres*  11  nous  reste  maintenant  deux  choses  à. 
faire,  i*.  à  trouver  des  résidus  de  M  qui  soient  convenables  et 
en  assez  grand  nombre-,  s*,  à  effectner  l'exclusion  de  la  manière, 
la  plus  commode.  Mais  nous  intervertirons  l'ordre  de  ces  questions^ 
d'autant  plus  que  la  seconde  nous. apprendra  quels  sont  les  rési* 
dus  qui  cojQViemient  le  mieux,  .  . 

,  55i,  Nous  aTont  enseigné  avec  asseade  détoilidantla  Section  IW. 
à  distinguer  les  nombtes  premieia.  dent  on  .nombre  donné  r  est 
résidu  (r  n'étant  divisible,  -par  aaran  quaoé}»  d'avec  ceux  dont 
il  est  non-résidn»  c*est4-dire»  les  diviseun  de  «'^r  d'avec  la» 


(*)  Si  le  produit  de  tant  de  Dombres  r,  /,  r",  etc.  qu'on  voudra  est  nn  quarré, 
UQ  quelconque  d'entre  eux,  r,  par  exemple,  sera  réâdu  de  tont  nombre  dont 
Ick  antTM  seront  résidus.  Ainsi ,  pour  que  les  résidus  soient  indépendans ,  il  ftnt 
qm  leun  ptoâaiti  at  poiiMBt  te«  dn  qnanrés.  Mit  qtt*oa  ks  fcanu  dtsai  à 
dmix,  en  trois  à  tnns,  oa  qaatrt  à.qnatcv^  etc. 


uiyiii^cQ  Uy  Google 


ARITHMÉTIQUES.  ^ro 
non-diviseurs  ;  on  a  vu  que  les  premiers  étaient  contenus  sont 

^es  foroies  (le  cette  espL'ce  : 

rz  +  d,  rz-\-b,  etc.,  ou  ^rz+a,  ^z-\-b,  etc. 
et  les  derniers  sous  des  formules  semblables.  Toutes  les  fois  que 
r  est  un  uorabre  assez  petit,  les  exclusions  pourront  s'exécuter 
très-conimodémeat,  i  l'aide  do  ces  formules;  iinsi,  paretemple, 
quand  rsi^  Il  &at  eiclora  tons  1m  nombres  de  la  forme 
4e  +  S;  tons  let  nombres  de  la  forme' 82-f-5  et  8«+5,  quand 
rs:a  *  eto.  Mais  comme  on  n*ett  pas  toujourt  mattre  deirouver 
de  tels  résidus  du  .noml]^  pn^lé,  et  que  l'applieatioa  des  for- 
mules n'est  plus  assez  commode  quand  r  est  un  grand  nombre  , 
on  gagne  beaucoup  et  l'on  diminue  prodigieusement  le  travail 
des  exclusions,  si  pour  une  assez  grande  quantité  de  nombres  (r) 
non'divisibles  par  des  quarrés^  pris  positivement  et  négativement, 
on  construit  une  tablé dank-laqueRe Ion  ait  distingué  les  nombres 
premiers  qui  sont  résidus  des  diffétsnl  nombres  (r),  d'avec  ceux 
qui  en  sont  iion-f^iidns.-€e^  taUe  pourra  Jtre  disposée  comme 
.la  petite  table  II  tiâ*bn  troavè'li  la  fin" de      oninage»  et  dont 
nous  avons  déjà  d^nné  la  dçscrl^aiii(li*  9^);  mais  pour  qu'elle 
présente  toute  l'utilitéxonvedable  au  but  que  nous  nous  proposons^ 
les  nombres  premiers  placés  en  marge,  ou  les  modules,  doivent 
être  continués  bien  plus  loin,  par  exemple,  jusqu'à  1000  ou  loooo; 
et  en  outre,  ou  obtiendra  un  grand  avantage,  si  Ton  place  en 
tête  même  les  nmnbres  composés  et  les  nombres  négatifs,  quoique 
cela  ne  soit  fias  absolument  nécessaire,  comme  on  peut  le  voie 
par  la  SecUon  IV.  On  atteindrait  le  ^us  lîanC  point  d'utilité,  li 
■   les  colonnes  verticales  dcmt  elle  est  composée  étaient  détachées  et 
rassemblées  sur  des  lames  ou  bâtons  semblables  à  ceux  de  Neper; 
desorte  que  l'on  pilt  considérer  séparément  celles  qui  sont  néces- 
saires dans  chaque  cas,  c'est-à-dire,  celles  qui  répondent  aux 
nombres  r,  r^,       etc.  qui  sont  résidus  du  nombre  à  décomposer* 
En  supposant  ces  bâtons  convenablement  placés  auprès  de  la  pre- 
niièce  coloiâie  qui  Beaforme  kë  modules,  ciest*àrdire,  d»:niaoièra 
iqoe  les  pMesde  ces<bdtons  qui  eoereipondent  à  un  mêmemAnbre 
.premîér  .da-l»  colonne  des'aodnleér:sidefat  dsaa  .iine  mAïaé  Ugne 
hérizoDtiile ,  il  est  évtdebt  que  les  1  nombres  premiers,  qui  restent 
Âmm'pigi^  las  af«ihi4aiii  fiiilei  «rea  les  f^iidaa  m,  /^^y»  etc. 
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M  iMOBBâltroDt  Immédiatoiiieiit  à  llntpcqtHn:  mefo,  ee  timf 
cens  àe  la  pramière  colouie  auxquels  répond  dani  cl^w  ccilonntt 
le  petit  trait  indicateur  >  tandis  que  l'on  doit  rej^ï^  tous  eenx 
ausquels  répond  un  espace  YÎde  dans  un  quelconqâ^'  des  bâtons» 
Un  exemple  éclaircira  suffisamment  cette  explication. 

.   Si  l'on  saiC^  d'une  manière  quelconque ,  q^e  les  nombces 

'sont  rjsidos  de  997$$!,  on  doit  lassembler  laptemière  colonne, 
qvâ,  dans  ce  cas^  doit  être  continuée  josqtt'^  997^  e'est-à*dire, 
Îu8qu*au  nombre  immédiatement  moindre  que  1/99733 1  ,  et  les 
bâtons  en  fête  desquels  sont  inscrits  les  nombres  — 6,  -j-i^,  etc. 
Voici  une  partie  du  tableau  que  l'on  forme  de  cette  manière  ^ 


6 

H- 

i3 

î4 

-î- 

37 

53 

3 

5 

7 
II 

i3 

17 

19 

23 

etc. 

ii3 

137 

i3i 
etCt 

etc. 

r 

etc. 

etc. 

etc. 

De  Umême  manièra  qu'on  ncoonatt  loi  à  PinspeetioB;  que  des 
nombres  pcemieEt  contenus  dans  ce  tableau ,  127  est  le  seul  qui 
«este  dan»  <»,  après  Itadosion  faite  avec  1er  nombres       i3,  etc., 

on  reconnaitrày  en  acberant  le  travail  jusqu'à  997,  qu'il  n'en 
reste  effecUFeneiit  pas  d'«tfie«  ëb  etta^aotla  (Uvïmob  par  la/^ 


ARITHMÉTIQUES.  '4ai 
•lie  léutall»'  et  l'on  a  ^ 

997551  s=  Î37  X  7855  (♦). 
Au  TeB(e>^il  suit  de  ce  que  nous  venons  d'exposer,  qu*il  faut 
empliljer  nurtout  des  résidus  qui  ne  soient  pas  très-grands,  ou 
du  moins  qui  puissent  se  décomposer  en  facteurs  premiers  de  gran- 
deur moj'enue,  puisque  l'usage  immédiat  de  la  table  auxiliaire 
ne  s'étend  pas  au-delà  des  nombres  placés  en  tête,  et  que  l'usage 
médiat  ne  s'étend  qu'aux  nombres  qui  peuvent  se  décomposer  en 
Jeteurs  premiers  contenus  dans  la  table. 

552.  Nous  donnerons  trois  méthodes  différentes  pour  trouver 
des  résidus  du  nombre  M;  mais  ayant  de  les  e^tpcser,  nous  prér 
itefeMDS  cknisobserrttiapB  à  l*^dde  de^uelles  on  pourra  dédniif 
dot  9^06  plus  simplef  «  lonqiui  eeiv^  qne  l'on  aura  obtenuf  nf 
paraîtront  pas  oonTÏBiûililes. 

1%  Si  le  nombre  ak*,  diviiible  par  le  qnatté  A%  que  nous  spp- 
pofont  premier  avec  M,  est  résidu  à»  M,  a  sera  aussi  résidu  ; 
ainsi  1m  rétidoi  diWfdbles  par  de  grluids  quarrés  sont  àiissintilet 
que  les  petits,  et  nous  supposerons  que  les  résidus  trouTés  par  les 
méthodes  suivantes -aient  été  délivrés  de  leurs.fiicteurs  quarrés. 

3*.  Si  denz  on  plusieuit  nombres  sont  résidus,  leqr  prod^ 
le  sera  aussi.  En  combinant  cette  observation  avec  la  précédente, 
on  peut,  tiis-sonvent  déduire  .de  plusieurs  résidos^ui  iSa-  sont  pas 
tous  assez  simples,  «n  autre  qui  le  soit  beaucoup,  pourvu  qu'il^ 
aient  un  grand  nombre  de  facteurs  communs.  C'est  pourquoi  j] 
est  utile  d'avoir  des  résidus  composés  de  plusieurs  facteurs  qui  ne 
soient  pas  trop  grands,  et  il  convient  de  les  décomposer  sur-le- 
champ  .en  leurs  facteurs.  La  force  de  ces  observations  se  recon- 
'baîtra  mieux  par 'det  eiemplës  et  par  im  usage  fréquent,  que  par 
'des  prétepte».        '     "  '         ■  ' 

(*)  L'mteor  •  coMtmit  ponr  «on  propre  iii«gi»  vm  g^and»  partie  de  l'appareil 

de  cette  table ,  et  il  l'aurait  publié  volontiers ,  n  le  pâlît  nombre  de  ceux  auxquels 
elleserait  utile,  lufTisait  aux  frai»  d'une  telle  entreprise;  cependant  si  quelque 
amateur j  après  s'être  bien  pénétré  de»  principes,  desirait  se  construire  uxie  pa- 
aoUe  tibk,  l'aMlenr  ta  HaSt  au  grand  plaisir  da  lai  «amitanniquer,  par  lettres, 
les  diStsaqâ  procMis  al  Ifs  artifisas-^  Pas  paift  v^fglayvt*  u 
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I.  La  méthode  la  plus  simple  et  la  plus  commode  pour  ceux 
k  qui  l'habitude  a  donné  quelque  deitënté,  consiste  à  décom- 
poser le  nombce  M,  ou  plus  généralement^  un  multiple  quel- 
conque de  ce  nombre  en  deux  parties  qoekonquet»  eniorte  qu'on 
ait  kMssa-^b ,  a  et  b  étant  tous  deux  positift»  ou  l'un  positif 
et  l'autre  négatif}  le  produit  pris  avec  un  signe  contraire  sera 
résidu  de  M;  en  effet,  on  aura  — ab^a*^b*  (mod.M),  et 
partant  — abEM.  On  doit  prendre  les  nombres  a  et  ^  de  manière 
que  le  produit  soit  divisible  par  un  grand  quarré,  et  que  la  di- 
vision donne  un  quotient  assez  petite  ou  du  moins  décomposable 
en  facteurs  qui  ne  soient  pas  trop  grands,  ce  qu'on  peut  toujours 
ftiie  sans  peine.  On  doit  Surtout' rèeokBmfeâdw  de  prandvs'fiow'a 
tm-  quarré,  ou  le  dbdble»  on  le  triple  dNùi-quaRé>  dont  ladiflRI* 
ieiiee  Jlf  soit' petite  on  do  moins  décomposàble  en  fiMltiilif 
qui  puissent  être  employés  commodément»  -  ' 

-  AIntif  pareieniple)  oo  trouve  ■  <  ■ 

*  .  997531  =  (999)' ^'a.5.67       s=(994)*  +  5.ii.i3*  . 

■';  s=a.(7o6)'-|-5.i7.5*  BS!$.(5»r5)»-f-ii.5i.4 

ss  5.  (577/— 7.13.4*  =5. (578)«— 7.19.37 
811  .(a99)'-f-a.S.5.a94*sB!  1  x . (3oi)*-f-  5*  1  >% 

On  tire  de  là  les  résidus  : 

^,5.67,— ^ti*-^a.5.r7«^*-8;i  i3ii'%,f,i%,  S.7.I9.97,— a.S.5.xi.a^ 

la  dernière  décomposition  'donne  le  résidu  —  5. 1 1 ,  que  nous  atÀns 
déjà.  Au  lieu  des  résidus —-3. 1 1 .3i  et — a  .3.5.  n  .39,  on  peu* 
tirer  de  leur  combinaison  aTèc—^S.ii,  les  résidus  3,5.3i,  3.5.a^.' 

H.  La  seconde  et  la  troisième  méthode  se  déduisent  de  ce 
que,  si  deux  formes  binaires  {A,  B,  C) ,  (A\  B',  C)  de  uiêrae 
déterminant  ilf  ou  — M,  ou  plus  généralement  rtÂJ/,  appar- 
tiennent au  même  genre,  les  nombres  AA',  AC,  A'C  sont  ré- 
sidus de  kMt  ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  conclure  de  ce  que  le 
nombre  caractéristique  de  l'une  des  formes  est  é|$a1emeni  celui 
de  Vautre,  et  que  parconséqueqt,  9I  l*oh  repréienlê  ce  liombre 
par  m,  les  nooibres  W,  mC^  puf»^  m&  sont  tons  résidus  de  AM. 
Si  donc  (a,  è,  estma-feruie  réduite  de  déteraiioant  positif 
ou  plus  génénOemant,  de  déterminant  kài,  et  que  ia',  if^,  )»'>« 
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(a',  V,  cT),  ete.  soieàt  des  fiftmei  dA  .sa  période,  qui  tontpar- 
cona&|iieot  éqnlvidèiites  à  (a,     a*)  et  du  mâina  gfton'  qn*eDe,. 
les  nombres  oo^,  a/,  oa*»  etc.  sont  tons  rétidat  de  Jf.  On  cat-> 

cule  avec  facilité  un  grand  nombre  de  formes  d'une  parrUle  pé*'- 
riode,  à  Taide  de  l'algorithme  du  n"  187.  On  obtient  oïdinairemeDt 
les  résidus  les  plus  simples  en  faisant  a  =  i }  <)it  Téjeltera  cevu^ui. 
seraient  composés  de  trop  grands  facteurs. 

Nous  joignons  le  oommeacement  dés  périodes  des  Ibnnes 

(x*  W^i  -*i5a7>  et  (li  i4la,  —918)» 

dont  les  déterminans  sont  997S5i  et  1994662  respectivement , 
c*esl>ftrdîre,  JfetnJlf:.  1  • 


t  998, 

— i5a7) 

( 

141  a. 

^18) 

i5a7,  539, 

•  670) 

(  -9^8, 

i34a. 

ai  1) 

[    670,  341, 

— i5i5) 

*(  an. 

1401, 

— i5i) 

[— i5i5,  974, 

37) 

(  -iSî, 

i3i7. 

1733) 

\      37,  987, 

1735, 

406, 

— io6a) 

[  «-^6,  891, 

Sa5) 

•   (— io6a, 

656, 

,473) 

:     5a5,  734, 

— ï4iO 

(  >473, 

817, 

—901) 

^—1411,  677, 

S8a) 

.985, 

n37)  . 

[    S83,  85îf 

^7,5; 

etc.  - 

Ainsi  tous  les  nombres:  ~i 5a 7,  670,  etc.  sont  des  réaidus  de 
997551  ;  et  en  négligeant  ceui  ^ui  renferment  de  trop  grands  fac» 
teurs,  il  reste  les  suivans  :  "  '  • 

a.5.67,  57,  i5,  —17.83,  —5.11.13,  — a.3,17,  — a.59,  —17.55,  ' 

Nous  avions  déjà  trouvé  le  résidu  2.5.67,  ainsi  que  — S.ii-^  qni 
résulte  de  la  coml^ii^ison  4a  troisi^iaf  et  du  cinquième. 

ni.  Si  C  est  mie  classe  quelconque  de  déterminant  négatif 
— Af  ou  —'kM  différente  de  la  classe  principale,  et  que  sa  période 
(n"  307)  soit  C,  C^,  etc.j  les  classes  C*,  C*,  etc.  appartiendront 
au  genre  principal,  et  les  classes  C,  C^,  etc.  appartiendront  au 
ndnie  g^nre  que  C.  Si  donc  {a,  ù,  c)  est  la  forme  la  plus  simple 
de  C,  et  (o',  if,  </),uae  forme  d'une  classe  de  cette  période, 
de  C*,  par  oKempie,  on  anra  cflUif,  ou  aa'RM,  «nivant  que  ft 
•ura  pair  oaimiNdrj     dans  le  pcenOer  cas,  tuf^  oTc  etc(/,dàns 
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4^4  RECHERCHES 
1a  teoondf  MfOiil  eaeora  tit&Am»  Le  calcal  de  la  période,  c*eiU 
Jt-dirs  celui  des  finniet  lee  plus  s&nples,  s'eiéeote  avec  mie  fin 
cilité  étonnante ,  qnand  a  est  tiis*petit ,  et  surtout  quand4sss5 ,  ce 
^àel'on  pent  toujours  obtenir  si  AJIf  sa  (mod.  5)  Voici  le  com* 
mencement  de  la  période  de  la  classe  dans  laquelle  est  contenue 
la  forme  (3,  53a444): 

C=(  5,  I,  55a444)*  C'=:(  9,  — a,  aio8i5),' 
(  37,  7,  S6940),  C*»  (  81,  54,  ia5a7), 
Chsm(24fi,  54»  4109),  C»sa  (  7*9,  — ac9,  i4a^» 
Csa  (476,  aog,  «87)^  C*ss  (1027,.  S4a,  io85), 
Cte  (gSa,  —457^     xa7£^,   C'-fes  (  4a5,      la,  a547), 

etc. 

OntiiedalàlesfésIdutiiilTans,  en  rejetant  eeni  qui  «ont  inutiles  « 

5.476,   1037,   io95,  4^5, 
0Q«  an  supprimant  les  facteurs  quarrés, 

3.7.17,    15.79,   5.j,5t,  17. 

Si  l'on  combine  convenableoient  ces  nombres  avec  les  huit  qu*a 
donnés  la  méthode  Jlp  pn  obtient  fapilcment  les  douze  suivaos: 

—a.  5,    x5,   —a. 7,  17,  57,  —53, 

—5. II,   79,  —  Ô5,  ~a.59,  «^-a.S.Si^  a.5.67. 

Les  .sit  pifniiert*soiit  ceux  dont  opna  nops  somipes  serrls  n*  55i: 
Nous  aurions  pu  ajouter  les  résidus  19  et  — 39,  si  nous  arions 
Toulu  nous  servir  de  ceux  qu'a  fournis  la  méthode  I  ;  quant  aux 
autres  trouvés  par  cette  méthode^  Us  sont  dépendans  des  ^résidus 
que  nous  venons  de  déterminer. 

•  533.  La  seconde  méthode,  pour  décomposer  en  facteurs  nn 
nombre  donné,  se  tire  de  la  considération  des  valeurs  de  l'expres- 
sion y/ — Z)(mod.Af),  et  repose  sur  les  observations  suivantes: 

I.  Quand  M  est  un  nombre  premier,  ou  une  puissance  d'un 
nombre  premier,  impair  et  non-diviseur  de  Z>,  — D  est  résida 
ou  non-résidu  de  M,  suivant  que  M  est  compris  dans  une  fbrme 

■         I  I  '        ,1  ■  I  !■  <          r  I    III     I       I    I       I  ■ 

(*)  Comme  le  cas  où  JT  tit  4Mibl«  pv  8.  ne  peut  m  précenter  (n«  Sag)  , 
il  est  aisé  de  voir  que  l'on  est  même  toajoart  miitti  ds  pnidn  k  VA  que  kM 
|oit  ^pa  Cmod.  3}.  C^o<«  du  trçduçUur). 

da 


AK  ITïîMÉTIQUES.  4a5 
de  diviseurs  ou  de  non-diviseurs  de  x'-j~D,  et  dans  le  premier 
cas,  l'expression  ^/ — D  (mod.  Jf}  n'aiira  que  deux  valeurs  qui 
teiont  opposées.  *      '  •  ' 

•  II.  Mais  quand  M  est  composu  et  z=pp'p'  etc.;  p\  p'^  etc. 
désignant  des  nombres  premiers  impairs  et  non-diviseurs  de  , 
ou  des  puissances  de  tels  nombres,  — D  uesera  résidu  de  3/ que 
quaod  il  le  sera  des  nombres  p,  p',  p",  etc.,  c'est-à-dire,  quand 
«ont  cm  nombres  aaront  oonteinis  diu»  des  formes  de.  ^i^Tiseiin 
de  «'H-<Z'*  Or  en  désignant  toutes  les  valeurs  de  Peîpcessiea 
t/-^l>«  sniTâDt  les  moNlules  Pf  jffft  etc.,  pw  r«  i^,  ete« 
nspeclÎTément,  on  troaTcra  toutes  les  valeurs  de  la  mime  expres- 
sion «  suivant  le  module  M,  en  déterminant  des  nombres  qai 
soient  5dbr  (mod«/y)>  sdb;r^  (mod.  ;/)  >  etc.;  ainsi  le  nombre 

de  ceiTAlenrs  sera  it,  si  Ton  exprime  par  /»  le  nombre  des  fac« 

teurs  p,  pft  fTp  eCCt  Si  donc  ces  valeurs  sont  R,  —À,  IV,  -^B^p 
IV,  etc.,  la  congmence  R=R  a.  évidemment  lieu  par  elle-même  « 
suivant  tous  les  modules  de  p,  p*,  p",  etc.,  et  la  congruence  R~ — R 
n'a  lieu  suivant  aucun  de  ces  nombres;  donc  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  R  — R  et  de  M  est  M,  et  celui  de         li  et 
de  M  est  i   mais  deux  valeurs  telles  que  R  et  R',  qui  ne  sont 
ni  identiques^  ni  opposées >  seront  nécessairement  congrues,  sai- 
Tant  un  on  pluaienn  des  nombres  p,  p',  p',  etc.  nmis  ne  le  seront  pu 
sniTant  ionSp  et  l'on  «mm»  snirant  les  antres»  ite— iT}  dono 
le  pcodnit  {kt  premi^  est  le  plus  grand  eotmmm  diyisenr  det 
nombres  ilf  .^t  ^^^R,  tandis,  «{ne.le  produit  des  derniers  est 
plus  grand  çommun  dirisear  des  nombres  M  et  R-^R,  Il  est 
facile  de  conclure  de  là  que  si  l'on  cherche  les  plus  grands  com- 
muns diviseurs  entre  AT  et  les  différences  d'une  valeur  donnée  do 
l'erpression  \/-^D  (moà.  M)  à  toutes  les  autres,  l'ensemble  do 
cçs  communs  diviseurs  contiendra  les  nombres  i,  p',p',eic, 
et  les  produits  de  ces  nombres  pris  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc» 
Ois  paryièndra  donc  de  cette  manièif^  ' à  déterminer  tes  nombrcê 
P  >     ^ï'Ho,  i  à'  Vaîde  des  vàleïtrsdè  cette  expression, 

,  Au  reste ,  comme  la  méthode  du  n'  537  réduit  la  recherche 
Jies  yàlems  de  l'expression        O  (mod.ilf)  i  celle  des' valeur^ 

%ui  .ftoot.  de.  La  .iocias  ^^mod*  il£)».dans  lesquelles  le  déoomi^ 

Hhh 
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Xa6  RECHERCHES 
sateur  n  est  premier  avec  M,  il  u'est  pas  uécessaire ,  pour  parve- 
nir  &  notre  but,  de  trourer  ces  valeurs *,  car  le  plus  grand  com* 
mun  diviseur  du  nombre  M  et  de  la  différence  iî— iJ  et  il' 

m  m' 

correspondant  à  ^  et      ttra  évidemment  le  plus  grand  commun 

diviseur  des  opmbiei  Jf  et  nn*  {B, — Bf),  ou  des  nombteé  Met 
mri—m'n,  pui8<}ii9  oe  dente  est  coDgni  à  nii{^R^K)^  tuivaiit 
le  module  m,  '   "  \ 

334-  L'application  des  observations  précédentes  au  problème 
dont  il  s'agit,  peut  se  faire  de  deux  manières j  la  première  non- 
seulement  décide  si  le  nombre  proposé  M  est  premier  ou  com- 
posé, mais  encore  donne  dans  le  dernier  cas  les  facteurs  eux- 
pi^es  j  I«i  seconde  a.  Tavanta^e  de  remporter  le  plus  souvent  par 
la  brièveté  des  calenb»  mais  quelquefi>îf  elle  ne  donne  pat  les 
Ikctenra  des  nombre' cempeeét,  à  moins  quV»  ae  la  ilépète|dtt^ 
deort  .feit}  an  mte  elle  distingue  avee  antant  èt  facilité  qne  la 
jcemièie^  les  noniliret  promiert  dee  nenibiet  eempotét*  * 

I.  On  cbercbera  nn  nombre  n^alif  qnt  soit  résidu  qua- 
dratique de  Jf,  et  Ton  peut  employer  à  cette  recbercbe  let  mé* 
thodes  exposées  n'  332 ,  1  et  II.  Il  est  indiflFërent  en  soi  de  prendre 
tel  ou  tel  résidu ,  et  il  n'est  pas  nécessaire,  comme  dans  la  so- 
lution précédente  »  que  D  soit  un  petit  nombre  ;  mais  comme  le 
calcul  deviendra  d'autant  plus  simple,  qu'il  y  aura  moins  de 
classes  de  formes  binaires,  dans  chaque  genre  proprement  primi- 
tif de  déterminant  -7-^>  trouver^  de  ffFantage  à  elioidr,  «11 
étt  possible;  diés  toiiaiiCe-eitaq'  nombres  tXtSg  air  li^Sdl.  Ainpl 
potir  Jfss^755i,  parmi  tout  llet  résidas  détemdné»  phn  bantt 
le  pint  aTaatageax  ett  — loa.  .On  cbeiidiera  tttutef  let  yàteinida 
l'eipr^ttion  v/— '  ^  (titod^  M) ,  et  ait  n'j  en  a  qoé  dbmi  Hfiii:  sbiesf 
oppo^éesj  Jf  sera  cectaltiement     nombre  premieir,^ott  une  |p«ii»* 

iancé  d'tan  msAm  premkrt  .9*11  j  en  a  tm'ièloa  pà^  nombre, 

•  '    '   '        .  '  •  .  )  »  '  »   ,  •  .<  '  •.  ,  * 

îtnW  eiemflej»  Jf  tara.  eoiqBpofé.  de.  /*•  Àcteurs  .qoi  toi^t  det 
nombret.  premiers,  ou  des  poîtsancet.  de.  aombret  japenaieftL  Olr 

il  sera  extrêmement  bxaà»  de  reconnaître  si  ces  nombres  sont  pre<^ 
miers,  ou  des  puissances  de  nombres  premiers,  et  dans  ce  der- 
nier cas,  la  roélhodc  par  laquelle  on  trouve  les  valeurs  de  \/ — D 
(inod.  My  iodiqur  d'eUe-méme  tons-  iet  noiabm»  premiers  dont  ow 

'•H 
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ARITHMETIQUES.  427 
certaine  puissance  divise  le  nombre  M\  savoir,  si  Af  est  divisible 
par  le  quarré  d'un  nombre  premier  ^ ,  le  calcul  conduira  certai- 
nement k  une  ou  plusieiin  représentations  dn  nombre  M,  telles 
qne  M^^mn^'^itmn^ott,  dans  iMqnéUfli  le  plus  grand  commiiii 
diviseur  des  nomlHM  us  et  n  est      et  oda  airife  paioM|D*alorf 

D  est  aussi  résidu  de  mais  quand  il  n*/  a  aucune  repré- 
sentation dans  laquelle  m  et  n  aient  un  diviseur  commun^  c'est 
un  indice  certain  que  M  n'est  divisible  par  aucun  quarré,  et 
que  parconséquent  pt  p\  p't  etc.  sont  des  nombres  premiers. 

Exemple.  Par  la  méthode  exposée  plus  haut,  on  trouve  quatre 
valeurs  de  l'expression  \/— 4**^(™od.99753i)qui  coïncident  avec 
celle  des  expressions  zàz^,^ ,  ri:-^4^^  les  plus  grands  commuof 
diviseurs  du  nombre  99755 1 ,  avec 

5.1664— II 3. 2824   et    5.1664-f- ii5.a8a4, 

ou  avec  5i4iao  et  524'^o4  sont  785$  et  d'oà  l'on  tire^ 
comme  ci-dessus>  997331 =7853. 127. 

II.  On  prendra  un  nombre  négatif  — D ,  tel  que  M  soif  con- 
tenu dans  une  des  formes  de  diviseurs  de  x*-j-D  j  quoiqu'on  puisse 
choisir  ce  nombre  de  telle  grandeur  qu'on  voudra,  il  est  avanta^ 
geux  de  chercher  à  rendre  le  plus  petit  possible  le  nombre  des 
classes  contenues  dans  les  genres  de  déterminant  —-D.  Au  reste 
on  ne  sencontie  aneune  difficulté  dans  la  recherche  de  ce  nombre; 
en  effet,  parmi  nne  quantité  considérable  de  nombres  essajés»  il 
j  en  a  preiqne  autant  jponr  lesqueTs  M  soit  dans  nne  ferme  de 
divisenrt,  qn*il  y  en  a  pour  lesquels  Jlf  soit  dans  une  ferme  de 
non-diviseurs.  Il  sera  donc  convenable  de  commencer  les  essaie 
par  les  soixante-cinq  nombres  du  n*  3o3,  i  partir  des  plus  grands» 
et  s'il  se  trouvait  qu'aucun  d'eux  ne  fût  convenable  (ce  qui  n'ar- 
rive, généralement  parlant ,  qu'une  fois  sur  i6584),  on  passerait 
à  d'autres  pour  lesquels  il  a'y  eût  que  deux  classes  dans  chaque 
genre. 

On  cherchera  alors  les  valeurs  de  l'expression  \/ — D  (moâ.M), 
et  si  l'on  en  trouve,  les  facteurs  de  AI  se  déduiront  absolument 
de  la  même  manière  que  plus  hautj  mais  si  l'on  n'obtient  au- 
cunes Taleun ,  c*est<4-dire,  11  — 1>  n*est  pat  résidu  de  M,  M  ne 

a 
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sera  cttUdniemtnt  m  un  nombre  pKemkr»  ni.  une  pninaiice  d'oK 
'nombre  premier*  Quand,  dans  ce  eas^  on  voudra  connaître  lea 
facteurs  enz-mêmes ,  il  &udra  recommencer  l'opération  avec  nna 
antre  Taktir  de  D,  ùa  recourir  à  une  autre  méthode* 

ALuif  par  atemplé,  on  trCuve  que  997551  est  contenu  dant 
une  forme  de  non-diviseurs  pour  :i:'+i848,  x*^iZ6^,  x'-f-iSao-» 

mais  dans  une  forme  de  diviseurs  de;t'-f-84o.  On  parvient  pour 
les  valeurs  de  l'expression  \/ — 840  (mod.  997351)  aux  expression* 
sfc  VcT»  ^^rii"»  ^'^^  ^'o*^  facteurs  déjà  connus. 

Ceux  qui  désireraient  un  plus  grand  nombre  d'exemples,  peuvent 
consulter  le  n"  ^28,  où  te  premier  prouve  que  5428681=307 . 1 7685; 
A  âi^         le  second,  que^^f^^st  un  nombre  premier j  Ip ■  troisième ^  quo 
^       *  ^7531  est  sûrement  un  nombre  composé. 

Au  reste,  les  limites  de  cet  ouvrage  ne  nous  permettent  d'in- 
sérer ici  que  les  bases  les  plus  importantes  des  deux  méthodes  qui 
servent  à  la  décomposition  en  facteurs.  Nous  réservons  pour  une 
autre  occasion  rexposition  plus  détaillée j  aijosi  que  plusieurs  tables 
ankiliairei»  ... 


•Vf 
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,  .s  E.Û  T  .1.0  N..  ..S  E  P  T I È  M-ï;  :  .  ,■ 

'Des  Eauations  end  déterminent  les  Sections  circulaires, 

8S5.  PariAi  Icii  scdhiilèiniieas  liftiportaiit  dànt  les  limvtax  dtr 
luoderneB  ont  esrtobi  k»  Mi^tbéniaÂSqiict/  kt  fimetions  circu* 
laires  tiennent  lans  aucun  doute  le  premier  rang.  Cette  étonnants 
espèce  de  quantités^  à  laquelle  nous  sommes  conduits  k  chaqntf 
instant  dans  des  recherches  qui  y  semblent  toilt-à-fait  étrangères^ 
et  du  secours  desquelbs  ne  peut  se  passer  aucune  partie  des  Ma- 
thématiques, a  occupé  avec  tant  d'assiduité  la  pénétration  dei 
plus  grands  géomètres,  et  ils  en  ont  fait  une  théorie  si  vaste, 
qu'cui  ne  pouvait  guère  s'attendre  qu'une  partie  de  cette  théorie  , 
partfe  élémentaire  et  pour,  ainsi  dire  placée  àl'eutiée,  pût  reoe- 
▼bir  dés  aocroisaenqtens  considérables.  Je  pade  de  îa  théorie  des 
fonctions  tHgoii.oiiiécriçiues>  qui  répondent  aux  arcs  commensn- 
îràbles  aVec  m  cijrcbnfôreViçé',  bu  de  .  la  tbéorie  dés  '  poTjgones  ré^ 
gblierSy.^ont  on  ,ne  connaît  jusqu'à  présent  que  la  plus  petite 
partiëj  âiiisi  qu'on  je  verra  par  Section.  Le  lecteur  ponr- 
fait  s*étonnec  de  rencontrer  une  semblable  recherche  dans  uiî 
ouvrage  consacré  à  une  doctrine  qui  paraît  au  premier  abord  ab- 
solument hétérogène-,  mais  l'exposition  fera  voir  bien  clairement 
quelle  est  la  liaison  de  ce  sujet  et  de  l'Arithmétique  transcendante. 

Au  reste,  les  principes  de  la  théorie  que  nous  entreprenons 
d'exposer,  s'étendent  bien  plus  loin  que  nous  ne  le  faisons  voir 
icij  ils  peuvent  en  e£fet  s'appliquer  non-seulement  aux  fonctions 
circulaires,  mais  aussi  avec  «utant  de  succès  à  beaucoup  d'autres 
jGmçtioiis  transcendantes  y  par  exemple,  à  celles  qui  dépendent  de 

l'intégrale  J* ^^^f^^y  et  en  outre  àdifiérens  genres  decongruences} 

mais  comme  nous  préparons  un  Ouvrage  assez  étendu  sur  les  fonc- 
tions transcendantes,  et  que  dans  la  suite  de  ces  Bêchcrchcê 


Digitized  by  Google 


4So  RECBÈRCHES 

arUhmétipiÊê  mm  fraiteroat  amplement  des  Mgrooieett  Bout 

ftYOM  cm  na  davoir  wmààênt  iei  que  Im  fhncitioBt  ckonlalNt.* 

et  même  quoique  nous  puMiont  les  embrasser  dans  tonte  lenr  ^ 
néralité,  nous  les  réduirons  au  cas  le  plus  simple^  comme  on 
le  voir  dans  le  n*  suivant,  tant  dans  le  dessein  d'abréger ,  que 
ponr  rendre  d'une  intelligence  plot  £uûle  1m  pdndpet  teut^à-^it 
nouveaux  de  cette  théorie. 

SS6.  Si  nous  désignons  par  P  la  circonférence  do  cercle^  on 
quatre  angles  droits,  que  nous  supposions  entiers  les  nombres  m 
et  »f  et  n  égal  au  produit  de»  &cteux9  premiers  entre  eux  a, 

h,  û,  ete*$  Paogle  Ass^  peut,  ptr  le*  n*  Sio,  être  mit  tout 
|«  forme 

il  le»  fiiOQtioai  trigpBooiâtriques  qui  ei^  di^endent  te  dédnimnf  « 
pai  les  méthode»  coonnee^  des^  fonction»  coneipnijdantet'euy  pec« 

lies  eto.  Ainsi»  eoouBO  on  peut  toufool».  pniidns  >po« 

ç>f  b,  c,  etc.  des  nombres  premiets  ou  des  puissances  de  nombres 
premiers*  Il  sofiU  jvideniiiieitt  de  considéver.U  section  du  cercle  . 

parde»  dont  le  nombre  es|  premier»  09  une  pniisance  d'un 
aoBii^re  pieniîer»  et  le  polfjgpne  de'  is  côtés'  se  diidaiire  snr-le» 
dmi^p  été  polygones  de  a^  J^'^  e,  etc.  côtés.  Cependant  ici  non» 
bornerons  nos  recherches  au  cas  où  l'on  doit  diyiser  le  cercle  en 
un  nombre  premier  impair  ,  dé  parties»  En  e^t»  il  est  constant 

que  1b»  Ibnetiona  oireidalrea  qn&  ^pon4iiit.ài  ITasilay,  »add» 

mP 

dnisent  de  celles  qui  appartiennent  k  l'angle  ----  par  la  solution 

d'upe  éqnstifln  do  à!^fikp\  dcfl  Sm^^UCOft  qo!  déduira»,  par  une 

dquatioa  de  même  degré,  oeUe»  qm  'apparliemieBlDftuPanglb 

de  manière  que,  si  l'on  connaît  déjà  le  polygone  de  p  côtés,  00 
a  nécessafrement  besoin  de  la  résolotién  de  X-pi  ^attOoir'dU 

degré  p  pour  obtenir  le  polygone  de  p^  côtés;  et  ip^iuc  »  °ûus 
pouvions  étendre  notre  théorie  à  œ  cas,  nons»  ttTett.  Jerioosipe» 
moins  eendoHs  an  mAne 'nonlire  d'équationt' d»  degré  p  . 
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pr^nuer*  .. .   .  • 

1.....  ,      ■  '  ..   • .  ^  • 

Ainsi,  par  exemple,  nous  ferons  y oir  plus  bas  que  pol/«ine 
dè  17  côtés  peut  être  construit  géométriquement;  mais  pour  dé- 
termitierle  polj^gone  de  389  côtés,  ôq  ne  peut  éviter  d'aucun» 
manière  l'ëquadon  dn  dit-ieptième  degré. 

337.  Tout  le  monde  mU  qôe  les  foinetioiit  Iflfoiioniécriqaet 
«mt  lei  radnes  d^ine  équation  dn  degré  «5  ces  éqnaUoos  sont:  ' 

*  i.a   ^y^p^  rXs  =^+^^0  (I), 

 (m). 

Cesjlqiiation.,  qui  sont  toutes  vraies  quand' «  est  impair  0*  le-' 
W^l.esl  PpêQe  q^and  «  «st  paâr>,  se  rédtH^enf  faeîïetaent  au 

i^^kUl  *^^!^^^^^^ '  P*^^'     pretoière  ctfa- 

¥Mfr^*  fftidîfiUBi  par  ai  «iwuite  x»==y-,  qtrant  è 

la  teconda,  elle  fenfttme  néMaiment  U  râcîne  xl\lco.J, 

•*  \m  égales  dew  à  deux,  eoa^ssckW^S^^ 

coi^6BCoai--5i.,  ^  timm  l-^quiliett  est  divisîMepar  A 
et  le  quotient  ait  un  quané.  En  extrayant  la  racine,  l  équatiotf 


■  ■••  •  >•  •  .•'     ^.     .  1  il.,  î  '  .  "T.''  •  . 

?'îi«i     :       Vî.  '11/  .  ,  • .  j 

dont  les  racines  spn^^Ies,  oodn^s  des  angles  ^,      ,  H, . , . .  HL, 

On  ne  connaissait  pas  jusqu'à' présent  de  réducTions*  ultérieu^ 
de  ces  équations,  aèmiè  pour  le  eas  où  /»  est  un  nombre  pcemîer.^ 
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.Optait  aneiiM  de  dor  équctioat  &*ett  û  edminode  ft  fcUferjf  * 
ni  te  prête  tant  à  notco  denein  ,  quo  l'équatloo  âtf"— i  ss6,  dont 
on  tait  qna  les  raeioet  tout  intimet^ant  Uéat  «rec  les.  cacinet  des 
pcemikes.  En  effets  si  l'on  représente  par  <  la  quantité  imaginaire 
Y  «  les  racliifit  de  ré<|uatioa  — i^o  iqit  yepiâentéea 
piir  U  fonanle 

KP  i  .  .  KP 

OÙ  Ton  doit  pcendie  pose  tow  lei  nombeai  i  V  ^«  .  i  i 
ainti^  comme  qpi  «  . 

•  r  •  •      ,      .n       •    - .       .  ..•  • 

•  >    '        ••     «•         -  • 

les  làeiaet  de  ré4uation  (I)  terdnt  expciméea  pas 

CaUet  de  téquaUon  (II)  par   i^r-f-i)  = 

odlei  de  réqaation  (UI)  ^T^' 

C'est  pourquoi  nous  établirons  nos  considérations  sur  l'équation 
ji^^i;=.o,  en  supposant  que  n  soit  on  nombre  premier  impair  ^ 
mais  poiir  ne  pi^  ioterBompre  l'oadre*  d^  nos  xeelriNEckes  >  nom 
commeneerppt  pftr  .lfl  ItmaM  tioiynBt**   v.  i 

538.  Problème.  Étant  donnée  Péquathn  (W)y* .  ir'HiA*'-* 
4-  etc.  =  o  ,  trouver  une  équation  (W),  ^nt  Ukjttcùuê  soient 
lee pmmnifà  ^  êe  ùeiiêê  ihTéptàtgon  (W)y  X  éUmiun nombre 
gtOier  positif  dpnnép  •       •  i  ^  - 

Désignons  les  racines  de  réqnation  (jPf  )  par  a,  b,     efe.  i>' 

celles  del'éqnation  (^)  devront  être  a'',  c%  etc.  Or  ,  par  le 
théorème  de  Newton  ,  on  peut  trouver  en  fonction  d^  coeflioiens 
de  l'équation  QT),  la  somme^des  puisMBceequelconquefdtlracInei 
a,  b,  c,  etc.;  on  cberehera  done  let  fommea 

•     V+*^+i?''4-etc.;  «^+^''''+c''^H:etc.,et^  ' 
^      •  d'rà 
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d'où  par  le  procédé  inverse  tiré  du  racine  théorème ,  on  pourra 
déduire  les  coefficiens  de  TéquiiUoD  On  vi^eiiiiiAme  temps 

qoe  si  les  eoefficiens  de  l'équation  {fF)  sont  tous  rationnelî,  ceux 
de  réquation  (fV)  le  seront  auMi  i  on  pourrait  même  proara  pee 
une  autre  voie,  que  si  les  premiers  sont  entiers ,  les  autres  le  se- 
ront; mais  comme  ce  théorème  ne  nous  est  pas  néoessairo  »  nont 
ne  nous  j  arrêterons  pas  ici. 

SSg.  L'équation  op"»  i  as  o  (en  supposant  «  eomne  il  &ut  tou- 
jours le  fidre  par  la  suite»  que  n  est  un  nombro  premier  impair}» 
ne  renferme  qu'une  seule  racine  réelle  xssi}  les  is— "  i  autres» 
qui  sont  donnés  par  l!équation 

jB*-' 4.  jr"!^*^.  ttc.  4- jf  + 1  es  o» .  • . . .  .(X) 

sont  toutes  imaginaites  ;  nous  en  désignerons  l'ensemUe  par  fi.  Si 
donc  r  est  une  racine  quelconque  de  Xso»  on  aura 

iay*ss;r*"sss.ele.»  et  généralement  isr^ 

pour  toute  valeur  entièro  de  e  >  soit  positive,  soit  négative.  D'où 
l'on  voit  que  si  X  et ^  sont  des  nombres  entiers  congrus  suivant  n, 

on  aura  r'^  5=  7^*5  mais  si  X  et  sont  incongrus  suivant  le  mo- 
dule n  ,  et  7^  seront  inégaux.  Dans  ce  cas»  on  peut  déterminei 
un  nombre  entier  r ,  tel  qu'on  ait 

(X^A»)f SI  (mod.»}»  et  partant»  /^^'*^''=srî 

donc  r^"^^  ne  sei«  oertalnenent  pas  sss  t  :  or  il  est.  clair  que 
toute  puissance  de  r  est  racine  de  l'équation  —  1  ss  o  j  par- 
conséquent  comme  toutes  les  quantités  t  ss  r'»  r»  ?*»  r*  i*~*t 

sont  diflKrentes»  elles  représentent  toutes  les  racines  de  l'équation 

af  —  1  =  o ,  et  r,  r^.  ..r*—*  coïncident  avec  les  racines  fi*  On 

'conclut  facilement  de  là  que  fi  coïncide  avec  r* ,     ,  r*^,  

r^'~'^,  e  étant  un  entier  quelconque,  ^^tif  OU  négatif»  cinour 
divisible  par  n.  On  aura  parconséquent 

d'où  f+r^p^H'-f-  -f.7<--')'=3— ij 

et.. i  -l-r'  +  r".;  4- s=so. 

Kons  Appellerons  réeiprofues  dem  racines  telles»  que  r  et  ^»  on 

lii 
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plut  g^iitfralainmt  ffr"',  «t  il  est  clair  qi»  I0  produit  te 

deux  facteurs  simples  x  —  r  et  a;  —  ^  est 

l'aogle  «  étant     ^|  ou  à  un  de  ses  multiples. 

« 

840.  Aiiiii>  comme  en  lepréteatant  une  racine  de  asso  par 
tontes  les  racines  de  l'équation        i sso  sont  eiprimées par  les 
diffiSrentes  puissances  de     le  produit  de  plusieurs  d'entre  ces  r»* 

cines  pourra  être  exprimé  par  r^,  de  quelque  manière  qu'il  soit 
composé»  X  étant  s=  o,  ou  positif  et  <n;  et  A  l'on  désigne  par  . 
f  (<y  »  «  «t, . . .  •  )  -une  fimetion  alg^riqne  rationneUe  et  entière 
des  indéterminées  etc.,  dont  les  diffiSrens  termes  soient 

de  la  forme  eto.>  il  est  éfldent ,  qu'en  prenant  pour 

u,  V,  etc.  quelques-unes  des  racines  de  Téquation  of  ~  1  saio, 
parnemple»  lassa,  usmk,  p^o,  etcjf  (l»  ».,,•} ^paotn 
être  mise  sous  la  fiirme 

de  manière  que  1m  coefRciens  A  y  A ,  etc.  (dont  quelques-uns 
peuvent  être  =0),  soieut  des  quantités  déterminées-,  et  tous  cet 
coefficiens  seront  entiers  ,  si  tous  ceux  qui  sont  représentés  indé- 
finiment par  h  sont  des  nombres  entiers.  Si  ensuite  l'on  substitue 
b*^,  c*.....  pour  tf  u,  f....  lespeckirement,  le  terme  tel  que 

qui  se  réduisait  à       se  réduira  par  la  nouvelle 

substitution^  à       desorte  que  l'on  aura  * 

On  aura  de  même  en  |^écal  »  /t  étant  un  nombre  entier  quel- 
conque ^ 

proposition  extrêmement  importante  »  et  qui  lert  de  btie  taz  le* 
cherches  que  nous  allons  fidre. 

Il  soit  de  là  que 
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et  que 

^a,  h/f.«yH{a%  ^,c'...)-H(fl»,  b\  c'...)H-etc.-H(a%  ^,  c„.)=nA, 

Ainsi  cette  somme  est  toujours  divisible  par  n,  quand  tous  les 
eoefficiens  déterminés  (feelaqoe  h),  dant  ^(t,u,  sf.,,)  sont  det 
nombres  entiers. 

S41.  Théorème.  Si  la  fonction  X  (»•  SSg)  est  diifiaible par 
une  /bnetion  d'un  degré  inférieur 

/es  eoefficiens  A,  B»...L  ne  peuvent  pas  être  tous  entiers  ni 
rationnels. 

Soit  X=PQ,  (tt)  l'ensemble  des  racines  de  l'équation  P=o, 
(X)  l'ensemble  des  racines  de  l'équation  Q=o,  ensorte  que  il 
soit  composé  de  et  de  (x);  soit  encore  (p)  rensemble  des 
racines  rëciproqaet  ans  lacines  (^) ,  et  (cr)  l'ensemble  det  racl^ 
féciproqiiet  ans  racines  (x)»  et  supposons  qoe  les  racines  contt- 
anes  dans  (f)  soient  données  par  i'éqaatioa  /Kssoj  qui  sera 
évidéjoament 

ai^+  f  x^-'+«te.+^«-f  ^  =:o , 

tandis  que  les  racines  contenaes  dans  *croat  données  par 
l'équation  S=o.  Il  est  manifeste  que  les  racines  (p)  et  (cr) 
prises  ensemble  composent  H,  et  qu'ainsi  l'on  aura /{«^ssX  Cela 
posé ,  nous  avons  quatre  cas  k  distinguer  : 

I*.  Quand  (tt)  coïncide  avec  (p)  et  qu'on  a  parconséquent 
Pz=R.  Dans  ce  cas  les  racines  (;r)  seront  réciproques  deux  k 
deux,  et  parcojQséquejQt  P  est  le  produit  de  s  A  facteurs  doubles 
tels  que 

axcos«-f-t  s=(a; — coes*)^-|-t>xi*«»9 

m 

d'oà  il  suit  que  quel  que  soit  x ,  pourvu  qu'il  soit  réelj  Pob« 
tiendra  une  valeur  réelle  positive.  Soient 

lei  équatio&t  qui  donnent  les  quartés  «  enbea^  biquarcés^  efc;; 


Digitized  by  Google 


436  BECUEECHES 

if-«-i  puiManceSy  des  racineft  fyi),  et  p,  p^tf^f  *p  les  Talemf 

de  P,  P',  P*. .  .P' mpeetivement,  quaad  on  y  fait  «ssi;  par 

ce  qui  a  ôié  dit  prtîcédernmerit  p,  //. .  .p  seront  des  quantités 
iéelies  et  positives.  Or  p  est  la  valeur  qu'obtient  la  fonction 

(i — /)  (ï — —  t^)  etc. 
quand  on  j  substitue  pour  t,  u,       etc.  les  racines  ('tt)*,  p'  est 
la  valeur  de  cette  même  fonction,  quand  on  substitue  pour 
u.  If,  etc.  les  quarrét  de  ces  nèmes  racines;  et  d'aiUeufs  lava« 
leur  qui  résulte  de  la  suppositionf         »si ,  ifs=t ,  eto,,'  est 

évidemment  =o;  donc  la  somme  p-^p'-hp'-i- tic. -j-p  sera  en- 
tière et  divisible  par  n  :  en  outre  on  Toit  fitcilement  que  le  pro« 

duit  Pl^P'. . .  =  X\  et  partant  pp^p'. . .  =:n\ 

Maintenant  si  tous  les  coefficiens  de  P  étaient  ralionuels ,  tous 
ceux  de  P',  P',  etc.  le  seraient  aussi,  par  le  n"  338,  et  par  le 
n*        ils  seraient  tous  entiers^  donc  p,  p',  p' ,  etc.  le  seraient  j 

comme  d'ailleurs  le  produit  de  ces  derniers  nombres  est  ,  et 
que  leur  nombre  est  n — i  plusieurs  d'entre  eux  devraient 

être  égaux  à  i ,  et  les  autres  seraient  égaux  an,  ou  à  une  puis- 
sance de  n.  Si  donc  il  y  en  a  ^  qui  soient  égaux  à  i  ^  on  aura 

f  H-/P' -f-/^' +  elc.  =  ^  (rnod.  n), 

et  partant  non-divisible  par  n*  Donc  la  supposition  ne  peut 

subsister. 

a".  Quand  (tt)  et  (f)  ne  coïncident  pas,  mais  contiennent 
quelques  racines  qui  leur  sont  communes,  soit  (r)  l'ensemble  de* 
tes  racines,  et  T=o  l'équation  qui  les  donnerait;  il  suit  de  la 
théorie  des  équations  que  T  sera  le  plus  grand  commua  divi- 
seur des  fonctions  P  et  il.  Or.il  est  évident  que  les  racines  com- 
prises dans  (t)  sont  réciproques  deux  à  denz^  d'où  l'on  conclun 
par  ce  qui  a  été  démontré  précédemment»  que  tous  les  coefficiens 
deTTn^  peuvent  être, rationnels.  Mais  cela.. arriverait  nécessai- 
rement si  tous  les  coefiv»en.s  d«  ^P  et  partant  ceux  de  R  étaient 
rationnels,  comme  on  peut  le  voir  par  la  nature  de  l'opération 
par  laquelle  on  cherche  le  plus  grkfld  divi^uT  commun  donc 
cette  seppositi^a  esj(. Absurde* 


AniTHMKTIQlTTlS.  4Î7 
'  5*.  Quand  (5^  et  (p)  coïncident ,  ou  du  moins  renferment  des 
racines  communes j  bri  prouvera  de  la  même  manière,  que  tous, 
les  coefficîens  de  Q  ne  peuvent  pas  être  rationnels;  or  ils  le  se- 
raient nécessairement  si  ceux  de  P  l'étaient}  donc  cette  dernière 
toppositioa  est  impoasible.  .. 

4"'  Si  enfin  il  n*y  a  aucune  racine  commune  ni  à  ('Tr)  et  (p)  , 
liii(x}  et  (0-)/ toutes  les  racines  ('sr)  coïncideront  nécessaiip- 
ment  avec  les  racines  (f),  et  les  racines  (x)  arec  lesradnès  (p), 
•t  partant  on  aura  P^S,  Qsss/{)  donc 

d'où  résulte  ,  en  faisant  a:=  i , 

Or  si  tous  les  coefficiens  de'  P  dtalaiit  rattomieb  ils  seraient  en- 
tiers (n*  49) #  partant  ceux  de  Jl  le  seraient  ansii;  donc  i]ui 
derait. diviser  l'unité #  demies  terme  4ib  ne  ponnait.  être  que 
sb  1  f  et  il  s'ensuivrait  que  db  n  serait  un  qaairé«  ce  qui  est  ab- 
surde, puisque  is  est  un  nombre  premier* 

'H  siât  évidemment  de  ce  théorème ,  qve>.  de  qodque  manière 
que  l'on  décompose  X  en*  fiictenrs,  les  coefficienf  «  on  du  moins 
vue  partie  d'entre  eux >  sont  irrationnels,  et  parconséquent  ne 
peovent  être  déterminés  que  par  des  équations  qui  passent  le'  pîrer 
mier  degré.  '     .  '  * 

84a.  Le  bat  de  nos  recb^rcbes,  qu'il  n'est  pas  jnntîle  d'an* 
neocer-  ici  en  peu  de  mots,  est  de  décomposer  XgradueUement 
«n  un  nombre  de  facteurs  de  plus  en  |4as  grand  t  et  cela  de  ma- 
nière è  ce  que  les  coeffîciens  de  ces  facteurs  puissent  être  déter- 
njînés  par  des  équations  du  degré  le  plus  bas  possible,  jusqu'à 
ce  que,  de  cette  manière,  on  parvienne  à  des  facteurs  simples  » 
ou  aux  racines  XI.  Nous  ferons  voir  que  si  l'on  décompose  le  nombre 
p — I  en  facteurs  entiers  quelconques  a,  jS,  5  ,  etc.  (pour  lesquels 
on  peut  prendre  les  facteurs  premiers),  Xest  décomposable  en« 

fiu^urs  du  dc(gfré  dont  les  coefficîens  «seront  déterminés  par 
nne  équation  du  degré  «;  qt^  cbactm  de  ces  facteurs  est  décom- 
posable en  /3  facteurs  du  degré         à  l'aide  d'une  équation  de 
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degré  /3,  etc.  Desorte  que  k  élant  le  nombre  de»  facteurs  a,  /S; 
y  -,  «te,  la  recbenhe  des  raeines  Q  eit  raipenée  à  la  résolutioa 
de  f  équations  des  degrés  <t,  /3,  y,  etc. 

Par  exemple,  pour  ri  —  \j,  on  a  n  — 1  =  3. a. a. a;  il  faut  ré- 
soudre quatre  équations  du  second  degré*,  pour  /is^SjiL  faut  en 
résoudre  trois  du  second  et  deux  du  troisième* 

Comme  nous  aurons  sonvent  à  considérer  par  la  suite  des  puis- 
sances de  r  dont  les  exposans  sont  eux-mêmes  des  puissances ,  et 
que  ces  sortes  d'expressions  se  prêtent  difficilement  à  l'impression, 
nous  userons  de  l'abréviation  suivante  pour      r%  r^,  etc.  Nous 

écrirons  [1],  [2],  [3],  etc.  et  généralement  [A]  pour  r*',  X  étant 
un  nombre  entier  quelconque.  Ces  expressions  ne  sont  pas  entiè- 
rement déterminées,  mais  elles  le  deviennent  lorsque  l'on  prend 
pour  r  ou  [x]  une  racine  déterminée  de  Xî.  Ainsi  [A]  et  [iu,]  se- 
ront en  générai  égaux  ou  inégaux,  suivant  que  A.  et  /u.  seront 
•congrus  ott  incongrus*  suivant  le  module  n.  En  outre  on  s 

[o]=I,    [A].[At]  =  [X4-;*],  [Af=[AAt], 

et  ..[o]H-WH-[aX]-^p^]-f6to.+t('»--»W=«f 

tnirant  que  n  est  aon-divisible  ou  diiiilble  ptr  n. 

54s.  Si»  pour  le  inodule  ;i,  ^  est  im  de  es»  oombiM  que 
(Section  m)  nous  avons  appelés  raemc*  prùmtwes,  les  n— 1 
nombres  t  >  g>  t^f^^ST^  seront  congrus  aux  nombres  i,  a,  5,.«;ji—ii, 
snirant  le  module  ix»  quoique  Tordre  ne  soit  pas  lé  mémo»  c'est* 
à-dire  que  tout  nombre  de  la  première  suite  sera  congru  à  un 
do  ceux  de  k  seconde.  II  suit  de  là  que  les  racines 

.       bL  [«  ur^ 

coSiiddent  aree  A  *,  et  de  mémo  plut  g^nénlemeaft 

coïncident  avec  n ,  si  A  est  un  nombre  entier  quelconque,  mais 
non-divisible  par  n.  Et  comme  on  a  g^'^i  (mod. /?),  on  voit 

sans  peine  que  les  deux  racines         ,  «ont  identiques  ou 

différentes ,  suivant  que  /4  et  r  sont  congrus  ou  incongrus  suivant 
ie  module  »— 1«  .       i  .  •   '.•  • 
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Si  donc  G  e»l  une  autre  racine  primitive,  les  racines 
[^J  , . . . .  [j^"'"*]  coïncideront  ainsi  avec  les  racines  [i] ,  [G] , . . . . 
[G""*],  abstraction  faite  de  Tordre.  Mais  en  outre,  on  prouve 
facilement  que  si  e  est  un  diviseur  de  n — et  qu'on  po«e 
n^-'X^ef,  g^-h,  G'^Ht  les /  nombres 

1,   ht   h\  h\  

sont  eoi^^f  saiTOBtle  module a«  à  ceux-ci: 

sans  afoir  égtfd  à  l'oidie.  SnpposiiiM  en  effet  <r  5^  (raod.n), 
et  flolt  /»  un  nombre  queleonqne  positif  et  et  t  le  résida 
mmimum  de  /m*  (mod./)»  on  «uni  pempmc  (mod.  J«— 1)«  donc 

g^^£^^=g^' {moà,n)   ou  H^^h', 

c*est-à-dire  que  tout  nombre  de  la  première  suite  h,  h',  etc. 
est  congru  à  nn  de  ceux  de  la  seconde     H,  H*,  etc.,  et  xé* 

ciproquement. 

n  suit  de  là  évidemment  qu'il  y  a  identité  entra  les  laeinet 
on  plus  généralement  entra  les  racines 

[A],  [AA'],  et  [X],  [A^],  [X£r'],...[A^/-]. 

Nous  désignerons  par  (/,  A)  la  somme  de  semblables  racines  j 
telle  que 

W  H-  [^]  +  L^*]  4-  etc.  4-  [A//-]  j 

fl  comme  éDe  ne  cbange  pas,  lorsque  Ton  prend  pour  g  une 

antre  racine  primitive ,  elle  doit  être  regardée  comme  indépen* 
dante  de  g,  et  Vensemble  de  ces  racines  s'appellera  période  K), 
dans  laquelle  on  ne  considère  pas  Tordre  des  racines 

Pour  présenter  une  paraille  période»  il  sera  convenable  de 
réduire  chacune  des  racines  qui  la  composent  à  sa  plus  simple 
expression,  en  rempla^t  les  nombres     AA»        etc.  par  leurs 

O  Now  pouRoos  dorénavant  donner  à  la  «oomm  le  nom  de  vakur  miaié- 
nquede  la  périoi» ^  dlui  de pAM»  loffiqa'Sl  B>  aon  psi  d*» 

lN|nitéA  cnindre. 


• 
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ïésiàas  mmima.,  salvant  ]e  module  n-^  et  si  l'on  veut,  on  peut 

ocdûnner  lei.1eniitis  de  la  péiiode  suivant  Ja  grandeur  de.  ces 

nombres. 

Exemple.  Pour  n  =  ig,  2  est  racine  primitive^  et  ,  la  période 
(6,  i)  est  composée  des  racines  •  *  • 

[i],    [8],    [64],    [5i2],    [4096],  [53768],. 

00  [0>    [7]»     [8],     [ti],       [i:»],  [18]} 

de  môme  la  période  (6,  a)  est  composée  des  racines 

*       P]*  Cq,  [i4],  [iq.  ti7]i 

la  période  (6  y  3)  coïncide  areo  la  précédente^  et  U  péiiode 

M*,  ra^  M»  [lo],  [i5],  [iq. 

844*  Oa  remairqueray  au  sujet  de  ces  périodes»  les  observa- 
fions  suivantes,  ^ui  se  présentent  d'elles-méoies: 

I*.  Comme  on  a  AA^sX»  XA^»sAA,  etc.  (mod.  n),  il  est 
évident  que  les  périodes 

sout  composées  des  mêmes  racines,  et  généralement  si  X'  est 
une  racine  quelconque  de  (/,  A),  cette  période  sera  identique 
avec  (y,  h').  Donc  deux  périodes,  de  même  nombre  de  termes 
(que  nous. nommerons  périodes  fefné/o^iSfff),  seront  identiques, 
si  elles  ont  une  seule  racine  commune,  et  paroonséqnent  il  est 
impossible  que  de  deux,  racines  contenues  dans  une  certaine  pé- 
riode ,  il  ne  s'en  trouve  qu'une  seule  dans  une  période  semblable: 
et  il  est  clair  que  si  les  racines  [A],  [A^  appartiennent  à  k 

même  p^iode»  la  valeur  de  l'expression    (mod.  n)  sera  eongroiiB 

à  une  certaine  puissance  de  A  »  on  que  l'on  peut  supposer 

A's?^'*  (mod./s). 

a*.  Si y*=7z  — I,  on  a  f=i,  et  la  période  (/,  i)  coïncide 
avec  CL;  mais  dans  les  autres  cas  H  sera  composé  des  e  pé- 
riodes (/,  1),  i^f.g),  {/,g*),etc.,...  (/,  et  comme  ces 
pcrioiics  sont  toutes  diflérentes  entre  elles,  il  est  clair  que  toute 
autre  période  semblable  (/*,  A}  coïncide  avec  l'unQ  d'elles, 

pourvu 
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pminri»'<|iie  [A]  soU.uoe  des  racines  Cl,  c'est-à-dire;  que  X  ne 
soit  pas  divisible  par  n.  Quant  à  la  période  (f,  o)  ou  (f,  kri), 
elle  est  évidemment  composée  de  y  unités.  On  voit  même  que 
si  A  est  un  nombre  quelconque  iioxi-di?isible  par  l'ensemble 
des  e  périodes 

(/,      (/*       U»  V)*  U> 

coïncide  encoie  avec  A. 

Aiosif  par  exemple,  pour  /z  =  i9  et  f=^6,  Cl  est  compoté 
dei  trois  périodes  (6^  i)*  (6,  2),  {6,  4),  à  ime  desq&Ues  toute 
antfe  seniblabJe^  excepté  (6^  o),  peut  être  ramenée. 

S*.  Si  iz— I  est  le  produit  des  trois  nombres  positifia,  B,  c, 
i)  est  é?ident  que  tonte  période  de  bc  termes  est  composée  de  b 
périodes  dont  chacune  a  o  termes^  c'est-à-dirç  que  (bç.  A)  est 
composée  des  périodes  , 

o*est  pourquoi  nous  dinms  que  oes  demièces  sont  contenues  daiii> 
(ào,  X). 

Ainsi»  pour  1198199  la  période  (S,  i)  esl  composée  des  trois 
(a«  (9*  9)f  (3f  7)»  dont  la  première  contient  1m  racines,  r,  r**y 
Ul  seconde,  r*,  r*^i  la  troisième»  r*,  r*% 

S45.  TH<6RàM«.  Soiâm'(t,,K),  éttix  périodes  sem^ 

Iflabiesp  uUiUiques  0U  diJerenUs,  a  [A],  [x'],  [x*],  etc.  ies, 
racines  qui  composent  (f ,  X)  ;  le  produit  de  (f,  X)  par  (f»  /c) 
iera  ia  somme  des  f  périodes  semblables,  G*esP-à-dire,  . 

as(f,X-f./»>H-(f,x'4.A*)4.(f,  XM-/*),  ete.5=W. 

.  Sbit  comme  plus  lianft  n^ixef,  g  nne  racine  primitiye 
pour  le  module  n  »  et  hza^,  on  aura  par  ce  qui  précède 

le  produit  cherché  sera  donc 

M         +  xA;H-IM'],(/»x;o-i-eto.,  , 

«t  partant  r 


Kkk 
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•      [  y^[xh'-^fi  ]  ^^[xff^^  ) 

■    ^[X/i+fth]+[Xh*-i-fih-]-{.[^h'-^fih]  • 

+  etc.  '     '  ' 

.  » 

Cette  expression  «ontienâra  en  tout  racioas^  et  si  l'on  ptend 
•éparément  la  somme  de  cliftqne  colonne  verticale^  on  trouve 
que  la  somme  totale  est ,  comme  nous  l'avons  âhtUmcé,  égale  à 

or  X'sXft»  if^hh*,  ttc,,  «uîrant  U  modufe  n,  9%  pûUnt 

.     '       X'-j-fx-^Xh-^-fi,  =  etc. 

NoDS  joindrons  à  ce  théorème  les  coroliaîres  suivan»  : 

i*.  k  étant  un  nombxe  entier  ijoelconque^  le  ^odttitde  (f,  kxy 

par  (/»  W  est 

a*.  Comme  b«  différeatef  parèfet  <)«i  cotepolBui  ^  cdStoeideiki 
éfidemmeot  avec       o)ss3ff,  oa  avec  ime  des  périodes 

il  esC  évident  que  TV  peut  se  i aitiener  à  là  ferme  inivante  : 

^  W^itf'^f.iH^if,  ff)+*'(>^r>-^ete.4^^'^</,  r=')v 

dfr  let  eoeffioleds  ete;  sont  eûtierb  et  positillr  ou  qnel- 

^e9-i^ns  o;  eteirdiiCnr,  le  j^roduitde  iUt}  par  ^> 
devient  alors 

Ainsi;  pour  A  8B 19,  Te  produit  de  là  somme  (6,  1)  par  effe- 
même  y  bu  le  qnarréde  dette  sonmle',  esl  ' 

(6,  a)  +  (6,  8)H-(6,  ô)  +  (G,  i3)-h(6,  ,9), 

ou  1.6+ a (6,  i)  +  (6,  2)-f-a(6,  4).  • 

5*.  Comme  le  produit  de  chacun  des  termes  de  }V  par  une 
période  semblable  (/,  v)  peut  être  ramené  à  une  forme  analogue, 
il  est  évident  que  le  produit  (/,  f^)'(/,  0  P«"'  être  re- 

présenté par 
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cf-^  ài  f,  0  +       %)  H-  etc.  +  /'^  (/,  ^'-), 

c,  d,  etc.  ^tant  tous  entiers  et  positifs,  et  qu'en  ontre^  siit 
est  entier»  on  a 

On.  élendia  à»  la  mênie  manière  ce  diéorèfne  ans  prodnits  de 
tant ^  périodes  semblable  qu'on  Tondra,  et  il  iniKirte  pe^t 
ces  p^odet  spient  tontes  dî0^ntes»  oq  en  partie  diiClp 
lentes,  et  en  pavtto  identiques,  on  mAme  toutes  idej^qnes. 

4%  Il  spit  de  U  4  4ens  une  fonction  algébrique  ration- 
nelle et  entière  Fsaf  (t,  u,  on  substitue  pour  les  indé- 
terminées t,  u,  V,  etc.  cespeetiirieui^t,  les  périodes  semblables 
(/'  if»  m)>  C/  0>  etc.,  la  Tàleur  de  cette  fonction  e^ 
toujours  réducti|;>le  à  la  forme 

et  que  les  coeQî^enf  ïït  etc.serôot  tous  entiers,  si  les 

coeflficien*  de  la  fonction  F  le  sont  eux-mêmes.  Si  ensuite  on 
Substitua  pour  u,  t^,  etc.  respectivement  les  périodes  {^f%>X^ 
(/,  /cA>,      fk),  U  valeur  de  JP  sera  de  la  ^Mrme 

S46.  THioRiMB.  JSi  Pon  guppôsc  que  \  ett  tm  nombre  non* 
HtfUibU  par  n,  U  qm  pw  a^f^^ger  ^qfifostç  (f,  ^)s*p, 
toute  autre  période  eamhlable  {î,  p,)  oà  eet_  aussi  non*^»i: 
êible  par  n,  peut  être  nàst  eouè  in  firme 

de  manière  çue  les  coejiçieae  a,  ^,  y,  -  --^  j  soient  ratiomtele 
et  déterminés. 

Désignons  par  p,  p\  p',  etc.  les  périqdcs  (/,  A^J) ,  (/,  ^g*),  etc. 
jusqu'à  (/,  >i^')t  dont  le  nombre  ette—i,  et  avcgs  une  des- 
quelles fi)  coïncidera  nécessaiiément.  On  aura  sur-le-cbamp 
Péquation. 

.  p^i^t-^p^p'-^p"  +p'^^9te  (I),.; 

-et  ee.  formait,  d'api:t^&  le  n'  précédent,  les  puùaânqes  de juf- 
qu'à/»'r',  on  aura  les  e  — a  autres  équations 

a 
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oessp^  +:a  4-   + «y + «y + «v*  -H  eic:?  ï  .  (nj 

o:^p'  +  B'-i'lp'^by'^by-Ji'  3V  -H  etc.. .  .(01) 

o  a  p4  4- c + 4- + 6y  4- «Tjp' 4- été- .  •  •  (n^ 

etc. 

ou  tons  les  coefficiens  A  y  a,  a',  etc.,  Bf  b,  h',  e(c.,  efc.  sonÉ 
entiers  et  indépendans  de  A,  ainsi  qu'on  peat  le  conclure  du 
précédent  ;  e'est>&-dire,  que  lés  mémet  équatiohs  anrostUea 
Quelle  que  toit  la  Talenr  que  l'on  donne  à  X:  cette  remaïqne 
f^étead  i  l*^uation'(I)  »  jMnum  ijne  X  ne  toit  pat  divisible  par  »• 

Siipposons  maintenant  (y^  yL)-=.p';  si  (yi  ft)  était  (?gale  à  une 
autre  des  périodes  p*,  etc.,  il  est  évident  cjuc  l'on  pourrait 
emplojer  des  raisonneniens  analogues.  Comme  le  nombre  des 
équations  (I),  (II),  (III),  etc.  est  c —  i  ,  les  quantités p' ,  p",  etc., 
dont  le  nombre  est  9^^,  pourront  être  élin^éei  de  manière  i 
ce  ^*on  ait  une'dqnation  telle  qne 

4ana  làqàelle toUt  enliert  et  ne  sont  pat  tout  nnit 
i-la-fbit.  Or 'si      n'est  pas  =:o,  il  est  dair  qne  cette  équation 
donnera  pour  p'  une  valeur  de  la  forme  annoncée;  ainsi  il  ne 
^out  rette  plnj^  qu'à  démontrer  q|ae  l'on  ne  pent  avoir  ;so- 

»  En  supposant  IV*^*^,  Wqnation  7  dévient  •  ' 

ilf>'-' 4- et».  4- C/?' 4- J?>-f--^'=o* 

à  laquelle  ne  pent  tatii&ire  an  plus  qu'on  nembre  tf—  i  va- 
leurs de  p»  Mais  comme  les  équations  dont  on.  a  ^ré  Z  sont 
indépendantes  de  X,  il  est  clair  que  l'équation  Z  elle-même  ne^ 
dépend  pas  de  X,  c'est-à-dire  qu'elle  a  lieu  pour  toute  valeur 
de  X  entière  et  non-divisible  par  n.  Cette  équation  sera  donc  sa» 
tisfaite  par  les  valeurs  des  e  périodes 

d'où  il  suivrait  que  les  valeurs  de  deux  de  ces  périodes  au  moins 
seraient  égales  entre  elles.  Supposons  qu'elles  contiennent  nsfpeer 
ftivement  les  racines  «  '  •  .m 
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IQ»  Kl»  Kl'       W'  M'  M'  «'C" 

•f  «jne  let  nombres  ^9  Ç,  etc.,  n,  m',  ete»  soient  positifs 
et  <»»  ce  qui  est  permis;  il  est  évident  qu'ils  seront  tous  diffé- 
jeos  »  et  qa*ftucim  d'eu  ne  sera  so*  Désirons  par     la  feoctifui 

X  +x  H-a;'' -f- etc. — a:  —  a?  —    —  etc. , 

dont  le  terme  le  plus  élevé  ne  surpassera  pas  a;"-';  il  est  clair 
qu'on  aurait  J^=o,  si  l'on  faisait  a:  =  [i]-,  donc  J^contienclrait 
le  facteur  x  —  [i],  qui  lui  serait  commun  avec  la  fonction  déjà 
désignée  par  X  (a°  SSq)  :  or  il  est  facile  de  démontrer  Tabsur- 
.dité  de  cette  dernière  supposition.  En  efit^  AXtt  Y  aTaienf  un 
diviseur  commun  >  il  s'ensuivrait ,  .par  la  nature  de  l'opération ,  qi|l 
.sert  à  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  fonctions 
semblables  dont  les  coefficiens  sont  rationnels^  que  ce  plus  grand 
commun  dlriseiir  aurait  tons  ses  coefficiens  rationnels;  car  il  est 
d'ailleurs,  évident  qu'il  ne  peut  être  du  degré  n —  i ,  puisque  T 
est  divisible  par  x»  Mais  rous  avons  fait  voir  (n*  540  <1"®  ^ 
ne  peut  être  divisible  par  une  fonction  de  degré  inférieur  à  n — i, 
dont  les  coefîiciens  soient  ratioimels;  donc  on  ne  peut  supposer 
que  l'on  ail  iV'=o, 

Exmple*  Pour  RS19  et /=6,  on  a 

•  •  •  •  * 

.  d'eû  i'on^  tûpe. .  • .  .;^s4  — j/  =5— .5—;»  -^P'i  .  : 
ainsi 

(6,  2)  =  4  —  (6,  !)•  ;  (6,  4)  =  -  5  -  (G,  0  4-  (6,  0* 
(6,  4)  =  4  -  (6.  (6,  i)  =:  —  5  -  (6,  a)  +  (6,  a)- 

(6,  1)  =  4  -  (6.  4)N  (6,  a)  «  —  5  ~  (6,  4)  H-  (6,  4)'- 
847*  Théorème.  5/F=^  (t,  u>  v...)A;^iine yôxitffîbninvariable  '(  *  ) 
algébrique  ratiotmâUe  et  entière  Ue  t ùtdéterminées  t,vi,v,  etc. , 
,et  qtfen  eubstittumt  à  la  place  de  ee»  indéterminés»- Ut  îra* 


(*)  On  «ppcllafeiictions  *v^avùttu  cellw  où  tovtM  le*  indétenninto  «ntmt 
d«  la  mSma  inaai^,  ou  pltu  clairemeiit,  cdlea  qw  ne  changent  pas,  de  qadqm 

manière  <{ne  les  indéterminées  soifnt  permutées  entre  elles  ;  telles  sont  la  somme 
de»  iiuiêteniiiiiéesi  leur  produit,  la  aymme  de  leurs  produits  deux  à  dcux^  etc. 


» 
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cines  contenuâs  dans  la  périçdc  (f,  K),  on  ramine  cette  fonù^ 
tion  à  la  forme 

A + AXi] A' W  +  c/<7,  =  W  , 

^aprés  ee  qui  a  été  dît  (n*  54o);  tes  racines  qui,  danêeeùâ 
expression,  appartîenàront  à  une  même  période  quelconque  de 
f  termes ,  auront  des  coefficiens  égau», 

|iériode ,  e^sqpppioiis  p  fi  q  ppiiti&  f%  laolndiei  que  n\  ^^  s*agU 
de  détpoqtcer  que      «I  iq\  «liront  4aQS  ^le  même  codlMefi^* 

8oit  «MOTS  9= pg^  (mod.  n),  et BeflÉBCMt[x] ,  [A'] ,  [à*]  ,  etc.  j les 
•raciaet  omitennei  daat  e&  Bout  supposons  K,  y,  x',  ete, 

positifs  et  ^moîadfes  qne      tmeat  enfin  M%  eto,  les  fé- 

sidus  minima  positif»  des  ^ombres       ,  ^'g'f  ^V^*  etc.  suivant 
le  module  n}  fjt.,  h-',  elc*  seront  évidemment  identiques  «yec  A« 
y,  etc.,  si  l'op  ne  fiE^it  pas  attention  à  l'onfae»  Ot  H  mît  du 
S4Pj  que  la  fonction. 

peut  être  ramené  à  U  forme 

en  désignant  par  8,         eteii  les  résidas  mhtàna  des  nombres 

g  f  f  etc.  suivant  le  module /i  ;  il  est  évident ,  d'après  cela  » 
que  [7}  aura  dans  W  le  même  coefficient  que  [77]  dans  1^.  Mais 
on  voit  sans  peiné  que  le  développement  de  l'expression  (I)  donne 
k  même  Irétôltat  que  le  déreloppement  de  Feipreasion 

-9{ Ml         M*  etcl,    .       •  ' 

pnisque  /A=y<g  ,  fi'=\'g  ,  etc.  (mod.  n)  ;  mais  cette  expression 
donne  le  même  résultat  que 

<P{W.  M»  etc.}, 
parceque  les  nombres       /u-',  fi',  etc.  ne  diffèrent  des  nombres 
K',  A%  etc«  que  relattyemant  à  l'ordre^  qui  a'inâue  en  riea 
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dani  tme  fonctioa  inraflablt*»  dono  /îT  feroai  Sdeatiques , 

et  pacânf  [p\  et  [y]  anront  inême  coefficient  dans  W, 

Il  toit  é?idemment  de  I&  que  TV  pent  être  ramené  sons  la  fortne 

A*{'a(f,  i)-fa'(/,  B)'¥a\f,  ^)-heto.+a^'^  (/,  1 
les  coefficiens  A,  a,  a',  etc.  seront  entiers  et  déterminés  1  si  tèîis 
les  «oeffieîeM  da  F  sont  rationnels  et  entiers* 

AiflSii  fiar  «nnilf»  si  iisait9«  /b6  et  Aai»  M  qnti  k 
fonction  ^  déii^  U  àoaudb  des  proétails  dei  Indétertninéee  prises, 
devt  i  devxj  sa  valenr  se  raosèna  à 

De  plus,  il  est  facile  de  Toir  que  si  Ton  substitue  ensuite 
pour  t,  u,  f,  etc.  les  racines  d'nne  antre  période  {/,  k?^),  U 
Taleor  de  F  devient 

A-^aif,  A)-f-a'(/,  kg)+a\/,  kg*),  etc. 

34^.  Comme  daus  toute  équation 

as/— H- /Sa/— — .        +  etc.  =0 

las  coefiîcîens  tip  fi,  y,  etc.  sont  des  fonctions  invariables  des 

racines,  savoir,  et  la  somme,  /S  la  somme  des  produits  des 
racines  prises  deux  à  deux,  y  la  somme  des  produits  trois  à 
trois ,  etc.  j  il  en  résulte  que  dans  l'équation  qui  donne  les  racines 
contenues  dans  la  période  (f,^),  le  premier  coefficient  sera  {/,  h), 
et  chacun  des  autres  pourra  être  ramené  à  la  forme 

on  A  f  a,  t^,  ece.  sent  des  entiers.  D'ailleurs  il  est  clair  que 

l'équation  qui  donnerait  les  racines  que  contient  toute  autre  pé- 
riode Çf,  Xk)  se  déduirait  de  celle-là,  si  dans  chacun  des  coeffi- 
ciens  on  substituait  (/,  A)  pour  (/,  1),  (f,  kg)  pour  {f,^), 
et  généralement  {f,  kp)  pour  {/,  p).  On  pourra  donc  de  cette- 
manière  assigner  un  nombre  e  d'équations 

zzso,  z'=iO,   z's=iO,  etc. 

qui  donneront  respectivement  les  racines  contenues  dans  les  périodes 
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aussitôt  que  l'on  connaîtra  les  sommes  (/,  (/,g*),cte,i 
ou  même,  que  l'on  ea  connaîtra  une  seule,  puisque  (u"  346), 
la  ▼alenr  de  chactme  d'elles  pent  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  d'nne  leole.  Cela  fait,  la  fonction  X  sera  décomposée 
en  â  facteurs  du  degré  /:  le  produit  des  fonctions  z,  j^,  «'j  etc. 
sera  évidemment  sa  X 

Exempte.  Vmu  nassig,  la  somme  de  tontes  les  itcines  con« 
tenues  dans  la  période  (6,  i)  est  =(6,  la  somme  des 

produits  deux  à  deux  est  =5 +(6,  i)-f-(6,  4)  =  )3*,  la  somme 
des  produits  trois  à  trois  est  =2-f-a(6,  i)  +  (6,  2)=^;  la  somme 
des  produits  quatre  à  quatre  est  =3 +  (6,  4»)  =  *^i  ^* 

somme  des  produits  cinq  à  cinq  est  =(6,  i^s=:€>  le  produit  de 
toutes  =  l 'f  donc  l'équation 

z =«*  —  eue*  H- /Sx*-|->«' H- <^^' — «+ 1  =0 
donnera  toutes  les  racines  contenues  dans  la  période  (6,  i).  Sif 
dans  les  coefEciens  et,  j3,  y,  eCc*  on  substitue 

(6,  a),  (6, 4),  (6,  i)  pour  (6,  1),  (6,  2),  (6,  4) 

respectivement^  il  en  résulte  l'équation  i'so,  qui  donnera  les 
racines  eontenues  dans  (6,  a)  ;  si  l'on  fait  dans  eelle-ci  le  mémo 
diangement,  on  a  l'équation  z'  =  o ,  qui  donnera  les  racines  eonr 
tenues  dans  (6, 4),  et  le  produit  zzV  sera  ^al  à  JL 

549.  Il  est  souvent  plus  commode,  surtout  quand  feWùn  grand 
nombre,  de  déduire  les  coef!îciens  a ,  ^,y,  etc.,  des  sommes  des 
puissances  des  racines.  Il  est  évident  que  la  somme  des  quarrés 
des  racines  contenues  dans  (f,  A)  est  =  (/,  2A) ,  que  la  somme 
des  cubes  est=:(^  3a),  ctc.>  ainsi  eu  faisant  pour  abréger^ 

on  aucn 

expressions  dans  lesquelles  on  doit  convertir  sor-le^amp  (n*  345), 
les  produits  de  deux  périodes  en  sommes  de  périodes.  Ainsi  «  dans 
notre  exemple ,  si  l'on  foit  pour  abréger, 

on  trouve    q^p»  /  =  /=7*'=5=/*  f^f^p'i 

dODB 
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donc  «LSZpf 

etc. 

An  nste ,  il  «iffit  de  ealouler  de  cette  mâiùhn  U  mAOé  det  coeffi- 
cient, car  on  prouve  sans  difl^nlf^  que  les  deniers  toot  égaux  ans 

premiers  dans  l'ordre  inverse,  savoir  le  dernier ssi,  l'ayant- 

dernier  =  et ,  l'antépénultième  =  /3 ,  etc.  ;  ou  qu^ils  s'en  déàuiienf 
en  substituant  pour  (/,  1),  (f,  g)  ,  etc.,  les  périodes  </,  — i  )  , 
etc.,  c'est-à-dire  (f,n~-g),  (//z— ,).  Le  premier- 
cas  a  heu  quand/ est  pair,  le  second  quand /est  impair  ;  mais 
le  dernier  eoeCBclent  ett  toujours  =  i.  Cette  propriété  se  tiie  du 
théorème  do  n*  79,  mats  nous  sommes  forcés  de  ne  pas  nous  ar- 
rêter sur  ce  sojet. 

35o.  Théorème.  Sî  n-^\  est  le  produit  de  trois  norribret 
enUert  posttifs  a,  fi,  y,  et  que  la  période  (/3>.,  a)  ,  qui  a  /3v 
termes,  9oU  composée  de  fi  périodes  {y,  A),  a),  (j.,  a';,  etc., 
dont  chacune  a  y  termes}  si  de  plus,  en  eukeUtuant  les  sommes 
(y»  C?.  (y,  X7»  à  lapiaee  det,vL,r,ete,,  dans  une 
fonction  F  sssf(t,u,  y,..)  telle  qu*au  rt*  54y ,  elle  se  réduit  à 
A+aC^,i)+a'(^,g)...iH-^0(p,,g-^...^»W(^^g-^-^^^. 
en  supposant  d^aiUeurs  ^ue  F  soit  une  fonction  iftpaHabûi  les 
périodes  comprises  dans  (W) ,  çid  appartien^nt  à  une  mémi 
période  de  fiy  termes ,  c^est^à^,  en  général  celles  qui  seront 

telles  que  (y,  g^)  et  (>,  g*'"'-'') ,  ,  étant  un  entier  quelconque, 
auront  néeessairement  les  mêmes  coejhiens, 

La  période  (fiy,  A^*)  étant  identique  am  la  période <i3}.,  A), 
les  pc^riodes  plus  petites  A^*),  (y,  x'^«),  (y,  x'g*),  ete.  dont 
la  première  est  évidemment  oomposée  »  doivent  coïncider  avec 
celles  qui  composent  la  seconde  ,  abstractipn  faite  de  l'ordre.  Si» 
donc  on  suppose  que  par  la  substitution  de  ces  périodes  à  la  place 
des  indéterminées  i ,  « ,  p ,  etc. ,  le  facteur  F  se  change  en  fT  , 
ff^  devra  coincidet  avec  W.  Mail  (n*.  547)  on  a 

LU 
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AUisi^  puisque  ôet(e  expression  doit  coîncicter  avec  PV,  le  pre* 
tti^ê^  tDtoffifciéiit  ^  fV(th  Matma^ï  pftir  a)  dérrà  êlre  iden- . 
tique  avec  le  ot-f-i'"',  le  second  avec  le  ct-f-a'"',  le  troisième 
avec  le  «  4-  S'^',  eto.  «  et  ^aér«lemcDt  les  coefficieas  des  péiiode» 

(>.  g  ■*■").  o.r^")  

qui  sont  les 

rèlpfeetiteiBeot ,  âëtrotit  ètn  ideutiques. 
Il  suit  de  là  éridèflmieikt  qne  fy  peut  lire  rantiié  à  U  forme 

^  +  û  (  /3> ,  1  )  +  a'  (  /3> ,  ^)  +  4-  a^'^ 

où  tous  les  coefficiens  A,  a,  etc.  seront  entiers,  si  tous  ceux 
de  P  le  sont.  On  voit  en  outre  qute  si  Ton  substitue  dans  F  aIb, 
place  des  indéterminées,  les  j6  périodes  de  y  termes  qui  constituent 
une  autre  période  de  termes,  telle  par  exemple  que  {fiy,  xA), 
périodes  qai  Mi  (y,><k),  (y,  ?<k),  {y,  \'k) ,  etc.,  laYalew 
qui  «n  réittlte  Mt 

^  +  n(^y,k)^af(fiy,gk)  +a^')  (^y.g*^'k). 

Au  reste ,  il  est  clair  que  ce  théorème  s*étend  aussi  au  cas  où 
«r=±i ,  c'est-à-dire,  où  /3^  =  n  — •  i.  Alors  tous  les  coefficiens 
de       sont  égaux,  et      se  ramènera  i  la  forme 

35i.  Ainsi,  en  conservant  la  notation  du  n*  précédent,  on 
conclura  que  les  diiférens  coefficiens  de  l'équation  qui  donnerait 
les  /3  sommes  (7,  A),  (jr.  A.'),  (y,  X'),  etc.  peuvent  être  mis 
sous  la  forme 

et  que  les  nombres  A,  a  ,  etc.  seront  entiers.  Or  l'ëq^îation  qnî 
donnerait  les  /3  périodes  de  y  termes  qui  composent  une  autre 
période  (By,  kh) ,  se  déduira  de  In  première  ,  en  remplaçant  dans 
tous  les  coefficient  la  période  quelconque  i^»/^)  par  ^j^y,  kfi). 
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Si  donc  ct  =  I  ,  leg  /3  périodes  de  y  termes  se  détermineront  par 
une  équation  de  degré  jS,  dont  les  coefficiens  peuvent  être  mis  sous 
la  forme  -j- a  (  ,  i),  et  sont  parconséquent  des  quanfilés 
connues.  Si  a  >  i  >  let  coefficieiM  de  l'ëqnation  dont  les  racines 
•ont  toatet  les  périodet  de  y  termes  contenues  dans  une  période 
donnée  de  0y  termes  »  seront  des  ipiuitUés  oonniieSi  dès  que  l'on 
eonndtra  îm  valeurs  numériques  dee  périodes  de  0y  termes.  ' 

Au  reste  le  calcul  devient  souvent  plus  fiudie  j  surtout  quand  fi 
B*e8t  pas  un  petit  nombre  >  en  calculant  d'abord  lei  sommes  des 
puissances  des  racines  ^  et  en  déduisant  les  coelBctens  par  le  tliéo- 
cème  de  Newton,  conraae  ci-dessus,  n* 

Exgmple  I,  Oa  demande  pour  19,  l'équation  dont  les 
racines  sont  les  sommes  (6,  i) ,  (6,  a) ,  (6,  4). 

Désignons  ces  racines  par  p,  p',  jf  respecti?ei|ienft»  at  réquation 
cbefcbée,  par 

.^00»  H- ^«  ^  C»  af 

«n  aura 

A=.p-if^p' -^-p',  B^pp'-^pp'y^y,  C^pp'p'i 
donc  A  =  (18,  i)  =  —  I  -,  or  on  a 

pf(^p^%f/-\^^lf,  pif=i^p-^^p'+p\  p'p':=z%p-\rp'-^^if  ', 

donc      ^aB6(/»H-/+;^).»6(x8,  ijsB~6i 

enfin  Cs(>»4.a;y'4VKssS(6,o>Hii(i8t»03BiB<^i»7} 

^nc  l'équation  cbtBskée  est 

a^'\'X^  —  6j:— .7  =  0. 
£a  employant  Vavtrç  méthode ,  nom  avopf 

p'^Ms^9p^f/^9i^,pf*m4'hn/^Hrp'^r2p,f^':^6^^ 
d'oïl  p-^f/»^p"=:iB-h  5(p'^p'+ff)^iS. 

De  même.,  ^'-f-;;'' +p'^  =  36+ 34(^  +  ;>'+/^  =  3. 

De  là,  à  l'aide  4«  tt^éeu^M  ds  Newtoa,  xMLtice  la  môaia  équation 

Exempfe  9.  On  demande  pour  n  =  19 ,  l'équation  dpnt  les 
racines  sont  les  sommet  (s,  1) ,  (a,  7),  (ji, 
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DésigaoDS-Ies par  q,  g,  q*  respectivement,  on  aura 

(Innc  m  conservant  la  notatioa  de  l'exemple  précédent  >  ré<iuatioa 
cherchée  sera  *         '  . 

L'équlicm  dont  les  racines  sont  les  sommes  (a^aj,  (a,  5}^ 
(a,  5)  contenues  dans  (6,3),  se  déduit  de  la  («Mdeote/  et» 
f abstitoant p',  p  pour  p,  p' ,  p'  respectivement  -,  et  en  faisant 
encore  une  fois  la  même  substitution  ,  on  obtient  Téquation  dont 
les  racines  sont  les  soaune»  (3>4j>(3iô)>(349)  contenues  dans 

35a.  Les  théorèmes  précédeas,  avec  leurs  corollaires,  contiennent 
les  bases  principales  de  toute  la  théorie ,  et  le  moyen  de  trouvée 
les  racines  H  peut  s'exposer  maintenant  en  peu  de  mots. 

On  doit,  avant  tout,  prendre  un  nombre  ^  qui  soit  racine  pri- 
mitive pour  le  module  n  ,  et  trouver  les  résidus  minima  des  puis- 
sances de^  jusqu'à  z^"""*.  On  décomposera  n — i  en  facteurs,  et 
même  en  facteurs  premiers,  si  l'on  veut  réduire  le  problème  à  des 
équations  du  degré  le  plus  simple  possible.  6uieat  ci^jâ^^,  ^ 
les  facteurs  de       i ,  et  soit  fait 

On  distribuera  les  racines  Cl  en  a  périodes  de  a  fermes  ;  chacune 
de  celles-ci  en  /3  périodes  de  b  termes }  obacûne  de  ces  dernières 
en  y  périodes,  etc.  On  chercbera,  par  le  n*  55o,  l'équation  (A} 
de  degré  a.  qui  anrt  pour  racines  ces  a  sommes  de  a  termes,  sommes 
dont  on  connaîtra  les  valeurs  par  la  résolution  de  cette  équation. 

Mais  il  se  présente  ici  une  difficulté  ;  car  on  ne  voit  pas  à  quelki 
périodes  on  doit  égaler  chaquo  racine  de  l'équaticm  {A^  ,  c'est- 
à-dire  ,  quelle  est  la  racine  qui  doit  être  représentée  par  (a,  i}, 
quelle  est  celle  qui  doit  être  représentée  par  (a,  g) ,  etc.  On 
remédiera  à  cet  inconvénient  de  la  manière  suivante.  On  peut 
désigner  par  (a,  i)  ,  une  racine  quelconque  de  l'équation  C^)  î 
en  effet,  comme  une  racine  quelconque  de  l'équation  (^A)  est 
la  somme  de  a  racines  Û  >  et  qu'il  est  absolument  indifférent  que 
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l'on  aît  représenté  par  [i]  telle  racine  de  n  plutôt  que  telle  autre  , 
on  sera  libre  de  supposer  que  [i]  soit  une  des  racines  qui  constituent 
une  racine  quelcouque  donnée  de  l'équation  (^) ,  desorte  qu'alors 
cette  racine  cle  réqaation  (^4)  deviendra  (a,  i).  Malt  larscine  [i] 
oCeit;  p«»  eDCore. par-là  tont-à*fait  détânniiiée ,  et  le  choix 
celle  des  racines  conufifises  dkM.(a ,  i)  que  bovs  prendrons  pour  {i], 
est  absolument  arbitraire.  Au  reste ,  une  fois  que  (a  ,  i)  est  dé^ 
terminé ,  toutes  les  autres  sommes  de  a  racines  peuvent  en  être 
déduites  rationnellement  (  n*  546)  -,  d'où  il  suit  qu'il  n'y  a  qu'une 
racine  de  l'équation  qu'il  soit  nécessaire  de  trouver.  On  peut 
aussi  employer  pour  faire  cette  distinction  ,  la  méthode  suivante 
qui  est  moins  directe.  On  prendra  pour  £ij  une  racine  indéter- 
minée >  c'estrà-dire,  qu'on  fera  .  ' 

r  1         kP  ,    .  ,  hP 
[i]=cos-^H-*sin  — , 

l'entier  k  étant  pris  à  volonté  ,  pourvu  qu'il  ne  soit  pas  divi- 
sible par  n.  Alors  [2]  ,  [3]  ,  etc.  indiquent  des  racines  déterminées^ 
et  parconséquent  (a,  i),  {o.,g),  etc.  iSi  par  les  tables  des'  sinus 
on  calcule'  ces  quantité  >  seulement  arec  asses  de.pcéeision  pour 
pouvoir  décider  qudles  sont  les  pl|is  fraudes  et  les  plus  petites^ 
il  ne  restera  plus  de  doute  sur  la  distinction  à  &ire  entre  les  racines 
de.réquation(^. 

*  ■  ■ 

■  Quand  on  aura  fronvé  de  cette  manière  les  «  sommes  de  a  ra* 
csines>  on  cHer<^era  (n*  3Sb}  l'équation  (A),  dont  les  racines  sont 
las  /S  Sommes  de  b  termes  contennes  dans  {a,.i)  ;  les  coeIRciens 

de  cette  équation  seront  des  quantités  connues.  Comme  il  j  a 
encore  de  l'indétermination  dans  le  choix  de  celle  des  racines 
contenues  dans  («z  ,  1),  que  l'on  désignera  par  [i].,  toute  racine  de 
î'éijualion  (^)  peut  être  représentée  par  {b ,  i),  parcecjiie  l'on 
peut  évidemment  supposer  qu'une  des  racines  qui  la  compose  soit 
désignée  par  [i].  On  cherchera  donc  une  racine  quelconque  de 
l'équation  {B)  par  sa  résolution  $  on  la  supposera  égale  à  i)^ 
et  on  en  déduira ,  par  le  n*  S46-^  toutes  les  antres  sommes  de  b 
racines.  De  cette  mani^,  nous  avons  un  moyen  de  vérifier  le 
calcul  9  puisque  les  périodes  de  3  racines  qui  appartiennenit  à  une 
même  période  de  a  termes^  doivent  produire  des  sdmmes  que  L'on 
eonnait*  Dans  quelques  cas  ,  il  est  aussi  eiypéditif  de  former 
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les  et  —  I  Cintres  équations  de  degré  /3 ,  dont  les  racines  sont  res- 
pectivement les  )9  diflërentes  périodes  de  b  termes  contenues  dans 
les  autres  périodes  de  a  termes  (a»  g)f{(i>^)i  etc. ,  et  de  chercher 
pur  la  résolutioii  les  racines  de  l'équatioo  {B)  et  de  eet  différentes 
é<|natlotts.  Hais  aloct  il  fitudra ,  comme  plus  hant>  décider  à  Taida 
de  la  table  de  siniis;  k  quelles  périodes  de  h  termes  doiveiit  êtra 
é^ées  les  racines  qui  en  résultent.  An  lesto^  il  enste  encore 
ponr  cette  détermination  différens  autres  artifides^  que  nous  ne 
pouvons  pas  expliquer  ici  complètement.  On  pourra  seulement  dans 
les  exemples  suivans  ,  remarquer  un  de  ces  procédés,  pour  le  cas 
où  /3  =  2 ,  qui  est  le  plus  utile  ,  et  qui  sera  mieux  connu  par  des 
exemples  que  par  des  préceptes. 

Quand  on  aura  trouvé  de  cette  manière  les  valeurs  de  */3  périodes 
de  b  termes,  on  déterminera  de  même  par  des  équations  de  degré  y  • 
Ips  a^y  périodes  de  c  termes,  et  cela  par  deux  procédés:  i".  en 
formant  (n*  35o)  une  équation  du  degré  y  dont  les  racines  soient 
les  y  périodes  de  c  termes  qui  composent  (b,  \),  cherchant  une  des 
racines  de  cette  équation,  l'égalant  &  (c,  i) ,  et  déduisant  de  là 
(n'  546)  tontes  les  antres  périodes  semblables  \  a%  en  formant  les 
équations  de  degré  y,  dont  les  racines  sont  lespectiTenient  les 
y  périodes  de  e  termes  qui  sont  «ontemies  dans  les  différentes  pé- 
riodes de  b  termes,  résohrant  toutes  ces  différentes  équations,  et 
détemdnant  Perdre  des  racines,  comme  plus  haut,  par  les  tables 
de  sinus»  ou  comme  dam  les  exemples  suivans,  si 

En  contînuaBt  de  cette  manière»  on  par?iendra  enfin  néceisai» 

rement  à  eonnaitre  les  —y''  périodes  de  ^  termes., Cherchant  dona 

par  le  n*  348,  1  équation  de  degré  ^  qui  donne  le  ^  racines  de  Q, 
contenues  dans  1)1  les  co^fiwôens  de  cette  éc^uation  seront  deji 
quantités  oonnues}  et  si  l'on  tiBe  une  senle  Mcine  par  la  résalolion« 
én  fidsant  eette  raeiae  «m  [i]  »  sas  poiiiances  donneront  toutes  Isa 
racines  A.  Si  on  la  préOre»  on  pmx  ebarober  tontes  les  racines  da 

cette  équation ,  et  la  résolution  de**^^— *  t  autres  équations  sem- 
blables ,  donnera  toutes  le?  racines  CL. 

An  reste,  il  est  clair  que  dès  qu'on  a  résolu  l'équation  {A) , 
c'est-à-dire»  dès  qu'on  a  les  vaisui^ft  des  a  périodes  de.  a  . termes  » 
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on  est  paiTenu  à  décomposer  la  fonction  X  en  «.  facteurs  de  a 
dimeatioQS^  Je  la  résolution  de  l'équation  (£),  suit  ladécompo- 
•it|00  âe  chacun  de  œt  fiusteort  en  p,et  partant,  celle  de  X  ca 
^  ftctthin  de  b  dUnensidnii  s  etc. 

553.  Exemple  i.  Pour  n  =  19. 

*t!!omme  on  a  ici  n —  i  =3.3.a,  la  recherche  des  racinri  Q. 
doit  pouvoir  se  ramener  à  la  solution  de  deux  équations  du  troi- 
sième degré  et  d'une  du  second.  Cet  exemple  se  comprendra  d'au- 
tant plu»  fiieUenient,  que  Uê  opéfatfom  fteeeMaites  sont  contenues 
pour  la  plus  grande  partie  dena  ce  qui  pcéeèdot  Sa  pieoaiit  m^om 
le  «edne  prinstire      ma  ttùam 

pour  les  puissances  o,  i,  3,  5,  4,   5,  6,   7,  8,   9,  10,  11,  13, 

i5,  14,  i5,  16,  17, 

les  résidus  7»J/M/n«  i,  a,  4i  ^*  7*  i4»  9»       17*  i5,  11, 

3,   6,  la,   5,  10. 

De  là,  par  les  n'^  544»  t  on  déduit  facilement  la  distri- 
bution suivante  de  toutes  les  racineà  CL  en  trois  périodes  de  six 
termes  >  et  de  chacune  de  ces  périodes  en  trois  autres  de  deux 
termes. 

I((>*0  C0>[t8] 
(^.0  <   [8],  [II] 
(<i>  7)- [ta] 
l  C^»  ^)  W»  [17] 
(6,2)  {  (2,16)  [3],  [,6] 
I  (a,,4).......C5],  [14] 
(  (a.  4)  [4],  Cî5]  . 
(6,4)  {  (2,i3)  [6],  [i3] 

ii^»  9)--  ïâl.  [loj. 

L'équation  (A)  dont  les  racioes  sont  les  sommes  (6, 1),  (6«a)« 
(6,4)  se  trouTe  être  (^ajr.  n*  35x,  «j?.  i.) 

— 6» -f- 7  =  o , 

et  une  de  ses  racines  =  — i,aa  18761635  j  en  eiprimant  cette 
ndne  par  (6,  i  ) ,  on  trouve 


Digitized  by  Google 


456  RECHfiRCHES  :  ' 

•.  ■'   î        (6,  2)  =  4  — (6,  i)»  =  a,5o70i86/,4i  ;     '     '   ^' '  ' 

(6,  4)  =  — 5  — (6,  i)  +  (r>,  0»  =  — 2,285i4a48i8. 

Donc  f  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  du  n*  348^' 
X  sera  décomposé  en  facteurs  du  sixième  degré. 

L*équation  {B) ,  qui  a  pour  racines  les  sommes  (a,  i),  j)g 

(a,  8)  est  (n°  55i,  «x.  a), 

(6,  i>fH-{(6,  i)-*-(6,4)}«— a— (6,  a)a=o, 
«m. . .  »aï^-|-i,a3i876i6a5a:*—-5^5o70i8644iâp— 4^70186441  SBO.. 

On  tronFo  pour  uoe-  de  ses  racines  «s— ij554565i455j  nous 
PexprimeroDS  pu  (2,  i),  et  si  l'on  bit  povr  abréger  (2,  1)09 
on  aura  (n*  S46) 

(a,4>=^*-4^a,  (a,  5>=ç«u^+5^, 

(a,  6>=y«— 6^H-  97'— 3,         (2,  7)=^'— 7^+14^»—  7^, 
(a,  8>ay»— 8y»-faoy«— i6y--|-a,  (a,  9)s7Vr99'-M7?^— W'-i'd^* 
On  pevty  dans  le  cas  actuel  «  trouver  ces  valeiirs  'plas  'oommo- 
dément^  de  la  manière  snirante  : 


„  ri  hP  ,   .  .  kP 

Supposons  [■j*^  cos  -—  4-  «  sm  —  j 

on  aura 

[18]  «=  cos  — — S  sm  —  =icos  ~#  sin  ~5 
et  partant 

(a,  O=acosîf: 
on  a  de  même  en  général, 

[Ajscos— H-isin— , 

et  partant  ' 

(a,  X)«  £X] +[l8^]  «[X]+[-X3  s=a  cos  ^. 
81  donc  ^^=cos»,  il  en  résulte 

(a,  3)  =3  ces  3ù>,       (2,  3)  =  acos5«  ,  e(c.; 

d'où,  par  les  équations  connues  qui  donnent  les  cosinus  des  arcs 
multiples,  on  tirera  les  mêmes  formules  que  ci-dessus»  Ces  for- 
mules donneroat  les  valeurs  numériques  suivantes:* 
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'  (a,  3)  ssa  —  0,1651586909,  (a,  6)  =s  P,49097<^745» 

(a,  5)  =      1,5783810188,  (a,  7)  =  —  1,7589475034, 

(a,  4)  =  —  1,9737226068,  (3,  8)  =  1,8916544854, 

(a,  5)3==      1,0938963163,  (3,  9)  =  0,8033908493. 

Le«  valeurs  de  (a,  7),  (3,  8),  peuvent  aussi  se  tirer  de  l'équa- 
tion (5)  dont  elles  sont  les  deux  autres  racines,  et  l'on  déter- 
minera laquelle  des  deux  appartient  à  (a,  7)  et  laquelle  appartient 
k  (a,  8),  ou  par  un  calcul  approché  d'après  les  formules  suivantes^ 
ou  par  les  tables  des  linns,  qui,  avec  une  légère  attention  « 

prouvent  que  si  Ton  &it    =        ou  a  (a,  1)  s  ces»)  donc  il 

fiuit  £ûre 

(a,  7)=acos^P=s«»s^,  et  (a,  8)«acosf^P=:acoi^, 

T.es  sommes  (a,  a)^  (a,  3),  (a,  5)  se  trouveront  de  même  par 

réquation 

a;'—(6,  3>'  +  {(6,  i)4-(6,  3)}x-a-(6,  4)=o, 

dentelles  sont  les  racines,  en  levant  d'ailleurs  l'incertitude; 
comme  nous  venons  de  le  faire.  Les  sommes  (a,  4),  (a,  6),  (a^  9) 
se  trouveront  par  l'équation 

x»  — (6,  4)^*+{(6,a)-f-(6,  4)}^— a— (6,  i)=3Q. 

Enfin  [i]  et  [18]  sont  racines  de.-l'éf  ation 

«"•-»(a,  i)xH-taoi 
dont  l'nne  est  "  < 

et  raufre...'..-.V.v..V.-  X7=:Ka,  0-»y{i-i(a, a)},  . 

d'où  résultent  les  valeurs  numériques 

*  •  «  • 

•^0,67708157 1^  db  0,7557239107  i. 

Les  seiie  antoes  racines  se  tireront  de  Téléraftion  aox  poiisancet  . 
de  l'une  ou  de  Tantre  de  ces  deux  premières,  on  de  la  solution  ' 
de  huit  équations  semblables,  dans  laquelle,  si  l'on  emploie  la 
seconde  méthode ,  on  décidera  du  signe  de  la  partie  imaginaire , 

soit  par  les  tablea  de  sinus,  soit  par  l'artifice  que  nous  allons  ex- 
pliquer dans  l'exemple  suivant»  C'est  de  cette  manière  qu'ont  été 

Mmm 
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trouvées  les  valeurs  suivantes,  dans  lesciuellcs  le  signe  supérieur 

appartient  à  la  première,  et  Iç  signe  inférieur    )a  seconde* 

[i]  et  [18]  =  —  0,6772815716  db  0,7557239107  / 
.  et  [17]  =  0,0835795455  zç.  0,9965844930  i 
[3]  Ci  [iOj  =  0,7891405094=1=0,6143137137  »; 
[4]  et  [i5]  =  -.  o,98636i5o54  d=  0,1645945905.» 
[5]  et  [i4]  s  .  0^5469481581  ^  o.857i6$4785  i 
{Ç^êt  [iq  as  0^4^^4854871  db  o,gfi94ooa650  i 
[7]  et  [la]  ssï  —  0,879473751a  0,4759473930  i 
[8]  <r/  [11]  =s  0,9458173417  qp  0,5346994692  * 
\^ct  [lO]  CS5      0,4016954^7  db  12^9157753267  f. 

S54*  ExmnpUll.  Pour  iissi7. 

Ou  »  ièi  11^  iss^.a.à.s,  aitui  le  cakÉl  des  rtcioes  Cl  peut 
•e  rainener  à  qmtre  éqnations^-dn  seeood  degré.  Nous  eboisiront 
5  pour  racine  primitive;  ses  puissances  finiridsient^  sniTant  lo 
modale  17»  les  lésidns  niMna  suivans  : 

o,  1,  a,  5,  4,  5,  6,   7,  B,  9,  10;  11,       i5,  s4,  i5 
•  1,  $,  9,  10,  *$,  5,  i5,  n,  16;  i4;        7,  4,  la,  a, 

d^>&  résulte*  Ul  distribution  sniTante  en  deni  périodes  de  huit 
termes^  quatre  périodes  de  quatre  termes  et  linit  de  deux  termes  : 

,^;(^.  0  WL^e] 

_     -'-«Va,  i5);  [4J,  [,3] 

'Ç8^  0< 


9)  [8],  [9] 


.      ,  ,       .  »  ^   [3],  [,5] 

«^/     'H(a/  5>.;V..V..t51,  [ia]  •  = 

'**>\(i>  tr>..., [q,  [11]. 

L*éqitttiMi  {A)  dent  les  râeitae*  sofet  les  «oiaines  (8«  i),  (8,  3), 
se  troote  (ir*  SSi)  être  • 

et  tes  Taeines  sent: 

:^;-^i|/,ysB=i,56i55a8ia8  et  —     iv/i7=— a,50i56a8ia8} 

••'    •      .  •     .  .   .  ■  •        •  - .  •  .  ' 
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Bônt  tàppoiérdns'qiio  la  première  soit  (8^  1),  l'autre  sera  né- 
Mfiaiffemeiit  (8^  S),  ■ 

L  (équation  (B),  dont  les  racines  sont  les  sommes  (4,  i)  ef 
(4*  9)*  c«* 

et  set  laeioet  tout 

nous  supposerons  ëgale  à  (4,  1)  celle  de  ces  deux  racines  dans  la- 
quelle le  radical  est  affecté  du  signe  plus;  on  aura  ainsi 

(4,  0  =  a,o4948i  1777,      (4,  9)  =  —  0,4879283649» 

Les  autres  périodes  de  quatre  termes ,  (4,  3)  et  (4^  10)  peiirent 

dire  calculées  de  deux  manières,  savoir: 

'  . . .     ■  < 

I'.  Par  la  méthode  du  n*  346^  qui  donpe  les  fimmles  soi* 
Vimtes^  en  faisant,  pour  abréger^  (4»0^P» 

(4,  5)=-f  +  5/»-i;^=o,2i44t5o75i4, 
La  même  méâiode  doiue  aussi  la  farmole 

(4,  9)  =  —  1  —  6;i7-f.;^4.;,i, 

d*o&  Ton  tire  la  même  valeur  que  plus  haut. 

a*.  En  résolvant  l'équation  ^fWt  (4«  9)»  (4>  io)  sont  les  ra« 
/çines  -,  cette  équation  est 

.  .  «•'-^(8,  3^—* isssa 
et  donne  , 

ou  f=;(8,  3)H-iv/{i34-4C8.  0  +  3(8,3)}, 

«*•  ^==Kô>5)-it/(ia+4X8,0  +  3(8,3)}}  / 

nous  décideronsi  par.  l'artifice  suivant  annoocé  au  n*  35a,  la- 
quelle de  CCS  deux  racines  doit  être  prise  pour  (4,  3).  Faisons  \fi 
produit  de  (4,  1)— (4,9)  par  (4,  3)-.(4,  10),  il  est,  calcul  fait, 
=  a(8,  1)  —  2(8^  Z),  Or  la  valeur  de  cette  expression  est  posi- 
tive, puisqu'elle  est  =3/17-,  d'ailleurs  le  premier  facteur 
(4*  i)— (4»  9)  e»i  aussi  positif,  comme  égal  à  \/{  i  a+4(6,  3(8, 5))-, 
donc  le  second  facteor  doit  aussi  être  positif,  et  partant  (4,  5^) 

a 
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dok  ètte  U  racine  dans  laquelle  le  radical  est  ptMf,  et  (4#  lo) 
l'autre  racine  (*}•  Au  reste,  il  en  résulte  lea  mêmes  valeurs  qne 
plus  haut. 

Connaissant  foutes  les  sommes  de  quatre  termes ,  nous  passons 
maintenant  à  la  recherche  des  sommes  de  deux  termes.  L'équa» 
tion  (C),  dont  les  racines  sont  (a,  i),  (2,  »5)^  périodes  eoqc 
tenues  dans  (4»  0»  ^ 

«•—(4,  i)*+(4,5>=:o, 

qui  donne 

lious  prendrons  pour  valeur  de  (2,  i)  celle  de  ces  deni  racine» 
dans  laquelle  le  radical  ftt  positif,  et  il  en  résulte 

t)8x  ],8649444586>  (a,  iS)  «0,18453671»^; 

si  l'on  veut  cheretier  les  autres  sommes  de  deux  tèmes  par  b 
méthode  du  n*  546 ,  on  pourra  'émplojrer  pour 

(2.  2)^X2,  3),  {2,  4),  (2,  5),  {2,  6),  {2,  7),  (2,  8), 

les  formules  que  noiH  avons  données  pour  les  quantités  désî- 
.    gnées  de  la  même  manière  dans  l'exemple  précédent ,  savoir: 

(a,  2)  (ou  (2,  i5))=(2,  1)'  — 2,  etc.; 

naiS;  si  l'on  préfère  les  déterminer  deux  à  deux  par  des  équa» 
tions  du  second  degré,  on  trouve  pour  (a,  9)  et(%  i'équalion 

«•M4g>»-H(4»  io)=so, 

qui  dmine 

«s=K4.  9)=fcil^{4-l-(4,  i5)-a(4  5)}, 

4t  Ton  détèrminera  lo  sigpe  comme  i|>1os  bant ,  savoir  :  le  dévelop- 
pement du:  produit  de  (s,  1)— (à,  18)  par  (a,  9)  —(a,  t5}ddbtie 

-(4,  i)H-(4,  9)-(4  5)-f-(4r  !•), 


(*)  Le  fond  d«  e«t  aitifin  conaisti*  dan  mi«  propriété  lacilb  â  prévoir,  d'a- 
près laquelle  le  dévdoppemeat  dé  oe  pndnft  a*  ootatient  plus  de  périodes  de 

quatre  termes ,  mais  trouve  «xprimé  par  des  périodes  de  huit  terme?  ;  les 
geo«  instruits  ea  découvriront  iacileSMot  U  raison  l'envie  d'abrégex  nous  force 
d'onetlre. 
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quantité  évidemment  négative;  mais  (2,  1)  —  (a,  i3)c8t  positif; 
donc  (3,9) — (^t  '5)  doit  être  négatif;  ^insi*  dans  la  valeur 
de  X  que  nous  avons  trouvée  ,  le  signe  supérieur  doit  être  pri» 
pour  (3,  i5),  et  le  signe  inférieur  pour  (2,  9).  Il  en  résulte 

(a,  9)  =  — 1^59461994,    (3,15)=:  1,4780178344, 

De  même,  comme  on  a 

{(a,  x)-rC3,  i5)}x{C3,  3)-.(3,  5)}  =  C4>  9)-C4,  10),  '  ' 

quantité  positive,  nous  en  concluons  que  (2,  3) — (2,  5)  doit  être 
positif.  De  là,  en  faisant  le  calcul  nécessaire ,  on  trouve 

(2,  3)=i(4  3)  +  i/{44-(4,  io)-2(4,9)}=  0,8914767116 
(2,  5)=K4>  3)-îV/(44-C4,  io)-a(4,  9;}=— 0,5473359801  ; 

on  obtient  enfin,  par  des  opérations  tout-à-fait  analogues, 
(2,  io)=:i(4,  10)— i^{4H-C4,  5)— 2(4,  1))=  — 1,7004342715 

,(2,  ii)=K4.  io)-f-^  v/{4+(4, 5)— 2(4, 1)}=— 1,2052692728. 

Il  reste  encore  à  descendre  aux  racines  Cl  elles-mônies.  L'équa- 
tion (D)>  dont  [i]  et  [i6j  sont  les  racines,  se  trouve  être 

— (3,  i)j:-t-i  =  o, 

qui  donne 

x=\{2,  i)=fclv/{(2,  iy-4}=l(=^.  i)±i/v/{4-C2,  !)•} 

=  t(2,  l)=fci/v/{2-(3,  l5)). 

Nous  prendrons  le  signe  supérieur  pour  [1],  et  partant  le  signe 
inférieur  pour  [16].  Les  quatorze  autres  racines  se  déduiront  des 
puissances  de  [i],  ou  de  la  résolution  de  sept  équations  du  se- 
cond degré,  dont  chacune  donnera  deux  racines ,  pour  lesquelies 
on  lèvera  l'incertitude,  comme  nous  l'avons  fait  plus  haut.  Par 
exemple,  [4]  et  [i3]  sont  les  racines  de  l'équation  ■ 

X*  —  (2,  i3)-f->=o#. 


9p5)±i//{3-C2,  g)]} 
([4]-[.î7;=:r-.;^W^^ 
ainsi  comme  1^1'^ ■  ^ 
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positive,  [4]  — [ï5]  d<(mk  ètf.muAv  à  euuyi  de  ^mr^  t  f  le, 
prode&t  àè  àfut  nû»:*pnAiïU  réelle  poiiiiTe  *,  d'oi^  I'o^  conclura 
due  l'an  «dftitf  pmdie  pow  [4]  I»  «igné  ipipéneiir»  et  po«r  [iSJ. 
teiigiie  kifihiear.  DeU  Bftêne  manièie»  oulnNure.^iir  l«t  m» 
dnei  W  et.îol» 

  «      ■  '  • 

et  cmiHT*^ 

quantité  négative,  on  prendra  pour  p]  le        tnpérieiir»  p«ir| 
le  signe  infôrieor.  En  calcnlaiit  de  la  méine  manUre  les 
flottes  racinisi  oà  trpovè  lei>alinii«  ninà&iqiaet  •«▼anies,  daiiè 
fosqnelles'  le  signe  Bsplécieiir  «pptriie&t  à  U  {»eiiiîèie».et  te 
inlérieitt  à  U  •eeàodè.' 

[i],  [i6].....  0,9534722294  =fc  o,56i34ifl66à  1, 

[a],  [i5]  0,739008917a  dt  0,6756956456*»  .  ♦ 

[5],  [14]  0,44^7305558  d:  ei895i6S^a  »» 

[4],  [i3J.....  e!,09a9665595  sfc  0,9957541765  / , 
[5],  [la]...— .0,37566^9901  d=  p,9$i8a5643a  i, 
(6),  [11]. . 0,6026^46364  =fc  o,798oi7aa73  *  , 
bit  [lo]...—  o,85oai7i357  =fc  0,5364331629  /, 
m,  [  a---*-  <^*98a9759997  *  0,183749517^  i. 


Ce  qui  pcéekde  pourrait  mffiie  pour  la  solution  de  l'équation 
jt*^  et  paicootiqnent  pour  trouTer  les  fonctions  trigono^ 

■létrionBl  fuS  cori^spendef t  aui  arc»  commensurables  avec  la  cir- 
eoB^rence.  Cependacnf,  à  cause  de  l'iraportance  du  sujet,  nous 
ne  pouvons  terminer  nos  recherches  sans  ajouter  quelques-unes  des 
soinbreusés  observations  qui  peuvent  l'éclaircir  ,  et  des  consé- 
quences aussi  nombreuses  que  l'on  en  peut  déduire.  Noué  choto* 
rons  de  préférence  celles  qui  n'exigent  pas  beanconp  deracherM 
étraneercs ,  et  l'on  ne  doit  voir  dans  ce  que  nçms  allons  eaipo8*« 
qu'un  aperçu  de  cette  lunèense  ddelriiie  do|it  nous  nous  propoeons 
de  parler  pat  la  suite  avee.  détail.  •  ... 

555.  Comme  n  est  toujours  supposé  impair,  a, sera  ftotenr. de 
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n^v,  et  SI-  seik- êompoté  6» périioâei  âtf  d^int Imet.^  ITîw 

pareille  période,  telle  par  .exemple  que  (a,  X)^, sera  formée  par  les 

deux  ncimt  (X]  ik  ^hg^,  ^<ltatt^,  éàdUbie  tei-^Aètooi ,  line  «seitt»' 

primitive  quelconque  suivant  le  module  n,  Mais  g  ^  ^-^i  (minlf^^ 


donc  '  €S<^^  (a*  63),  et  partant^  [A^  *  ]  ;±s[— X]  )  donc  si 
Ton  suppose  '      *  '  ,    '  • 

ix]=coe^4-i«n:V-?    P«ttmti  [-t-X]»  cq*  ^-^iiin^  , 

kP 

la  tomme  (a,  X)  =:acos— Nous  nous  bornons  ici  k  conclure  de 

li  que  la  valeur  de  tonte  période  de  deux  termes  est  une  quantité 
réelle*.  Comme  d'ailleurs  toute  période  dont  le  nombre  de  tennes 
est  pair  etss  aa ,  peut  être  décomposée  en  périodes  de  deux  termes, 
|1  est  clair  qu'en  général  la  valeur  de  toute  période  dont  le  nombre 
de  termes  est  pair,  est  une  quantité  réelle.  Si  donc ,  dans  le  n*  353, 
on  réserve  3  pour  le  dernier  des  facteurs  et,  ^ ,  y,  etc. ,  toutes  les 
opérations  s'exécuteront  sur  des  quantités  réelles,  jusqu'à  ce  qu'on 
soit  arrivé  aux  périodes  de  deux  termes,  et  les  imaginaires  ne  s'in- 
troduiront >  que  lorsque  i*on  voadnt  passet  de  ^es  périoiiies  anx 
vacines  elles-mêmes.  ^ 

t  556.  On  doit  surtout  rema'rqner  les  équations  auxiliaires  par  les- 
quelles on  déteriuioe,  pour  une  valeur  quelconque  de  n,  les  sommes 
des  périodes  qui  forment  TeusembleXl:  elles  sont  liées  d'une  manière 
éCoananIo  avee  les  propriétés  les  plus  abstraites  du  nombre  n.  Mais 
ieinousiestMtdtonsWconsidériitMnsaMf  deux  cas  snivans:'  t' k 
IléqillRion*  do'  secoilil  dègi^  qui  donub  'Icfs  somniès  ^les*  >périodek 

ae  ~^  ^rmes  >  a'  quand        1,  (Htt'diviâble  par'3,  à  l'équation 

•du  troisième  degré  qui  dojine  tes  sommet  des  périodes  de  ^^^^ 
termes; 

,  Faîsons,pw.abiëgeryH»-* etjdétîg»^ 
.raelne  priipltivo  cmalcQnqae^  A. sera  composé  lii  doax  .ffykiée» 
0  ^KC^t  S)i  ^  pfemière  .fipatcnabt.lesiraeiiws  [il>VC^}> 
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b*]*  •  •  •  •  C«^li  !•  toconde  les  racinei  [^],  [g^],"  [g*l*î.-.:îl^ 
[^^].  Supposons  que  les  résidus  minima  pcsitif«  des  nombres  ^« 
g*, ....  suivant  le  module  n ,  soient  R,  R,  iî*,  etc. ,  abstrac- 
tion faite  de  l'ordre,  et  que  les  résidus  des  nombres  g t  >  •  •S^~* 
soient  N,  N',  x\%.etc.^  les  racines  des  péciodes  Qm,  i)  et  (rn,g) 
coïncideront  avec  • 

respectivement.  Or  il  est  clair  que  tous  les  nombres  i ,  R ,  Rp 
Kp  etc.  sont  résidus  quadratiques  de  ny  comme  ils  sont  diffi^eas» 

moiiuliÉèè  quo  n  et  en  nombçc  de  ^^^-^  >  il  s'ensnit'  que  ce  sont 

effiiotiTBmeDt  'foqs  les  résidas  quadratiques  de  n ,  positifi  et  plus 
petits  qne  lui  (n*  96).  H  soit  de  \k  en  nq  èiiiD  temps ,  que  les  nombres 
Jf  ,  N%  2V'f  et^.  qui  .sont  tons  diffSrens  entre  eus»  et  des  nombres 
i,R,Rf  eiCt»  et  qui.»  joints  k  ces  derniers ,  épuisent  les  nombres 
1^9,5...  n  —  i>  sont  tous  les  non-résidns  quadratiques  positifii 
de  n  et  plus  petits  que  lui.  Si  l'on  suppose  maintenant  que  i*équa« 
tion  dont  (m,  t),  (m,  g)  sont  racines  «  soit 

on  à. 

or(n*S45)» 

et  peut  parconséquent  être  mis  so<Us  la  ferme    '    ■   v  ' 

• 

Pour  déterminer  les  coe0icien|B  «l»  ^,  observons:  i*.  qu'on  a 
«tH-i3-f">'  =  o,  puisqi^e  Je  nombre  des  périodes  de  TV  ai  m; 
a",  que  ^==y  (n*  35o),  puisque  (/w,  1)  X  g)  est  uae  fonction 
invariable  des  sommes  (m,  i)  et  (m,  g)  qui  composent  la  période 
plus  grande  (n —  1 ,  1);  5".  que  tous  les  nombres  A^-f-  i,  iV'-f-  i, 
iV'4-  I  »  etc.  étant  compris  entre  les  limites  »  et  n-+-i ,  il  est 
clair  que  nulle  période  de  H'^  ne  coïncidera  avec  (n,o),  ou  qu'il 
n*y-  en'«nra  qu'une,  par  esemfdefi»>  n);  on  auia  dciic  ksiàt'-f  on 
i^b , -Rivant  qoe  js  — ^  1:  sera  ou  ne  sefft  pas'pamii'les  ndml>res 
Ni  if*^  etc.}  il  «ttitde  là  que  dans  le  piemler  isas  on^anra.aBiV 
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fiâfys»'~^f  et  dans  le  second  «saso,  ^Bs^ss^}  et  ooinine  0 

et  y  doivent  être  entiers ,  le  premier  cas  aura  lien ,  c'est-à-dire  qne .  • 

ou— I  se  trouirera  parmi  les  non-résidus  de  n  lorsque  m  seraini* 
pair/ o^estMirelorsqoe  usera  de  la  forme  4^+3;  le  second  aura  liait 

au  confraire  quand  m  sera  pair,  c'est -à-dire  quand  n  sera  de' la  fermo 
41-+-1.  Ainsi,  comme  on  a  (m,  o)=m,  et  (m,  i)  +  (m,  g) —  ijf 
le  produit  cherclié  sera  donc ,  suivant  les  mêmes  circonstancetjl 

•(in4-i)i  on -^^1»^  et  l'équation  itta^  dans  le  premier  oM  9 

X»^x^\(n-^  i)ssO,  qui'doimt  X&^l±:^iy/n, 
et  dans  le  second 

^        x'-f-x — j(«—i):œo,  qui  donne  a;= — i=fc|v^/i. 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  racine  que  l'on  ait  prise  pour  [i],  si 
l'on  désigne  par  Z  [R]  la  tomme  de  toutes  les  racioes  [i] ,  [R] , 
[Mt},  etc.,  et  par  2 [iV]  telle  dee  racines  [N],  [N]',  etc.  On  aura 

n^Tant  que  nmi  ou  s 9  (mod.  4)*  H  suit  âeilement  de  là  qua 
k  étant  un  nombre  entier  quelconque  non-divisible  par     on  a 

-       hRP      -       kNP       .  . 

2 ces  —2  ces  =s.z^\/n,  on  =0, 

X)dn^-.Stinî^sstb,  oadbi//i« 

suivant  que  n  s  i  ou  s  3  (mod.  4)«  théorèmes  remarquables  par 
leur  élégance. 

Au  reste ,  nous  ferons  observer  que  le  signe  supérieur  a  lieu 
quand  k  est  l'unité,  ou  plus  généralement  quand  k  est  résidu  qua- 
dratique de  /I,  et  le  signe  inférieur,  quand  k  est  non-résidu.  Ces 
théorèmes  conservent  toute  leur  élégance,  ou  plutôt  en  acquièrent 
encore  davantage ,  lorsque  n  est  mi  nombre  eoimposé  quelconque; 
maie  nous  sommes  forcés  de  suppcimer  oei  recherches  qui  deman« 
doraient  trop  de  développement ,  et  de  les  réserver  poor  une  autre 
oceasionfc 

557.  Soit       ,  ' 

na?»-' ftasP-* etc.  SB     00  «  sa  O  , 
l'équation  À  degré  m  qui  donne  les.  racines  cooteâueèidani  la 
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période  (m«  i);  on  aura  a  =  (m,  i),  et  chacun  des  aotreieotffik 

ciens  pourra  être  ramené  à  la  forme 

A -^B  (m,  i) -\- C  (m,  g) , 

ftù.A,  B,  C  Sônt  des  entiers  (W  S4Q),  Déitignons  par  z'  ce  que 
devient  z ,  quand  on  y  remplace  (m,  1)  par  (m,  g) ,  et  (m,  g) 
par  (m ,  g*)  =  (/n ,  \))  l'équation  z'  ss  o  doBAor»  le»  MolnariBaii* 
|âaue»  dans  (fn^^k  et  l'on  aura 


On  peut  donc  mettre  z  sous  la  forme 

où  R,  S,  7*  seront  des  fonctions  entières  de  dont  tel  coefficient 
seront  entiers.  Cela  fait ,  on  aura 

Faisons»  pont  tMgfn,  (Oj»  0.sa3^».(i%£}a9f>s  sa  lin  clé  ces 
équations 

ai^ss  =:a||«.S..r+(r— (p-f); 

donc  posant  aR —  5w  Tsst  T\  T—      Z,.  on  a 

|Miisqufl  — ^)*s=k/2  (  n*préoéd.)»  le  signe  supérieur  ajant 
lien  quand  n  est  de  la  forme  4^  -f*  <  «  le  signe  infikieur  quand  n 
est.de  la  fivme  4^  +  5.  Cest  le àiéoriiae  dont  nous  «fons  ppomiif 
la  démonstration  an  n*  134.  . 

•On.Toit.  facUement  que  les  deux  premieralcrmss  de.  P'smS 
.ax?4-iEf^>.et  que  le  penûer  terme  de.  Z  est-js^*  ^  quant  anx 
notifes  coefficiens»  qniaont  évidemment^ntiers  »  JiaTarient  saivaal 
)a.natnre.du  jioiBibie.  jS9  et  oe-pinmiitJtfe  squoiM'^  va*  &nnnk 
Anal/tique  gfSnérale. 

• 

MasempU*  Pour  is  as  17 ,  rëqoaâon  qni  donne  Itos  bidt  nwinet 
contenues  dans  (8,  i),  se  trouve  être  (n*  549)> 

a»— ^jc'.-h  (  4  4.;;  -f.    )  j:« — (4;7  +  5y  )  ar'-f-  (6  ^  5;>  H-  5y)a:* 
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qui  donne 

•(.partant^  , 

Toid  encore  d'antre»  eiemplet  : 

9  uî  t. 

5  3x*-f%r  -HK*******  

7  ax'+j:' — r — a  4e*  «f». 

Il  aj!:*4-J^' — ax^^ax* — x — a   x*'^x. 

l5  fà3*+x^  x^-f-^^^-Hc+a  «»  H- 

1^  M«-fx»--^'+3jc«+5aA-*a:Mfa? 

 ,  ,  4^-0^4^  4PfL-  jB^+ar; 

S58.  Passons  à  la  conitdératîon  des  équedons  du  troitième  degré 
qoif  dens  le  est  oà  »  est  de  U  forme  3A-f>  t «  donoe  les  troii  pé- 
riodes de       fermes  dost  Û  est  oonposé*  Sent  g  nnê  itcine  pri» 

mitigé  quelconque  pour  le  module  n,  tl  ^^^^asi»  qui  selra  os 

nombre  pair*,  les  trois  périodes  qui  oomposent  0  seront  (m,  i}^. 

â')  <      g*)  ^ue  nous  désignerons  par  p^j^»      et  qui  cou» 
tiennent  respeeti?emsint  les  rmoines 

Supposons  que  l'équation  cherobée  soit 
on  aura 

d'oà  l'on  tir»  sar-le<baBp  Ass^ù  Soient     j8#  >«  eto.«  les 
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Miâm  mimma  des  nombies  ^  »  . . .  coivant  le  iiiodnle.iif . 
abstraction  fiiile  de  Pordre,  et  iC.leaeensenible«  enycomfweiiaiit  i; 
soient  de  même  o! ,  ^ ^  y*,  etc.lesr^si<lus  mînima  des  n  ombres ^^"1 
. .  et  K'  leur  ensemble;  **,  /S',  >*,  etc.  les  résidus  mini' 
ma  de  g*tg^-  •  -^""S  et  -K'  leur  ensemble.  Tous  les  nombres  dcJÏ, 
K',  A*  seront  différens,  et  ils  coïncideront  avec  la  suite  i,  a,  3,, . .  • 
n  —  I.  On  doit  observer  avant  tout  que  le  nombre  «  —  i  se  trouve 
toujours  dans  K,  puisqu'il  est  facile  de  voir  qu'il  est  résidu  de 

g  .  II  suit  de  là  aussi  que  les  deux  nombres  h  et  n  —  h  se  trouvent 
toujours  dans  la  même  des  trois  suites  K,       A'  ;  en  eiTet,  si  Tua 

est  résidu  de  la  puissance  g\,  l'antre  sera  vésida  de     puissance  . 

^r'"**"'*,  on  si  A> |m. Désignons  parie  tigde  (KS}  la 

nmltitnde  des  noïabres  de  la* série  i  i  n ,  S,;  ,,        i ,  qui  tant — 

par  eux-mêmes  qu'étant  augmentés  de  l'unité,  sont  contenus  dans  A; 
par  (AA')  la  multitude  de  ceux  qui  sont  contenus  dans. A  par 
eux-mêmes ,  et  daus  K'  lorsqu'on  les  augmente  de  l'unité}  on  jogaca 
assez  par  là  de  la  signification  des  symboles 

(A A';,  (A A),  (A' A'),  iKK')  ,iK'K),  {K'K),  (JCK^. 
Cela  posé,  je  dis  d'abord  qu'on  a  ( AA')  =  (jA'A).  Supposons 
en  effet  que  h,  h',  h',  etc.  soient  tous  les  nombres  de  la  suite 
2,3,3,....^ —  I,  qui  par  eux-mcmcs  sont  contenus  dans  A 
et  dans  A'  lorsqu'on  les  augmente  de  l'unité  j  c'est-à-dire  que 
h,"^  1 1.  h'  i ,  h'  i,  etç.  sont  supposés  tous  contenus  dans  A'^ 
il ésl éiriderit que »— A— > i ,  nr^ht^l $  n — h'-^i,  etc. seront 
tous'obntemis  dans  K* ,  et  que  ces  nçqsbres  augmentés  de  l'unité , 
aaToir»  -n^h,  n  —  Vt'n'-l^ ,  etc.«  le  seront  dans  K\  d*où 
il  suit  que  (iTA)  n'est  certainement  pas  plus  petit  que  (KJP); 
23iais  comme  on  démontre  de  la  même  manière  qu'on  ne  peut  avoir 
(AA')<(A'A),  il  s'ensuit  qu'on  a  nécessairement  (AiS^')ss(A'A)« . 
et  de  même  (AA'j     (A'A') ,  (  A' A")  =  (A'4C'). 

Ensuite ,  comme  en  considérant  un  nombre  queloonqne  de  A, 
n  —  1  excepté  ,  le  nombre  immédiatement  pins  grand  doit  être 
contenu  ou  dans  A^  ou  dans  K' ,  ou  dans  A'j  il  s'ensuit  ^ue  la 
somme  .... 

■  (AA)  4- (AAO  4- (AA')  =  m  —  I  , 
c'cst-à'diie ,  au  nombre  de  termes  de  K  diminué  d'uM  imité*  Par 
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me  râUt^  fset^ib^ajble, ,  'on  afinl , .  ;  ' ,  '  , 

(K'A) + («^AC')  -h  (K'X')  =  m ,  (K'K)  -f-  (/iC'A")  4-  ( /t'A')  =;/;^.-i 
Développons  maintenant  d'après  ics  règles  da  n*  ^45,  le  Etrodilitr' 

en  '      "  I 

«D  Tena  .finbitflnettt  ^  céfte  ipw»iUm:yehtiie  îranfiiâ  à /la 

et  commo  (n*  545)  I0  proBoit  naît  de  pjf,  en  dumg^ant  (m^  i), 
(w,  (lïi,  en  (m,  g^),  (m,  (ai,  1)  wnMWflivenmit,  «'«it- 
à-dûo,  tti  ^,  /jT*  P$  an» 

et  de  mftme 

d'où  résulte  siU'^letchajiip  .      ' .       .  -  >  . 

De  plûs ,  Comme'  on  àtiKait/pa  4é;reloppeir  directeinent/i)/ de  jnêpM* 
qp'oa  a  développé  pj/,  ce  qei  aurait  dofiné 

et  que  cette  eicpresdon  doH*ftire  Hentiqâe  avee^  précédente  «  il 
^entuitqn'ooanéceMaireiiient  (K'K)=(IC'K')  et  (A'A:')a=CA:'A). 
Si  dooq  Dons  fiu«0|it  _  . 

(A'iP)c=  (iC'AO  ==^«7  (K'K^Q  (K'/C)  =  (  Ait')  =  ^ , 
nom  aurons  '  ^ 

d'où  (jrA)sr:<l— i. 

Desorte  qne  eei  neuf  quantités  Incîdtonùeé  se  rS^sent  k  trois,  on 
plutôt  à  deux,  à  cause  de  l'équation  a  +  • 

Enfin  il  est  çlair  que  \»  tffmé    s§  développe  en 
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47©  "  mgCHERCHESr  ' 

(ffi,  iH-    +      44-i)  +  (ot,^+i)4-(/», 5.4- 1)4* èfe; 
Fârroi  les  difFérens  termes  de  cette  expression  ,  on  trouvera  (/ti,  n) 
qui  M  ramène  k  {m^  o)=s=:m'f  ]e  reste  se  réduira  évidomineiit  à 

Àîiiii,  ptfies^rédhiçtioiw  fcéeidatttei  »        waêê'Sxamé  ,lm 
quatre  ^uationi 

f^s^m  Lj.  (i— «5;»  4-  ^  4. 

/>/a4»  .  .  .        t^i^ap'^bp',  ^ 

p'p'-sst  ap pV cp' ,■  • '.  »  ■ 

où  les  trois  inconnues  a ,  h ,  c  sont  liées  par  la  relation 
a-f-6  +  c  =  m  (I), 

•t  sont  ceftainement  de»  noofacM  ontMrSt  On  tiiv  ide  là 
Cistp^jffsR^^'^^'i'epffa:timt^{f^li^(f^o)p 

•  Uds  èoBime  eit'  ittib  ftnettos  ii|7liii«bl«  de  7/,  les 
coefficim  de  cet  trob  pArlodee  doifiait  tee  lee  mêiaes  (a*  35o)^ 
ce  qui  donne  ifo»'  nonfeUtf  .éepM&çat 

et  partant  .  ,  ' 

Cz=zam-\-(ab^C'\-bcXp+-p''\-jf)  =  a*  —  bc  .  .(UI), 

à  caase  de  Téquatioit  (I),  et  de  r^qnation  p'i  p^^l  f^tss—^  u 

Qoflkiae  C  dépende  de  tons  inddnnaei  qui  ne  lent  lléet  qne 
par  deux  équations,  la  condition  qui  exige  que  a^b,  ù  toÎMit 
des  entiers ,  suffît  pour^  les  dâerminjîr*  le  pf|Rnv«  non» 

mettrons  réqoation  (II)  sons  la  £pnP9 

qui  devient  • 

4»  SB  (6a  ^  5Zr — 5c-r  a)' Ht  37  (A  — c)^. 
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AHITflMiTIQXTES.  ^fà^ 
k  ctnie  de  ns=»9/n<^  ia>«3a+ 3^4^Stc4-|  ^  ofi-^  en  {kiniBl' 

II  suit  de  là  que  le  aoiabre  4^* >  G*est'à*dire  le  quadruple  de  tout 
nombre  premier  de  la  forme  3m-f-i,  peut  être  représenté  paii^»^ 
forme  x'-f-ayjr*;  et  quoique  ce  résultat  puisse  se  tirer  sans  diffi- 
culté de  la  tbéorie-génétiûe^des  fennel  binaires,  il  n'en  €«t  pas 
moins  étonnant  qa'ime  telle  cUeompodtioD  tttit  HIeî  tl  iiiliidiHiient 
ftTec  les, nombres  h^  c»  Or  noos  d^onfnrçgis»  f o|iin|eril  svif^, 
Ife  nombre  i{>i  ne  peni  être  décomposé  qne  ^  We  sçulê.  mit*», 
mère  en  un  «jnarré  et  le  produit  d*«i  entre  qoarré  par  37 
Si  IWMj^poflrît  • 

l*4-a7it*s4ii  et  V* 4- 271^»  =  4^1,' 

en  en  tirerait 

5«. ....  .(tùf+i^u)(tu'^1'u)==:4niu'*'^u'y 

La  troisième  équation  prouve  que  n,  qui  est  un  nombre  premier^ 
divise  l'undfes  deurndmbres  /i/'-f-f«,  /// — t'ii\  malHaprbriiîèM 
et  la  seconde  font  voir  que  chacun  de  ces  nombres  ést  plliÉ' petit 
que  71-,  dènc  oelyV^jne  iz  divise  est  nécessairement  nul,  ce  qui 
donne  u'^ — u*ssO>.  bu  u^tstu"*  et  i^=t'*,  o'fst'à-diro  que  les 
deux  décompositions  sont  les  mêmes.  Si  donc  nous  supposons 
connne  la  décomposition  du  nombre  4n  en  un  quarré#.  et  jle]Kt>* 
dnitd'nn  antre  qnarré  par  2j,  décomffûSitioo'qnèVdn  peùt'tifènver 
eoit  ■i<Âbd»diNBle^la  Séeltot'¥,  ibit  osr  làmélbode 

indirecte  des  tf»iS3S|-5A4^siv  iÀDr^ei«m|iei^-oil  ir^fbàd#4<l^« 
lesqnarrés(5Ara-a)%  (^-hc;)^  s^rontdét9i^iînés>  et  «f  aura  deux  éqnai- 
lionsaulieu  del'équation  II.  On  voit  clairement^  non-seulement  que 
lequarré(3A — a)*  est  déterminé  ^  mais  qute  la  raciné  3A— 2  l'est 
aussi j  en  efFet ,  Je  devant  être  un  nombre  entier,  on  devra  prendre 
5A7-a=:-j-j|f .  ou  sp— 'JV/,  suivamt  que  jAf  sera  de  U  ^brine 

 i-  Il   i.  '1  ■  ■■  i.n  ,]»ai»tmi  1'   If  n 

(«)  Cette  pi^podtfato  ç«ttt  ttM  démoUtiée  plni  dir<ctflâ«kl  paé*  lfV''ptideipâs 

de  k  Section  Y.  '  •  î  j  *  •  . 
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S^fi-t:  on  Sz-ff^a  (*).  Cela  posé,  comme  on  «  j*. 
on  en  tire 


a  •  •  « 


et  ainsi  tous  1^  coefficiens  de  l'équation  cherob^e  ^  troi^vent 

détermines.  ■  .  '  . 

Cette  formule  devient  encore  pins  simple^  en  foblllilnftnt 
A'*  sa  valeur  tirée  de  l'équation  .  " 

€•  qni  donne 

r=s  Km  4-A  ^Sjb»)  sf  (^4  iti^^^ 
Gstte  vdenr  peut  encore  te  repréfènter  ions  le  fermer 

qui  est  d'une  application  moins  facile,  mais  qui  fait  voir  par 
elle-même  que  C  est  un  nombre  entier,  comfne  ii  le  faut.  , 

i  Eacemple.  Pourwsrig,  on  a  4«=49-f-27»  d'où  Zk  a;  jl 
iAt3»5y  Cs=:K^*f^70=7  '  ®^  l'équation  cheinhée  cai  • 

ooiiiiDe..ci-deMm  (nT  S5t).  .  ... 

•    .         .'•  ■      '  .  -  •  •       .  ■ 

.  Vi9..wko9.tf^  ?^f»  4S»  e»lNai<eiMf 

jpeotjiTBlWB|.4:.aa»i,,-7.j,,:a, -^5*1  :i» 

I  •         Caaig  — ir,'8>  — li,  —8,  9,-^5.  *   *  ^ 

■  *  t 

Au  reste,  quoique  le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  loii 

'    •     •        ■  ^  .       '    '  •  '  ■ 

par  3.  jQuaBt 

*â  i'àiûbîguitiî  âe  sign«  qui  porté  Kafb^c\  û  èat  mifilé  dc  'a'y  ànâmr^'ct  mêmii 
•c«tl*-détMisiMtioB  est  impossible  par  la  natur»  aéine  de  la  chose , 
dépend  du  choix  de  la  racine  g,  de  manière  que  pour  quelques  radaef  ^âmi- 
tive*  b^t  «st  positif,  tandis  que  pour  d'autres  U  est  négatif.         , , 

assea 


ARITHMÉTIQUES.  47$ 
«Met  eompliqaé,  noat  n'aront  pas  Tonlii  le  sâppriiner  »  f abt  à 
eaose  de  l'élégance  de  la  solntion ,  que  parceqne  les  artifices  qn*il 
nous  a  donné  occasion  d'emplojer  peuvent 'être  d*tme  très-grando* 
iitilité  dans  d'autres  problèmes. 

S59.  Les  recheiches  précédentes  avaient  pour  but .  de  trouver  les 
équations  auxiliaires  ;  nous  allons  maintenant  exposer  sur  leur  réso* 
lution  une  propriété  digne  de  remarque.  On  sait  que  tons,  les 
travaux  des  plus  grands  géomètres  ont  échoué  contre  la  résolution 
^nérale  des  équations  qui  passent  le  !  premier  degrés  on  pour 
mieux  définir  l'objet  de  la  recherche  >  «contre  la  réduction  des 
équations  complètes  à  des  équations  à  deux  termes,  et  il  est  à 
peine  douteux  si  ce  problème  ne  renferme  pas  quelque  chose  d'im-î 
possible,  plutôt  qu'il  ne  surpasse  les  forces  actuelles  de  l'analjse. 
(Voyez  ce  que  nous  avoos  dit  sur  ce  sujet  dans  le  Mémoire  in- 
titulé Demonstratio  nova,  etc.  p,  aa).  Il  est  certain  néanmoins' 
qu'il  y  a  une  infinité  d'équations  composées  dans  chaque  degré , 
qui  admettent  une  telle  réduction,  et  nous  espérons  faire  plaisir 
aux  géomètres,  en  prouvant  que  nos  équations  auxiliaires  sont 
toujours  dan»  ce  cas.  Mais  à  cause  de  Télendue  du  sujet,  nous 
ne  présenterons  que  les  principes  les  plus  iniportans  qui  sont  né- 
cessaires pour  démontrer  cette  possibilité,  différant  à  un  autre 
temps  l'exposition  plus  complète.  Nous  mettrons  en  avant  quelques 
observations  générales  sur  les  racines  de  l'équation  i;=o, 
en  comprenant  le  cas  où  e  est  un  nombre  composé. 

1°.  Ces  racines  sont  données,  comme  on  le  sait,  par  les  élé* 
mens,  par  la  formule 

«asscos  h'tin  — , 

dans  laquelle  on  doit  prendre  pour  e  les  nombres  o,%,  2,  3.«,tf^i,' 

ou  d'autres  nombres  quelconques  congrus  avec  eux.  Une  seule 
racine  est  =  i  ,  celle  que  l'on  obtient  en  faisant  k:=Of  ou  plus 
généralement  A=o  (mod.^)-,  mais  à  toute  autre  valeur  de  Aré« 
pondra  une  valeur  de  a;  différente  de  i.    ■  •  . 

2\  Comme  on  à  - 

^ .    ■   .  ^cos  — 4-f  8in  —  J  =cos  —+i  8in~-, 

Oo» 


4!j4  miÇHKHCBES 
ai  S  «fi  «M  BUMuie  oorr^apomie  à  «ne  rtHmatàê  h  premlh»: 
ajVQ»  h  Hm»  de  nnanéio  «  deee  la  progression  R,  R*,  R',  etc». 
sm  naia  tons  les  antref  sercwt  différeat  de  i  ^  11  sût  de  là 
que  toates  les  quantités  R,  R*,  R*,  elc.  •oui  dilKmt«s»  et  comnie 
cjhilcone  satisfaU  4  l'équi^on  ds*— tso^  elles  sont  les  racines 
dj(  e^Ue  <qaaUûn« 

-  S\  Enfin  dans  la  nêne  foppoiitioOf  oo  a 

|ionr  toute  raleor  deX  entftre  et  non  divisible  par    en  efiêt  cetle 

espreuieAéqiiiTantà7<*— et  le  nnmérateiir  de  eette  fraotioii 

'"^ 

^st  =so>  tandl»  que  le  dénominatenc  ne  I*est  pas.  Hais,  quand  K 
qst  divisible  par     cette  somme  est  évidemment  ssse, 

5Go.  Soit,  comme  dans  tout  ce  qui  précède,  n  un  rombrc 
premier,  g  une  racine  primitive  pour  le  module  n ,  et  n  —  i  les 
produits  de  trois  nombres  entiers  podtift  a,,  y»  Pomr  abréger. 
Bons  comprendrons  en  même  temps  dans  DOS  recbercbes  le  ces  • 
0&  l'on  aurait  «  on  >=si  ;  quand  y^sng  il  fimt  remplacer 
iy»       (y 9  g)f  ^*       M»  Supposons  donc  qneles* 

périodes  de  fiy  termes,  Ç^^y^  i ) ,  g) ,  (/2>, 0-'" ih'» 5"*"') 
soient  connues^  et  l'on  veuille  em  déduire  Icê  valeurs  des  pé* 
liodes  de  y  termes  «  op^ation  qœ  nous  avons  réduite  plus  baut 
i  la  résolution  d*ùne  équation  complète  du  degré  j^,  etqn11s*agit 
maintenant  de  ramenet  à  une  équation  à  deux  termes  de  même 
degré.  Pour  abréger,  nous  représenterons  respectivement  les  va* 
leurs  des  périodes 

(>'*  0 »  {y>  /) »  iyfêT)»         §*^~^      P^r  a,  B,c,...m  , 

ty»g>.  fr,/"^  V  C^*/"^"^*)   -y.* 

(y.8%(y.g^-^%  ^^v.  

jusqu'à  cell^qui  composent  la  période  {fiyt g" 
1%  Soit  R  une  racine  indéfinie  de  réquation  a^—  i  &so,  et 
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ARITHMÉTIQUES.  '475 
supposoni  que  le  développement  de  la  puissance  /3  de  la  fonctioii 

I  ss  «  H*.  HA + -4-, . . .  2l^""'jït. 
soit^  par  ce  qui  a  été  dit  (n*  545)  , 

^A'ii  4-  nu  +  C'd  

4-  etc.  } 

où  les  coefficiens  iV,  A,  S,  etc.  seront  des  Fonctions  ration- 
nelles entières  de  R,  Supposons  aussi  que  la  puissance  ^  des  deux 
autres  fonctions 

t/sss    A  4-  jRc  4-  R*d  4-  F^^^m  4-  ph'^a 

se  développe  en  V  et  V*,  on  verra  facilement  (n'  5:)o)  que  ti  se 
txraut  de  /  en  changeant  a,bf  c  ,,,.m  eu  b  >  c ,  d . , .  .a  respec- 
tiveo&ent ,  on  aura 

N^Ab  -^Bc  +Cd  4- Ma  ^ 

4-  A'b'  4-  ZTc  4-  CV  +  (  _  rr/  , 

4-       4-  B'c'  4-   4-MV ,  —  • 

d'ailleurs  u^JU/,  ainii  UsslêV;  et  comme  iz'^  =  1  «  les 
C€»efiicieiit  oonrespondans  seront  les  mêmes  dans  U  et  27'  ;  enfin , 
comme  <  et  «  ne  dififerent  qu'en  ce  qoe  «  est  multiplié  par  l'uDité 

dans  tf  et  dans  »  par  lé,  on  Toit  focilement  que  les  coefficiens 
correSpondans «  o'est-i-dlre  ceux  qui  multiplient  les  mêmes  pé- 

.  riodes,  sont  les  mêmes  dans  T  et  dans  U,  et  partant  dans  T  et 

,  dans  U\  On  a  dono 

AzsBssz C,  etcsitf;  A'ssB'ssC,  efo;, ^'arB'ssO',  etc. ete* 
et  partant,  7se  «roure  rédnit  àla  forme 

T=N  +  A(3y,  i)4-^'C'3>^,5-)  +  ^^'('3>,fi")-i-elc., 

ou  chacun  des  coefficiens  N,A,  A',  etc.  peut  être  ramené  à  la 

furme 
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ï47«  RECHERCHES 

pi  v'i  P'>        ^iwx%  des  Bombret  entiers  donnés* 

a'.  Si  Ton  prend  pour  JR  une  racine  déterminée  de  i'éqnation 

a/— i8so(dook  nous  supposons  avoir  déjà  la  solutioo),  et  telle 
que  sa  puissance  )3  soit  lâ  plus  petite  qui  soit  égale  à  l'unité, 
T  sera  aussi  une  quantité  déterminée  dont  on  pourra  tirer  t  par 

réqoation  à  deoi  termet  / <*'  Taso.  GMDme  oette  éqnadoii  a  ^ 
'tacinet. 

tpRt,B^t  itt*""', 

le  choix  de  la  raeloe  que  l'on  doit  employer  reste  douteux  ;  mais 
on  peut  prouver  comme  il  suit  que  cela  est  îndiflférent.  On  doit 
se  soutenir  que  ,  toutes  les  valeurs  des  périodes  de  termes  étant 
supposées  connues  )  la  racine  [i  n'est  déterminée  que  par  la  con- 
dition d'être  ime  des  racines  contenues  dans  (/Sj.,  i),  et  que 
parconséquent  nous  sommes  parfaitement  maîtres  de  représenter 
par  a  la  ▼aleard'nne  qoelconqne  dea  périodes qni  composent  OS;.,  i  )  ; 
et  si  la  Talent  d'une  de  ces  périodes. étant,  représentée  par  a,  oa 
a  f  s  T'y  et  qu'ensuite  on  représente  par  a  la  Talenr  de  la  période 
que  l'on  représentait  par  b,  Cpâ,,.       h,  deviendra  b,  c.  •  .m,  a, 

ce  qui  donnerait  alors         »tI>^~\  De  même,  si  l'on  vent 

représenter  par  a  la  valeur  de  la  période  qui  était  auparavant 

représentée  par  c ,  la  valeur  de  /  deviendra  rR^  ^,  et  ainsi  de 
suite  y  t  pourra  donc  être  supposé  égal  à  une  quelconque  des  quan- 
tités    Tlâ~\  Til^~%  etc.,  c'est-à^ice  k  celle  qu'on  vciudia 

des  racines  de  I'éqnation  a^—  7s:      pourvu  que  nous  suppo- 
sions que  l'on  prenne  pour  (y,  i),  tantôt  l'une,  tantôt  l'antre  des 
.  périodes  contenues  dan»  (0y,  x)* 

S*.  Lorsque  la  quantité  ^  a  été  déterminée  de  cette  inanifcre; 
il  faut  cherelier  les  /8  —  i  autres  qui  se  déduisent  de  en  sub- 
stituant successivement  R*,  R^,  R*,,,,R^  k  la  place  de  R,  c'est* 
à-dire. 
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fc^a-hU'à-^-R'c  ...'j-R  '^     m,  etc. 

On  connaît  déjà  la  dernière ,  puisqu'elle  devient  évidemment 

=  /z4-3  +  c...-f-/n=s (fiy,  i)f  et  les  autres  se  détermineront 
•comme  il  soir.  '  '■>•'.''>  'i  • 

Si ,  en  sniFant  les  vèglei  dn  n*  545 ,  on  fenne  le  produit  r  V, 

comme  (i*.)  on  a  formé  on  prouvera  d'une  manière  absolu- 
ment analogue  à  la  précédente^  qu'il  peut  se  ramener  à  la  forme 

Nt,  jijt  »  Ali  etc.  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  Ri 
et  pareonséqnent  7^  ipe  quantité  connue;  d'oùl'oA  tire. 

De  même  si  le  dëFeloppement  du  produit  /"^t'  est  supposé  égal 
à  T',  7*  aura  une  forme  semblable^  et  une  fols  sa  valeur  con- 

.  nije  ,  on  aura  ;  f  se  déterminera  par  l'éiqyatlo^      ^ , 

«era  une  quantité  connue,  etc.  ^         .  .,  .  <  ....(  , 

Cette  méthode  cesserait  d'être  applicable,  si  l'on  pouvait  avoir 
f=o,  ce  qui  donnerait  r=  r'=  J'=etc.  =o  ;  mais  nous  pour- 
rions prouver  que  cette  supposition  est  inadmissible,  si  nous 
n'étions  forcés  d'abréger.  Il  existe  aussi  des  artifices  particuliers 

par  lesquels  les  fractions.  .-^^  yr,  etc.  peuvent  ètiè  cdiiTMes 

,  ftnetîoos  enCi^  ^e  et  d^  néthodei  plus  abrégées  pckur  trou- 
ver îT,  etc.  l<^is^'An.  a  «sxj  mais  nous  ne  pouvons  îkonsar- 
léter  à  ces  détails. 

4'*  Enfin,  dès  que  l'onconnaiCra  t,  f,  f,  etc.,  on  aura  sur- 
le-champ,  par  la  troisième  observation  du  n*  précédent,  ' 

/-f-Z'-f  i'+etc.^/Sa,  '  " 

équation  qui  donnera  la  valeur  de  a,  et  de  cette  valeur  on 
pourra  (n"  546)  déduire  celle  de  toutes  les  périodes  de  y  termes» 
Les  valeurs  de  b,  c,  d,  etc.  peuvent  aussi  se  trouver,  comme 
chacun  pourra  s'en  assurer  par  uoe  légère  attention,  au  moyen 
des  équations  8i4vantes:>  .  :  : 
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_  »  •  •  •  • 

Paimi  les  nombreoses  observations  leUtires  à  la  keeheftiheprj- 
eédeBte«  pons  ne  noiu  arrêleroni  que  sor  une  senloé 

*  '  On  Toit  fatïiiement  que  T  obtient  le  "pins  souvent  une  valeur 
kalBtf^iïaStt^U  lotmie  P+iQ>  âdsorte  ijoa k  tohnion  «le  Péqui- 
'iioii  ilép«wl  de  là  divisitm  «n  fi  -  parties  »  i*  d'un  angle  dont  la 

tangente^'  Sir  A*        rft^fwrt  qui  est  cebi  de  i  à        +  Q*)  ; 

«t-il  çst  digne  de  remarque  que  la  valeiir  de  ^(P*  +  Q*)  peni 
.'lau)o1lb''V6tprin1ër  rationnellement  par  des  tjaantités  déjà  con- 
nue», desorte  que  l'on  n'a  besoin  que  de  la  division  de  l'angle  et 
de,'['extrtacion  d'une  racine  quarrée  (nous  ne  faisons  qu'indiquer  cette 
remarque,  que  nous  ne  pouvons  détailler  ici  ),  par  exemple,  pour 
<)3(=3  on  n'a  besoin  que  de  la  trisection  de  l'angle,  tandis  que 
pour  la  plupart  des  éqnarîeos  dsttroifiteie  degré  ^put  tontes  Jes 
..racines  si^nt  réelles»  on  ne  p^^it  éviter  .d'emplojer  la  trisection  do 
l'angle  et  du  rapport» 

.  Enfin  «  comme  deft  ntapdelie  «pie  nous  ne  supposions  asst  ; 

ty^X,  «t  partant /Ss&Hî^ft »  H.^est  éfiddnt  i)iie  la.sol«itiQn.  de 
réquation  4",— js?so  pent  (|tre  ^uite  ,  à  la  saltttV>a  de  l!équa« 
Uon  à  deux  termes  du  d^ré  it-^i,  fD*^''«--<  T=BO ,  où  Tse  déter- 
minera' par  les  racines  de  Péqoation  arf^^—itéo»  Il*dù-il  résulte, 

-à  l'aide  de  l'observation  que  lions  vénoni  ile'lkirè,  que  la  divi- 
sion du  cercle  en  n  parties  exig^: 

1*.  L'a  division  du  cercle  èn  n-^  i  parties; 

a*.  La  division  en  n  —  i  parties  d'un  arc  qui  peut  se  construire  « 
lorsque  la  première  division' est' faite; 

5».  Enfin  l'extraction  d'une  racine  quarrée,  et  l'on  peut  prouver 
que  cette  racine  est  toujours  y/w. 

55i.  Il  nous  reste  à  examiner  de  plus  prës  la  liaison  qui 
existe  entre  les  racines  i\  et  les  fonctious  .tngonooMttriqufiSc  des 
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La  méthode  que  nont  avoos  exposée  pour  trouver  les  racines 
laisse  de  rincertitude  sor  celles  de  ces  racines  qui  répondent  ^' 
oei  dîÊ6lÊ9Êê  aiifjles»  e'M-à-diB»,  sur  odtte  que  l'on  doit  égaler 

i  C08^  +  /  sin      celle  que  l'on  doit  égaler  àcos^+/sin^,etc., 

à  moins  que  l'on  ne  fasse  usage  des  tables  de  sinus ^  ainsi  que 
nous  l'avons  indiqué,  ce  qui  peut  ne  pas  sembler  assez  direct. 
Mais  cette  incertitude  disparais,  aisément,  atl'oipL  SsSt  aiteniioa 
que  les  coâiaus  des  angles 

P    aP    3P  (n— QP  *  ' 

n'n'n  an' 

vont  continuellement  en  décroissant,  pourvu  que  l'on  tienne  compte 
du  signe^  et  que  les  sinus  sont  positifs,  tandis  que  pour  les  angles 

(ttr-i)P     Cn--a)J>     (n-^)P  (n4»i)P 
n      *        n      *        n     •••••  q„ 

qui  ont  mêmes  cosinus  que  les  premiers,  les  cinus  sont  tous  né- 
gatifs, quoique  de  même  grandeur  que  les  autres.  Ainsi,  parm^ 
les  racines  Cl ,  les  deux  qui  ont  même  partie  réelle  et  pour  les- 
quelles cette  partie  est  la  plus  grande  >  répondront  aux  angles 

£  et  ^^j^^^»  saTeir«  au  premier  celle  où  la  quantité  ixpi^inaire 

est  positivej  au  seoond  çelle  o&  elle  est  néfê^fiyç*  Par|ni  les 
n^S  ejutres' racines»  les' deâx  qui  auront  la  plus  gwde  partie 

réelle  répondront  aux  angles ,  Sî^~îî^ ,   et  ainsi   de  suite. 

D'ailleurs ,  ajussitôt  que  l'on  connaît  U  racine  à  laquelle  répond 

l'angle      on'  pourra  (Usdagncr  les  autres,'  ^n'mmari^atUit  que 

aP    3P  éP 

si  on  la  désigne  par  [A],  aux  angles  —,  —  ,  etc.  répon- 
dront évidemment  les  racines  [aA]^  [3A],  [4a],  etc.  .Ainsi  dans 
l'exemple  du  ri*  355,  on  voit  sur-le-champ  qu'il  n'y  a  pas  d'autre 
racine  que  [ii]  qui  puisse  répondre  à  l'angle  -r§P,  et  à  l'angle 
la  racine  [8].  De  même  aux  &n^\e9  P ,  ^ P ,  ^P, 
HP,  eto.  répondent  )|U 'peines  [5J,  L^^$Mh 
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Fezempla  da  n*  S54>  la  racine  [i]  répond  évidemment  à  l'angle 

ifP,  la  racine  [a]  à  l'angle  —P.,  6te.  Ainsi  de  cette  manière 

les  sinus  et  cosinus  des  angles  — ,  — ,  etc.  sont  eulièremeat  dé* 
terminés. 

36i.  Quant  âce  qui  regarde  les  autres  fonctions  trîgonométrique» 
de  ces  angles  ,  on  pourrait  les  tirer  des  \  aleurs  des  sinus  et  co- 
sinus,  par  les  méthodes  connues,  savoir,  les  sécantes  et  les  tan- 
gentes en  divisant  respectivement  l'unité  ou  les  sinus  par  les 
cosinus,  et  les-oosécantes  et  les  cotangentes,  en  divisant  le  rajoil 
oU'-neS'^siBUi  far  lesi  sinncllfais  le  plus  souvent  'il  sera  ph» 
commode  d'emplojer  les  formules  snivantes^  qui  nVsigeat  qiiQ* 
de  simples  additions.    -  .  - 

Soit  «  un  quelconque  des  angles  —,  ~  (i»—OP  ^  g| 

cosM-j-iisiu R  sera  une  des  racines  H,  et  l'on  aura 

et  partant 


Nous  allons  donner  le  raoj'en  de  transformer  les  numérateurs  de 
ces  quatre  fractions,  de  macière  à  les  rendre  divisibles  par  les 
dénominateurs,      •       '  •     •    •    t  . 

1*.  Comme  on  a  J?=>?''^'=iî-*-,  il'  en  résulte  aR=2î-|-/?*"% 
expression  qui  est  divisible  par  puisque»  est  uu  nombre 

impair  j  donc 

et  partant,  puisqu'on  a  sSiie'  =  —  sin(27i  — sin3«=s 
— sin(a/z  —  3)a,  etc.,  et  pafcpnséqueot  sin.â*---sio5<w.-i-.*in5â».«.« 
+8in(2«  —  i)«  =  o, 

sécû>cscoSâ»^cos5«»ik^cos5ai...'.+eos(an— 0  »,  ' 
ou  enfin,  puisque  eosâis5Cos(ai^i)«»,  cos5«sacos(a<i— etc.^ 

.   sécMse  a  (cosiw— cosS«»-f-cos5if ^ .  .qsoo8(i2«-3)»}slBcos>M»» 

le  signe  supérieur  ou  inférieur  ajant^Uen,  suivant  que  n  est 

de 
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de  la  forme  4i+ï  ou  4/z-f-3,  Cette  foimule  peut  évideaunent 

»e  présenter  comme  il  suit  : 

'     sécû»  =db  (i — aco8a»'4-acos4a». . .  ,d=2cos  (/^— 
a*.  Sututituant  de  même  i— iî"-^*  pour  i— ils  oa  fcom 
tang«^B/(i— J^+il^— -A*  — 

5\  Comme  on  a 

iH-jR*-i-iî*  .4-iR*î=*5s:o, 

OB  en  tire  .... 


espnstion  dont  les  difiKrentes  partiel  sont  divisibles  par  i— il*». 
d'oàilMsnlte 

iî  l'on-  anltiplie  ptr-  a^  que  l'on  letranclie  le  produit  • 
et  que  l'on  multiplie  de  nouyean  pu  /I  >  on  a 

*  « 

d*o&  résulte  sur-Ie-efaamp, 

«M^wcsj  {(«— 0«in«-K«— 3j«iû3«».  .t.  .  .^o— i}sin(a»— 1>} 

5=s^{(«— i)sîn«»4<»--5)iîn«#--etc.-|-asin(«— 2)«} , 

formule  qui  peut  encore  se  présenter .  ainfti 

eoséoMB»— ^{a^a#4-4sin4«»4-6sin6». .  .-4-(<i— i)sin(/2-.i)»). 

4%  En  multipliaot  par  i+iS'  la  valeur  de  ^^j^quenornavoM 
donnée  plus  haut,  et  en.  retranchant  le  produit 

(jB~;i}<i.|.ii»^.Ji«4.  JR^sao.  • 

Ppp 
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il  Tiw* 

d'où.  : 

ibrmuïë  qbi  petft  endore  se  présenter  ainsi  <iu*il  suit: 

cot  »  s=  — ^(fin  «-f-SdnS*»....»  •'+C'*"*^)       — a)»}. 

365.  De  même  qa'en  supposant  n^i=ef,  la  fonction  Xpeu^ 
ètn  «i^omposée  en  c  facteur»  de  degré /,  aussitôt  que  l'on  con- 
nait  les  valeurs  des  e  périodes  de  f  termes  (n*  348) ,  si  nous  sup- 
^8ons  maintenant  que  Z  —  o  soit  une  équation  du  degré  n— 1 
dont  les  racines  soient  les  sinus,  ou  toute  autre  fonction  trigo- 

nkfaétrique  des  angîei  ^      >  •  •  -^""^^i  i*  folicûca  Z  pool» 

te  décomposer  en  t  titttan-  do  dogcé  f» 

Solfliit  ^^j^  0>  p9  P'f  ^  Ifériodtes  éhi  /fttVMf  dbilt  â 

est  composé,  et  jM»-  «MtiâiAfnt  DespectiFement 
les  racines        .  ^ 

[0.     tfl.  M/^^^^  [O..  OT.  m* 

lupposôhi  ^ecre  ^ae  Woi^e  si  ir^i^iftàe  &  la  tMciab  [OV«t|p«* 
tant  les  angles 

am,  bût,  etc.}  dm$  V«Hi  etc.}.  ,4^^$,  Vë,  Jtta»._  ^ 

hui  'racines 

.  [rtj,  M,  «fe.i  M,  C*7,  èle.}  M*  C^^,  elc. 

On  ▼erra  bciiement  que  ces  angles  pris  ensemble  coïncident.  jÇ*):, 
quant  à  leurs  fonctions  tirigonométtiqneSy  arec  les  an|jtee 

7'   ir»  T»  

;  -  -  -   - .  ■  .  ^  ^  1  ■  I    ,  .  .  ■  ,     I    ,  ^ , 

(*)Deax  angles  coïncident  sous  ce  point  de  YUe >  quand  leur  dHTérence  est  égde 
âla  circonférence  ou  à  un  de  ses  multiples,  c'est-à-dire,  lorsqu'ils  sont  congmi 
mmt  la  dnQafiéMea,«  ae».iw|loto  .fimUlm  ystpi^^wu  Ht  esejpwaui  Jms 
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ci  donc  la  fonction  dont  il  s'agit  est  désignée  par  le  8i|[pe  f 
placé  devant  l'angle,  et  que  l'on  fasse 

(  a?  •—  <pi»  )  (x — ^uœ)  etc.  =     ,  (  r — ^pu'ai)  (»— ç^V)  etc.  =  l^'t 

(x — çao))  (x — pb'û))  etc.  =  1^',  etc. , 

on  aura  néceisaiiement 

rrr'  =z. 

Il  nous  reste  à  faire  voir  que  tous  les  coefficiens,  dans  let 
fonctions  y,  y,  F',  etc.  peuvent  être  ramenés  à  la  forme 
A-\-B  (/,  i)4-C(/,  g)-{-D{f,  g')....^L(f,  g'-y, 
car  alors  ils  devront  être  regardés  comme  connus,  dès  que  l'on 
connaîtra  les  valeurs  de  p,  p\  p',  çtc.  Oc  nous  le  prouv^roni 
de  la  manière  suivante. 

Le  n*  précédent  fait  voir  que  de  la  même  manière  que  l'on  a 

lei  autres  fimctipos  tri^qnométriqiies  dp  .l!fi|gle  p  .sont  ré4tie« 
tibles  à  la  ferme 

.et  l'on  ifM)S.-U  BV>itt^rp  .fli|pMl^  »  ^  .nulfpe  JS»uBtio|i 
pour  l'angk  km  est  alors 

îtoat  •on  entier  <}neIoDnqiie.-0r  eônmw^  difffirens  eoeiffioiene 
«dé  T  sont  des  'fonetiont  WariaUes  rationn^les  et  entières  de 
"fam,  ^bm,  etc.,  il  est  lùanifeste  que  si ,  à  ia  place  de  ces 
'quantités,  on  substitue  leurs  valeurs,  les  différens  coefficiens  de- 
•viendront  des  fonctions  invariables  de  [r], [Àj,  etc.»  et 
•partont  (n*  647)  réductibles  à  la  forme 

■  ■  0+e^(/,  ^)  +  i)C/r)-i-etc.-, 

,11  en  est  de  même  des  coefficiens  y.  Y',  etc. 

564.  Nous  ajouterons  encore  .qi|e]0||(}S  ot)|eaj;(fiq§^  l'^fiuyl 

du  problème  du  n*  précédent. 

1*.  Comme  les  racines  de  la  période  P'z=(^f,  a')  entrent  dans 
lies  eoefllciens-^  F',  de  la  même  maoiàre  que  les  racines  de 
«la.^riede .  P  .«atcçnt  dans  | les  coefficiens  de  JT,  iUsuit  du 
Ktf^if  i^œ  ;l^\peut  le.dâdoiiQ  de  «T,. pourvu  <iue 'iVMi. snbstl* 
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tue  dans  T 

{/»  (/>  «W/  if»  «'^')'  etc.  au  lieu  de  (/,  i),  (/,  g),  (/,  etc. 
De  la  même  manière  F'  m  dédtûra  de  T  substituant 

(/,  a"),  (/,  if  g),  (/,  «V)»      W  Heu         0*  (//^)*  W^)' 
Ainsi,  dès  que  la  fonction  l^ett  trqpvée,  les  autres  luiTentde 
celle-là  sans  aucune  peine. 

a\  Soit  J'ssra/— «â!'-»-f-/3a:/=»— etc. 

Les  coefiiciens.a^  y,  etc.  seront  respectivement  la  somme  des 
'  racines  l'équation  ÎT^o,  la  somme  de  leurs  prodniis  deux  à 
^denx,  été.  Mais  souvent  ces  coefficiens  se  déteiminent  plus  com- 
nuidément  par  une  méthode  semblable  à  celle  du  n*  549j  c'est- 
à-dite 9  en  calculant  la  somme  des  racines  <poi,  ^aa»,  pb»,  etc.» 
la  somme  de  leurs  quarrés,  la  somme  de  leurs  cubes,  etc.,  et 
déduisant  de  là  ces  coefficiens  par  le  théorème  de  Newton.  Toutes 
les  fois  que  <p  désigne  la  tangente,  sécante,  cotangente  ou  cosé- 
cante,  on  peut  encore  employer  d'autres  raojens  d'abréviation, 
mais  nous  sommes  forcés  de  les  passer  sous  silence. 

5*.  Le  cas  oùy^  est  un  nombre  pair  mérite  une  attention  par- 
ticulière j  alors  chacune  des  périodes  P,  P\  P',  etc.  est  composée 

de-^  périodes,  de  a  tenues.  Soient  (a>  i),  (a,  a,),  (2,  b,), 

(a,  ç,)»  etc.  celles  ^ooniptfsent.i',  les  nombres  i,a,,p,,Çt,  etç. 
et  n-^i,  n— a,,  n^,\f  etc.  pns  ensenible,  coïncideront  avec  la 
.suite  1,  a,  b,  c,  etc.»  ou  dn  moins,  ce  qui  revient  au  même 
.quant  à  nos  considérations,^  seront  congrus  à  ceux-ci,  suivant  le 
module  77.  Mais  on  a  ^/z — i)û>=±<p<»,  çÇn — a,)ci>=±cpa,û»,  etc. 
en  prenant  les  signes  supérieurs ,  quand  (p  exprime  le  cosinus  ou 
la  sécante,  et  les  signes  inférieurs,  quand  ^  exprime  le  siiius^la 
tangente,  la  cotangente  on  la  cosécante;Il  suit  dé  là. que  dans 
les  deiuE  pcemieft  cas»  les  âcfeurs  de  P"seront  égaux  deiB  à 
-deux  ,  et  que  puconséquent  y  sera  un  quand  ssjT,  9^  Yon  fidt 

y  =  (a?— ^a)  (ar— ,«)  (jr— etc.  . 

Dans  les  mêmes  cas ,  V,  V,  etc.  seront  des  quarrés,  et  si  l*an 
suppose  que  P  soit  composé  des  périodes  (a,  a/),  (a,  b/), 
C^i  Cf),  eUî.,  P: des  périodes  (a,  a'),  (a,  b'),  {2,  ç'),  etc.. 


é 


ef  qne  Ton  fasse 

y=(a.--4>u,'«)  (j:-HpZ»>)  (-^--(pc.'û)),  etc., 

on  aura  Jr'=ys  JP"=j>''*.  etc.,  et  la  fonctioa  Z  elle-même 
sera  im  quarré  (j^o/cz  n*  537)  dont  la  racine  est  égale  à^;) etc. 
Au  reste,  on  voit  .fecUenieiit  que  /,  y',  etc.  le  déiÎTent  de  y 
de  là  même  manière  qoe  JT,  i^,  etc*  de  JT  (I);  et  que  chaîne 
coefficient  de  jri>eut  ansd  le  ramener  à  la  fomie 

O  +  C'C/.éOH-^C/.^O»  etc.;  . 

puisque  les  sommes  des  puissances  des  racines  de  l'équi^tion  /=o 
sont  les  moitiés  des  tonniiM'des  pQissaDceli  'dèt'raGuiét  de  l'équa- 
tion F'ssb,  et  partant  réductibles  à  cette  iforme* 

Dans  les  quatre  autres  cas,  T  sera  le  produit  des  fàcfedi% 
.(<?«J',  ;r*— (?Ji<!«»j%  x.*—{(^b,ù»y,  etc.  ét  parconséquent  db 

la  forme  '     .    "  •  '  1 

a'— ^j,^+;w/=<— etc.-,  • 

les  coefficiens  X,  ft,  etc.  peuvent  se  déduire  de  la  somme  des 
quarrés,  des  biquarrés,  etc.  des  racines  <^(*,  çn^cà,  <(>ù,a>,  etc. , 
et  de  même  pour  les  fonctions  1^,  JT',  etc. 

Exemple  /.  Soit  nssij,  y=8,  et  que  <p  désigne  le  cosinu^« 
On  a 

et  il  faut  parconséquent  décomposer  {/Z  en  deux  facteurs  du  qua- 
trième degré  y  et  y.  La  période  JP^(8,  i)  est  composée  des 
périodes 

(X,  i)j  (a,  g),  (a,  i5),  (»,  i5), 

d'oà 

^5=  (a:— ç»)  (-3:— ?9»)  (a:— <pi3a)  (j:— -^i5»}. 

Substituons  i[^]  +  î[''~-^]        ^>  utdéaignimf  iudéfiniiiient 
par  5»  la  somma  dea  puissances  m  des  racines  ^ar»  fg«> 
nous  tniuverons 

.  et  déterminant  par  là  le»)  «vBafffiîpiia  ide/,  à  Tald*  du  théoiima 

M  JfféOlW»     .    .    .  /   .  ^ 
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y  se  déduit  de  y  en  dnacéant  t^,i)  «         •»  léeipcoque- 
nMnt}  aioii  sttbïdtaaDt  iflt  valeoit 

on  a 

^--^^.(i  — xy/x7)x»— (|+§v^i7)x'+aH-i/i7)jr— ^, 

t/JST  peut  de  la  même  manière  ètca  décomposé  en  quatre  £atciear« 
dn  second  degré  ,  qui  seront 

#t  toni  les-  coeiEcient  de  cet  fiicteim  t'eiprimeroni  an  mojren 
des  qnatie  périodes  (4*  i)«  (4»  9)*  (4»  (4*  lo}*  Or  U  est 
Mdent  que  le  prodmt  des  deui  pceniien  ftctenn  ^  et  oe- 
loi  dot  deux  derniers  y* 

Exemple  II.  Si»  toutes  choses  d'aillenrs  égples,  f  est  ffippesi 
désigner  le  ttooi,  «nsoite  qu'on  aH         ,    -  | 

à  décomposer  en  facteurs  du  huitième  degré  jr         y  sera  le 
produit  des  quatre  facteurs  du  second  degré 

Or  comme  on  a. .    Aa»=— jH-H^C»— A],  il  «Biilivlte 

de  là,  en  détigimtotlnHéfi^lmeBftper  ^keommdet  pnisstaoesm 
des  racines  ^<»>  ^9^»  (piSs^»  4^i5s»»  on  tire 

'U^k-^m*  0-!wC^ÏO»  *=nîl-^<l. 
^ct  partaift 

jr=:a;«-{3-:(8,  f-i(8,  0+^8,  3))je* 

y  se  déBilit  de  ^  < en  éèbangeimt  entre  •  eux  0  C®'  » 
desorte  que  per  b  substitutioa  det  râleurs  de  ee»  -péiiodcs« 
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m  ^  ■ 

On  peMn  âe  Ta  même  qnnilre  AléomposiBr  Z  en  ^tie  ftctenn  | 
dont  les  oceliieieBt  t'ezprlÉittont  au  mcjea  des  Tàleiiri  di*^pé*' 
rjodes  de  quatre  termes;  le  fWOiliHt  do  dm;  d'dplm  «ni; 
le  produU  4fW  antccf  y .   

565.  Nou»  «vont  aioti  réduit  par  loi .  leptoehet  pfMS^B^U^ 
la  division  du  cercle  en  n  parties  «  si  m  est  un  nonbrf  premip^^ 
4  la  solutioQ  d'âutaot  d'équations  qu'il  y  a  de  facteivs  dans  Iç 
nombre  n — i ,  et  dont  Je  degré  est  déteroûné  par  la  grandei|s 
des  facteurs.  Ainsi,  toutes  les  fois  que  n»— i  esi^  pi^lHi^ 
de  2p  ce  qui  airive  pour  les  valeurs  de  n 

5,  5,   17,   aSj,   65557,  «te,^  .       . .  'r  . 

la  division  do  cercle  est  réduite  à  des  équations  du  Mepn^ 
degré  seulement,  et  les  fimctlons  Cïigonoinétriques  des  àng|tot 
ete.  peuvent  étire  exprimées  parde^  racines  qoairées  pins 
on  moins  compliquées,  suivant  la  grandeur  de  ji  s  dënc,  dansées 
«fiérens  cas,  k  division  du  oeiele  en  »  |latfies,  'oa  h  deierip- 
tien  dn  poljgone  régulier  de  n  eM$,  '  peut  s'eiéettler  par  deS 
OOBstmetions  géométriques.  Par  «imti|le^  .pour  »»'s7>  on  Um 
fiicileaient  des  n«  S54,  Mi  .  ' 
p  •  . 

•«•îy'=»~A+Vct/i74-T!ïV^C34-âV^a7)-it/{(i745V^«7)'^^-<-Hl^^^^ 

les  COÉftnus  des  multiples  de  cet  angle  ont  une  forme  semblable, 
les  sinnS'OM-^  rameal  4e  «plus.  Il  /  «  certainement  bien  lieu 
lie  i^élonoar  ^uel*  dIvisIblUté  dmoai^e  «a  «  «i  £  parties  ayant 
^té  eouatie dès  le  temps  d»jneclU^,.oB  n'ait  rien  «f oMi  à  eés 
découvertes  dans  «n  intervalle  de  denx  millo  aiks,  <et  ^  tèuslés 
géomètres  aient  attioncé  oommecertain,  qu'eieepté  ets  «vîsioes 
et  celles  qnl  sVn  déduiadit  (les  dîvirioi/s en  a**,  i5,  5.:»^  5.2^. 
»9.a  •  pmia) ,  QB  ne  pouvait,  «a  efiisctiwt  aacniia  nu  dei 
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Au  reste  on  prouve  facilement  que  si  un  nombre  premier  n 
est=3"-f>i,  le  nombre  m  lui-même  ne  peut  avoir  d'antres  di- 

viseurs  que  3,  et  qu'il  est  parconséquent  de  la  forme  a*^.£tieffi5t 
si  m  était  Hivi^ible  par  ua  nombre  impair  ^  pins  grand  que 
l'unité,  et  qu'on  eût  aiusi  mz=^n,  3"-^!  serait  divisible  p^. 

a  +1 ,  et  partant  composé.  Toutes  les  valeurs  de  n  qui  necon-' 
doisent  qu'à  des  équatioosda  second  de^»  sont  donc  conteniMt^ 

SOUS  la  forme  2  -f-i;  ainsi  les  cinq  nombres  3/5»  17/  a57, 

65557  s'en  déduisent  ed  gisant  rso»  .1^  a,  5,  4  ou  m=:r,  a, 
4  8;  16.  Mais  la  réciproque  n'est  pas  Vraie,  et  la  division  da 
cercle  n'a  lieu  géométriquement  que  pour  les  nombres  premiers 
compris  dans  cette  formule.  A  la  vérité  Fermât,  trompé  par 
l'induction  ,  avait  affirmé  que  tous  les  nombres  compris 
sous  cette  forme  étaient  nécessairement  premiers)  mais  Euler  a 
femar^né»  le  premier  que  cette  règle  était  en  défaut  dès  la  sup- 
fioiitlpfi  rs5  oii  msSa,  qui  dosue 

a'» -t- 1  =4294967297, 
nombre  divisible  par  641*  ^ 

Toutes  les  fois  que  n — i  renferme  des  facteurs  différens  de  a; 
on  est  toujours  conduit  à  des  équations  plus  élevées,  par  exemple, 
à  une  ou  plusieurs  équations  du  troisième  degré  ,  si  3  est  une 
ou  plusieurs  fois' facteur j  à  des  équations  du  cinquième  degré, 
quand  n—*  I  est  divisible  par  5,  etc.,  et  vous  POuroMS  démon- 
VRBR  BK  TOVTS  BI6USVR  QUE  CBS  fiQVATIOllS  BX  SAUBAIBBf 
BM  AUCUMB  MAMIÀRB  ÈTBB  ÊTITiEbS  Bt  ABAISkiBS;  et  quoique 

)es  U|Bl9ee  da  eet  QuFfage  ne,naas  peniisltn|ft.pas  de  développer 

dlllBf#*t^aUPiiide  cette  vériM* 'nous  avonf  .ccn  devoir  en 
ayerMi^«  ppur  «léT^ter  que  quelqu'un  ne  voulût  essayer  de.védoice 

à  des  constructions  géométriques  d'autres  divisions  que  celles 
données  par  notre  (héofie,  .et  n'emplojrât  inoti^aient  son  «temps 

à  cette  recherche.   "  •  *      t,' ; 

36^.  Si  l'pn,  veut  diviser  le  cercle  en  tz*  parties,  a  étant  ua 
nombre  premier  et  <t  >  i  ,  il  est  aisé  de  \oïf  que  la  construction 
géométrique  n'est  possible  qu'autant  que  a=a.  En  effet,  si  <7>a, 
outre  les  équations  nécessaires  pour  la  division  du  cercle  enaparties, 

U 
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il  faut  encore  résoudre  et — i  équations  du  degré  a,  que  l'on 
ne  peut  non  plus  ni  éviter,  ni  abaisser.  Ainsi  le  degré  des  équa- 
tions nécessaires  se  connaîtra  généralement  par  les  facteurs  pre- 

mion  da  aombce  («-^1)0'^  ^      compris  le  cas  où  A  sss 

Enfin  ti  l'on  di^t  divlnr  le  eeiele  en  Nssa^b^^'.  .*.  partiel^ 
a,  k,e,  eCc*  étant  des  nombres  pcemiers,  11  taffit  de  saToir 

A      &  y 

effectuer  les  divisions  en  a  ^  b  ,  c  /ete.  parties  (n*  336).  Aint^ 
poor  connaître  le  degré  des  équationt  aéceitaires,  on  doit  conii« 
décev  lés  fiideun  preBdezs  des  nooifaces 

(or-0<>^/.  ete.',  [ 
où,' 09  qoi  ie?ient  au  même»  les  fiu^teurs  de  leur  produit.  Oi| 
leikiarqaera  que  ce  produit  indique  combien  il  jr  a  de  nombre^ 
moindres  que  N  et  premiers  avec  lui  (n'  58).  Ainsi  la  division 
ne  pourra  s'exécuter  géométriquement  que  lorsque  ce  nombre 
est  une  puissance  de  a'>  mais  quand  il  renferme  d'autres  facteurs 
premiers /y,  p'^  etc.,  on  ne  pent.éfitçr  en -.ausuAe  loaj^ièçe  ief 
éqnatiottS  de  degré  ^,  etc. 

n  suit  de  là  généralement  que  pour  que  la  division  géométrique 
.du  cercle  en  N  parties  soit  possible  ^  N  doit  être  3  ou  une  puis- 
.sanee  ét  a,  ou  hhn  on.  nomlbre  preiiiier  dé  la  forme  a^-f-i  ^ 
DU  encore  le  produit  d*ane  puissance  de  a  par 'un'  ou  plusieurs 
jiombres  premiers  différens  decette  foriiiejoù  d'une' maui&re  plus 
abrégée,  il  est  nécessaire  qae  JV  ne  renfinrme  aucun  dÎFiSeu^  im- 
pair qui  ne  soit  de  la  forme  a"-^i  'f  .ni  i^usléuri  ibis'  un  même 
.diviseur  premier  de  eeue  forme. 

,  Ou  trouve  de  eeti»  manière ,  au-deisoni  de  Soo^  <let  traate-linij^ 
.▼aleivs  suivantes  pour  le  sombiie  iAT: 


3,  5,  4,  5,  6,  8,  10,  la;  i5,  16,  17,       a4,  5o,  5a;  54  4o» 
48;  5i,  60,  64,  68,  80,  85,  gS,  10a»  lào,  laS,  i56,  t6o,  170/ 
a«4>  ^>  a55|  256,  25j,  ays. 
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4  •  '-\«'  .  *..*.*' 

^      •    «    •  ' 

•  •  •  .  .  • 

Ji*  it.  ÏjA  Bolotien  dt  l'éqoation  io^étenoioée  ojt  -f-  ^/ss  dbj 
A*a  |>A»  ét^  tMovét  poorlapfvaiiM  Sai$fÊgJBukr,  oommenont 
l'avons  dit ,  mais  par  Baoktt  dt  JtnkiÊû,  gfa—to» 
septième  ^ècle,  célèbre  par  l'édiUoii  de  DiophanU  qu'il  a  pu- 
bliée aveè  des  GbnuDeatâins.  C'est  J^nnt^r qui  ioi'ea  «restitué 
l'hûiméar,  idàtis'  ses  AMMons  à  r Algèbre  d'Ealer,  p, 
eè  il  indique  en  même  temps  le  fond  de  la  méthode.  Mm^bet  m 
puUié  sa  clécourerte  dans  la  seconde  édition  de  son  tmvtupB 
intitulé  :  Problèmes  plaisons  et  délectables  qui  se  font  par  les 
nombres,  i6a4;  <cile  nVxiste  pas  dani  ia  première  édition  (im- 
|Kimée  à  Lyon  en  i;»)^  qoi  est  ia  seule  qœ  j'aie  . ¥ue>  mais 
elle  y  est  aniioucée.  • .    ..  -  j 

•  • .    •       • .   •  .  .... 

.W"  iSt^  396^  997.  i^f^^R^reaBouvelIemeateiposésadémons- 
tratioii  4u>*  tm  «eiccellent  ouvrage  intitulé  :  Essai  d'une  théorie 
des  nombres,  p,  ai4  et  suif^,,' mais  cependant  de  manière  à  n'y 
rien  changer  d'essentiel,  ensorte  que  celte  méthode  est  encore 
sujette  à  toutes  les  objections  que  nous  avons  faites  n*  397.  Il  est 
vrai  que  le  théorème  (qui  sert  de  base  à  une  supposition)  que 
dans  toute  progression  arithmétique  l,  l-^-k,  etc.>  on 

trouvera  des  nonlires  premiers  >'  si  X  et  /  n'ont  pas  de  diviseur 
à  kté  «xpoié  «vee  plut  'de  Mail  dftil»'  «él  ouvrée  , 
p.  la  et  suiv.j  mais  il'nepanift  pas  énooi«:a¥dir«tisfail  à  lia 
rigyieiirfi^oiiiMqitBk  B^aiUeurè,  quand -même  oa  dbdorème  teiait 
cempldiement  démontré*  il  lestiBrait  encore  l'autre  suppositioii ^ 
qu'il  existe  des  nombres  premiers  de  la  forme  4^+3,  dont;uii 
nombre  premier  donné  positif  de  la  forme  ^n-^-i  est  non-résida 
quadratique,  et  j'ignore  s'il  est  possible  de  démontrer  cette  pro- 
position sans  supposer  le  théorème  fondamental  lui-même.  Au 
reste,  nous  devons   faire  remarquer  que  ce  célèbre  |;éomètro 
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ii*a  pas  fait  tacitemeqt  cette  supposition,  et  qu'il  en  conTieot 
Ivi^mtoM,  P9ge  aai.  - 

JV*  a89— agS.  Ga  sujet,  qnl  ett  fN^Ké  ici  comme  une 
applicatian  iACtf4ùli^e  4^8  formes  ternilret^  6|  '^f\^ii  ^us  le 
rapport  ée  là  rigueur  et  de  la  généralité ,  semble  ne  keâ  lait» 
ser  à  désirer,  a  été  traité  bien  plus  amplement  par  Legendre , 
dans  la  troisième  partie  de  sou  ouvrage  (*),  p.  5a  i — /^oo.W  s'est 
servi  de  principes  tout- à-fait  difJérens  des  nôtres-,  mais  par  la 
route  qu'il  a  suivie,  il  a  rencontré  plusieurs  difficultés  qui  Toni 
«Mpècfaé  de  démontrer  rigouretlsement  les  théorèmes  principaux, 
n.  a' Itii-tnême  indiqué  avee  francliise  ces  difficultés^  maiS|^s|[ 
pqus  ne  loiBiliea  daof  Terreur;^  elles  ^ourraîen|  'ê|ceJcriées  pluf^ 
fiiiCileiiient  que'cèlie  qn'll'rap^lle  encôré  isati  cette  .feç^eçsli^ 
(p.  571^  ei^  note  A  k|yq}f  ^^^^       4tm9.,Umtfi  ftvgnf^siffn 
arUhm^l^fUêi  e|c«  .  , ,  i  -.-^^ 

'■  N*  5o6,  VîïT.  Dans  U  trblsièrae  cbiliade  de  détermliiaa$  né- 
gatifs.  i^ons  en  ayo^  trauvé  trente -sept  irréguliers  ^  pafmi  les^ 
4tt«Ji  4$xrb«it  on»  a  pour;  MMe>  4'kc4£ujlM:it4*  )e«  4àx«iiuiuf 
«une  lMiee.«.  '   

Idem,  X.  Nous  venons  de  parvenir  à  résoudre  opmpl^tenKçnt 
•  ta  question  que  nous  proposions  ici ,  et  nous  publierons-  cette  re- 
cherche, qui  éclaire  singulièrement  plusieurs  parties  de  l'arith- 
métique transcendante  et  de  l'anal/se  ,  lorsque  nous  aurons  occasion 
de  mettre  au  jour  la  continuation  de  cet  oavrage.  Nous  avom 
tf^nvé  en  mluf  fcmps^  qne  le  coefficient  m  (n*  5^,  p.  376)  e«t 

WïssyTTxs 3,3458847616,   ~-  •  ■•^ 

>  étant  le  même  ^a*àu  n*  Sùi,  «t  K  totijottrs  la  deilli^cîfeonfii> 

rence  du  çcecIc  dont  le  rayon  est  i.  -..  i.  ' 


C*)  Les  lecteurs  ont  i  peine  besoin  d'être  prévenus  de  ne  pas  confondre  nos 
firaiat  tanuires  avec  ce  qûe  Legendre  appelle  les  formes  ternaires  d'un  nombre  , 
or  il  n'antoad  pir  là      la  d<e<mpoiiti<m  d'un  nombre  «n  Itrois  qnairis.  > 

\  *  .'  '       .       ->     "/    •   '  '    \  \  /    '      V  "  "       "  ' 

:      '  '  : 
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•  .         f  .  .  ,  •    •  J*   :     *  .    •  •  I  :  I  t  4 

.    .  .  .        ....  .  .   .        >  .  .  t 

'U.         .  •  •-    .  ,  i 

Note  rg0tiu9  m  nr  162.  ^ 

M»h^a  qui  nous  P*ndt  ^  q|i<ihyîy  ,égar4s  plus  «impie  que  4<l,r<imiaifl 
Le'rinctpe  dont  nous  nons  servona  se  présentait  naturellement ,  mais  nous  de* 
Tons  obferver  qu'il  es(  fmployé  'dans  l'ootrage  pour  un  problème  analogue 

•  'SuppoMiu'  d*d)onl'qte  U  Ibnw  'F  ét'h  ftnue  /  soient  éqiMtMiM.'  ' 

^  l'ea  oomiaiMait  tontn  1»  tmiifSfNrmalkiw  propraa  4»  U  tàmê  F  en  ella- 
BèBM,  01  ww  .tFawfftffmftîon  d«  ^  en  -F,  <«ii  pM^pbimt  ijipfm»  j^nvilnt 

avec  la  seconde  (n*  -iS^),  on  obtiendrait  évidemment  des  tran?formations  sem- 
blables à  cette  dernière.  Or  il  est  extrêmement  facHe  de  démontrer,  1°  qué  chaqri* 
combinaison  dbanera  wie  transformatioa  dffffrèntadct; astres;  a"  que  toute  tran«->> 
foiBilioa  poura  aite»  de  k  «wnhiMkoa  d'ans  tnadonutàotk.à»  A  «n  .«lltk 
arfM       htnnlbinÉdoii  donoée  de  F  «a 

'  Cftercnôi»  drâc  ij'abord  onels  doirènt  tore  léà  nombreep/ç,  jr,  pour 
qoé  k  ftémé'F'M  duôlge'prUàiiuit  e&"enei>intaiJ  p«r  k  «ubstituCioa ,  • 

;«»v«aTa  lei*  éqnatioo»  .  1  f  i  ••!•  i*        r.       »  i' •         '.i  • 

^/)»  H-  a^/^n-h  <:r*t=  ^. . . .....  (a) ,  ^  -f-  BÇps^  qr)  -|-  Crj = . . . . .  .(jj, 

ftA7«4> C.V. . . . (c) , >f—^  =;  i . (<0. 

.Le*  fçatidDS  (û)  et  (v)  peuvent  se  mettre  son»  la  fqr»e     .",1  ..|  * 

■ 

«Ai'UiBi,  SI  Ifant  lé  l^fitt  gnuid  cbmnian'di^iiB?'3iii  iioinbhi  JÊ,  'aB,  C,  «t 
Si  l'os  ^ 
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ces  équtioiu  deviennent 
or  00  a  '    .  '  .  • 

f^dwtibiint  cet  Talenn  dan*  les  équations  (6)  et  («0 ,  il  en  résulte 

qÉl  donoft  ulVH/lao;  done  1^2—^!  CM!»  nlrar,  iMiiée  dut 

quation     — Duu=zm*f  donne  et  partant  u=:— u'.  '  * 

Il  ea  résulte  donc 

m   *  m  *         m*  m  * 

.«r  fl  «t«iié  dt  dteonlnr  qnt  l»  v  doinnt  Un  tntÎMrs,  si  9«  r,  «  le 
toiit|i°  et  tkétgntf/ÊÊniuX»  ^ 

'x\  ai q,  r,  s  sont  ofllitti,  OOBBM  il  ait  ■foaniiw  pour  notre  ^Êpidom, 
ÇQBnw  on  tÎM  dee.nlea»  prtflédwifee 

m  mm. 
an.pMt  •a-ooaobM  •.'''•»'•.- 

■s  m   '  * 

mbroBa-di»  dm  findiaBB  ^  eemat  da  neoqd  meaibra  eft  otetiaainnfKt 
iinÉdartHia,  dooa  ràit  divisible  par  ~,  où  Mra  un  nombre  antier, 

^  an  aen  un  anin;  de  là  il  est  idié  da  voir  qna  f  eet  égelciimt  an  aombia 

entier.  ,•;•.•!  '       •  * 

a*.  On  démontrera,  comme  l'auteur  le  fait  au  même  numéro  Ç^'.)  ,  que  toutCt 
les  valeurs  entières  de  r,  u  donoeront  des  valeurs  entières  pour  p,  q,  r,  s. 

U  suit  donc  de  tout  ce  qui  précède,  que  la  solution  de  notre  question  d^ei^d 
de  la  léiolntioii  da  féqMliatt  l^*-lltt*qsi|i*  aa^noinlini  entien,  et  qna  xéei- 
.proqueoMBt  «pa  luuieluiiiMiioa  d*nBfi  IbraM  qaeleooqaa  da  détemioant  D  ea 
elle-même  ,  fournira  une  solution  en  nombres  entiers  de  l'équation  t* — Du*^ni*, 
pourvu  que  m  «oit  le  plus  grand  commun  diviseur  des  trois  coeflkiens  de  cette 
forme. 


Digitized  by  Google 


iftX        NOTES   DTT  TRADUCTEUR. 

Si  maintenant  *»  |8,  >  ,  i  «ont  det  nombre»  ponr  lesquels  F  se  «bauge  en  f, 
on  trouvera  par  le  n'  ,  pôur  les  «ombres  ^,  ^,  Z',  qui  dSBpT^  Qm  ti«w 
formation  qaeloonqm  MoUable, 

im^sstf»  — C9«+.C>)ai,  z=  fit  —  (È0  ^  Cf)u , 

^y»  as  +  ltj.îtt ,      m/'         -H  (w^HH-  Bf)u  ; 

flV  il  fimt  obserrer  qu'ki  les  vaUuri  de      ^,         ■oat.nécewpinm— t  tntiè^ 

Si  l'on  compare  les  yûm  é»TMtâ»U,  ^  ^nMOMnit  (n»  139)  ,  «w» 
celles  «axqowêS  tàxitpItfekMe  tfilMtiilMltlff  ObltèiiV  ^tAH  'todf  IdHIII^ÉMf 

Mm5  81  F  et  /  n'étaient  pas  équivalentes,  on  se  convaincra  aisément  que  ces  for- 
mtileâ  tie  donMtttent  pkis  toutes  Ul  trensfemàtions ,  à  moinâ  que  i  on  n'acbnette 
de»  valeur»  fitMtîoBMÛïe»  de  I  et  u  dmis  leequeDesk  d«aomiMM«r.Milît  le  «po- 
tioit dn pin*  grand conminn  dlviseaf  des  hombres  a,  aft,  divisé  par  le  pla# 
pand  oomimm  dinMwrde»  nombre»  A,  aB,  C,  Si  non»  dMaÉMm»  «1^  U  ^ 

grand  oonmim  divÎMiar  dM  afli^^     fl5;e,  a»  fae  ildl».à«ieM  ^ 

^  trouvera  pour  ce  cas ,  en  substituant  dam  les  iannale»  ^  et  ~ ,  à  la  phe» 

detetu  des  formules  semblables  dans  lesquelles,  à  la  pltfce  de  m,  OU  doit  Inettra 
A'  et  où  t  et  u  seront  de<  wtKiqÉâ  ■MhhiUal  É  l'<4aaiiiwi.<''*IV<te*ft, 
oonoiaa  téoiHeda  l'analyse  de  l'antMn^  MaiiaiilaM  ^«ir  waaaQada»^ 
ait  dîna  aoins  panda  utilité*  . 

.  .  Note  riaàUifû  au  i64* 

On  peut  encore  faire  cette  recberdM  dTtea  mamàre  qui  nmu  ^anît  «a  fpMlqo* 
sorte  plus  ffirecte. 

Nom  supposerons  qu'on  ait  démontré,  comme  l'autenr  ,  les  relations  qui  existent 
antra  «,  /*>  7»     *'»  ^'        »     ^        *"  "*  notation, 

a  +  dz=zo,    e  +  e't=o,    5r  —  arf  =  e*,  ou  o»  +  6c  = 
'  Cela  posé,  soit  (f*,  C ,  //)  la  forme  aiabiguë  cbercbée,  que  noué  désigae^on» 

pkt  ^i  flBMÉ»^  =3k  A  sera  un  nambm  fulscr.  Or  paisque  Fdqit  se  changer 
«■>!  FraifcfBaai  t-gn«B<>>f^l  ft'iWPf^^  at  «  k  ipani£oaBatfft% 

avetf^iaë  tfan^formiaioft  itkpitfn  da  f  •tf  AaHMUMu^kMl  li  ia  dMBBàaii^ 
^  là  MMfbiBWtioa  propre  '    \  :    h  '  l 

»  an  m'x' »f  «y ,  « = -f- vy  ;  ■> 

en  passant  d'abord  de  F  â  ♦  ,     ensuite  dé  f  à  F',  on  oWlwidW  dettX  tTMUfofv 
nutiooi  de  F  en      lune  phjpïfc  it  IMUM  Wy»t>lîW  ^if  tSg) ,  fct  fili  ' 
nouMndef  Ctac  tn  tMtrifevnialiaitt  dbàwBaa. 
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lA  fbntjc  Ç  »e  cbange  en  elie-mèrae  par  la  transformation  impropre  t 
nsftt';  «iiMi:      F'M'Cfaaiigb  en  F'  par  k  tftariforpaation  propre 

éPt,  F»Ê  fihangf  'en  J^^  par  la  ^ansformation  impropre 

X  =  {  mm' 4- (mA  —  n) p' }  x' 4- f  "la' +  (mA  —  p)  9' }y, 

•t  l'on  a  parconséqaent 

fmf^^ipk^^ifmiT,  ^^.<^-^y^#  

Lm  ^nations  (a)  donoeut 

^=  ^  ,  ''^^ ""^"^  • 

De  ces  doubles  valeurs  de  m',  n',  p',  tf,  on  tire  les  équations  *  ^ 

(>  +  >')  *»^(*+*')p.   (/-hO-»«=«î+<S')p  (5) 

(^_«')<;-(3,_5,')»=*(ymW;i^,  (|B— ir)7— t^-#^i«H''m— r^)..  .(-0 

,  m  m      /S-f./î'_„  .,, 

Les  éouations  (3)  donnent  —  =  —r- — 7 ,  —  =  -r— — a-  Or  il  est  aise,  de  vour 

qae  l'équation  de  conditioa  qui  résulte  de  ces  deux  veleur»  est  tonjonn  «atisfiùte, 
.cer  elle  revient  à  4 

-(18+^')  (>  +  >')=!0,  on  e  +  «'+a+<<=p,  ^ 
•a4MHyepitd*éfi«iMB4r  f  ça  n  entre  lee  A^iMitioiis  00,  on  veit.6dlemeat  qu'itUe» 
rentrent  l'une  dans  rentre  *,  car  9  en  réaolfierait  dan» Ton  on  Tantre  cas  des  éqo*- 
tions  qui  s'anéantissent  d'elles-mêtpes ,  leur  premier  membre  étant  multiplié  par 
(*  —  *')  i^—f^—ifi  —  ^)  (>—>')  qui  est  égal  à  e  +  e'  —  a  —  d,  quantité 
nulle,. et  leur  second  mefeibrc  étant  multiplié,  pour  l'une, par  cm<^ ((l4-e)p, 
pour  t*antrê par  jn  '^hp\  «tnantitée  ^aîonent  nnDei ,  conune  on  peut  «'en 

assurer  facilement.^  Il  suffirait  pour  «ela  de  multiplier  par  t  la  première  des  équa- 
tions (3)  ,  et  d'en  retrancher  la  seconde  multipliée  par  y  ;  de  -eidltiplier  cmcore  la 
prcnoièrf  par  &  ,  et  d'en  retrancher  la  féconde  multipliée  pai  «.  On  trouvijrait 

cn»+(<i  +  e)p  =  o,    (a+.O  m  + ip  =  o  (5) 

n  lût  delà  i|n'wtre  les  ciiiq  incopxmes  in,n,  p,q,  kj  A  n'y  a  ,ré«U«ra«iit  que 
denx  éqnaiiona.  Ainsi  le  problème  est  indétcminé  ;  mail  il  ftnt  cpaê  1m  Taknr»  de 
ceeiaconinies  eoient  tdlea  qne  m',  1^,  pi*.  ^  loient  entiers. 

Diepoeoas  des  nombres  m  et  p  dont  le  rapport  senl  est  connn  et  iffii  i 
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m. 

On  aura  évidemment  dans  tous  le«  cas  des  nombres  entiers  pour  m'  et  p' ,  si 
l'on  fait  q  t=i4.h  ;  n  =  frA ,  où  A  est  indéterminé  josqu'à  présent.  Cette  sappositioa 
change  l'équation  nuj—r^ssh  ea'mfi— /Mr=  i.  qui  senrin  à  tronTer  fc  et  v. 

QÛmt  4 ^  et  ^»  an  moywi  dea  ^dmns  d«  a,  e,  ou  —  a ,  ftci- 
Ifldmit  par  l'élhnination 

•r  i  Taida  de»  équations. 0)>  * 
On  trouverait  de  même 

Si  r  Mt  la  pins  grand  commun  diviseur  des  nombres  d ,  &,  c ,  et  partant  des  nombres 
b,  c,  0,  icmm»  il  «st  aisédale  piouvw  par  l'équation  a'4>écsae%iu  dos  aombrai 

iToe  ~,  Sappoioos  qoo  co  soit     oobum  oa  a 


r 


fl  s'ensuit  que  («— «t')m  est  divisible  par  -,  aiûsique  (4— /S') m,  puisque 

•t  o'A  sont  essantiellaiBent  entiers.  Donc  on  prenant  ff      &  aetoot 

'  .....       f  .  •. 

ontiers. 

D'aiUmiis  des  valanrs  précédentaa  de  j/A  »  on  tira 
«teoMBH  y'm—t^pss-^p'h,  la  première  dee'éqoatfons  (4)  devient— 7  +  — 
S3B— A,  on,  pnisqiié^snA^fi^jiiss^rAsaîrîj-^isH-^waa  — le;  Hais 

«Bai»=«l±i=   L-,  «tptttant  î  est  4i- 

r  r^f^ 

visible  par       et  ^  par  m,  ou  bien  ^  et  ^  sont  entiers.  Donc  cette  équation 

donne  une  valeur  entière  pour  qui  varie  soivaot  les  valeurs  que  Ton  attribiTe 
à  /«  et  7. 

TABLE 
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